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Fe PARTIE 


CHAPITRE ! 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES LINÉAIRES 
À COURANT CONTINU 


$S 1. Définition des circuits électriques linéaires et non linéaires. 
L'ensemble des.sources d'énergie électrique et des charges, reliées entre 
elles et pouvant être traversées par un courant électrique, est appelé 
circuit électrique. 

Nous examinerons dans le présent chapitre les circuits électriques 
à courant continu. On appelle courant continu un courant invariable 
en fonction du temps. Le courant continu est un déplacement orienté 
et organisé de particules portant des charges électriques. 

Ainsi qu’il a été expliqué dans le cours de physique, les porteurs 
de charges dans les métaux sont les électrons libres et ce sont les ions 
dans les liquides. Le mouvement organisé des porteurs de charges dans 
les conducteurs est dû au champ électrique, créé dans ces conducteurs 
par les sources d'énergie électrique. Les sources d'énergie électrique sont 
celles qui transforment l'énergie chimique, mécanique et les autres 
espêces d'énergie en énergie électrique. Une source d’énergie électrique 
est caractérisée par la valeur et le sens de la force électromotrice (F.E.M.) 
et par la valeur de sa résistance interne. 

On désigne par convention un courant continu par’la lettre 7, la 
F.E.M. d’une source par la lettre E et une résistance par la lettre R. 
Dans le Système International d'unités (S.I.) * le courant est mesuré en 
ampères (A), la F.E.M. en volts (V) et la résistance en ohms (Q). 

La ‘représentation du circuit électrique à l’aide de signes convention- 
nels sur un dessin est appelée schéma électrique (fig. 1, à). 

La désignation conventionnelle (le symbole) de la résistance R dans 
un schéma électrique est un rectangle allongé. La désignation conven- 
tionnelle d’une source d’énérgie électrique est. un cercle, ayant ure 
fièche à l’intérieur. Cette flèche indique le sens positif de la F. EM. 
(les sources d’énergie seront décrites en détail au $ 2). 

_ On prend comme sens positif de la F.E.M. d’une source d’énergie 
le sens des potentiels croissants. à l’intérieur de cette source. 


+ Suivant les premières lettres du Système International. 


Le récepteur d'énergie et les conducteurs raccordant le récepteur 
à la source d'énergie sont appelés partie « extérieure » du circuit électri- 
que ou plus simplement, circuit extérieur. Dans le circuit extérieur le 
courant circule du + de la source d'énergie vers son —, et à l’intérieur 
de la source il circule du — au +. | 

On appelle caractéristique courant-tension la loi suivant laquelle Île 
courant circulant dans une résistance varie en fonction de la tension 
aux bornes de cette résistance. Les caractéristiques courant-tension 
peuvent être représentées sous forme de courbes. Dans ce cas on porte 
habituellement la tension en abscisses, à une certaine échelle et on porte 
le courant en ordonnées. 

On distingue deux types de caractéristiques courant-tension essen- 
‘tiellement différents. Dans le premier la caractéristique courant-tension 
est une ligne droite (fig. 1, b) et dans le second, c’est une certaine courbe 
(fig. 1, c). 

Les résistances, dont les caractéristiques courant-tension sont des 
lignes droites, sont appelées résistances linéaires, et les circuits électriques 
comprenant des résistances uniquement linéaires sont appelés par con- 
vention circuits électriques linéaires. 


I Z4 


Frs T 


Fig. | 


Les résistances dont les caractéristiques courant-tension ne sont pas 
des lignes droites (c’est-à-dire ne sont pas linéaires), sont appelées ré- 
sistances non linéaires, et les circuits électriques comprenant des résistan- 
ces non linéaires sont appelés circuits électriques non linéaires. 

$S 2. Source de F.E.M. et source de courant. Lors du calcul et de 
l'analyse des circuits électriques, la source d’énergie électrique est 
remplacée par son équivalent théorique. Cet équivalent peut être : 

1. Soit une source de F.E.M. et une résistance À; couplée en série 
avec cette source et égale à la résistance interne de la source d’énergie 
réelle (fig. 2, a). 

.. 2. Soit une source de courant avec une résistance À; couplée en 
parallèle à cette source et égale à la résistance interne de la source d’éner- 
gie réelle (fig. 2, b). | 

Nous allons appeler source de F.E.M. une source idéalisée d'alimenta- 
tion, dont la F.E.M. est constante, ne dépend pas de la valeur du courant 
qui y circule et est égale à la F.E.M. de [a source réelle d'énergie. La 
résistance interne de cette source d'alimentation est nulle. 

La source de F.E.M. est représentée sur les schémas par un cercle 
ayant une flèche à l’intérieur et la lettre E écrite à côté. La flèche indique 
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le sens positif de la F.E.M. (sens d’élévation du potentiel à l’intérieur 
de la source). : 

On entend par source de courant une source idéalisée d’alimentation, 
qui débite un courant 7, indépendant de la valeur de la charge R du 
circuit et égak au quotient de la F.E.M. de la source réelle par la résistance 


interne R; dé cette source (7 BR = x) : 


z 


Pour que la source de courant puisse débiter un courant 7, indépen- 
dant de la valeur de Îa résistance de la charge, la résistance interne de 
cette source et sa F.E.M. doivent tendre théoriquement vers l'infini. 


Par définition, une source de courant débite un courant /;, indépendant de 
la valeur de la résistance de charge R. En d’autres termes, la résistance R du 
schéma de la fig. 2, b peut être égale à zéro (court-circuit) ou à l’infini (marche 
à vide), le courant /, restant constant. Examinons dans quelles conditions ceci 
est possible. Pour cela désignons par Re la résistance interne de la source de 


Fig. 2 


courant et par Es sa F.E.M. et écrivons les deux équations, définissant le fonc- 
tionnement du circuit de la fig. 2, b pour les deux régimes limites de fonctionne- 
ment, mentionnés ci-dessus: | 

. Pour R— 0 


IRRsc = Ese. (a) 
Pour R=0co 


18 (Rac+ Ri) —Ese où ZRRee (+5) op. (b) 


Les équations (a) et (b) ne peuvent être compatibles que lorsque RE + 00. 


En d’autres termes, la résistance de la source de courant Rs tend théorique- 
ment vers l'infini (R; étant une valeur finie). Mais si Re tend vers l'infini, 
1, étant une grandeur finie, Ese — 1xRse doit théoriquement également tendre. 
vers l'infini (le rapport des deux grandeurs infiniment. grandes E,. et R; est égal 
à une grandeur finie, à savoir au courant 14). 

Comme nous l'avons déjà dit, une source de F.E.M. ainsi qu’une source de 
courant sont des sources idéalisées. Il est impossible de les obtenir en réalité, 
puisque la résistance interne des sources réelles ne peut pas être nulle,-ni être 
égale à l'infini pour ün courant de valeur finie. 

Cependant, lorsque la résistance interne R, d’une source réelle d'alimentation 
est faible par rapport à la résistance R du circuit extérieur (par exemple, lorsqu’à 
tous les régimes possibles de fonctionnement la résistance de la charge R est de 
plusieurs ordres de grandeur supérieure à-R:;), la source d’alimentation fonctionne 
en un régime suffisamment proche de celui qui caractérise une source de F.E.M. 
De même, si la résistance interne R; d’une source réelle d’alimentation à tous les 
régimes possibles du fonctionnement du.circuit, est nettement plus grande que 
la résistance du circuit extérieur R (de plusieurs ordres de grandeur, par exemple), 
la source d’älimentation fonctionne en un régime suffisamment proche de celui 
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qui caractérise une source de courant (lorsque la résistance R ne varie qu’entre des 
valeurs suffisamment rapprochées, il n’y a pas lieu d'exiger que Re ainsi que Es 
tendent vers l'infini). | | 

I1 y a lieu de remarquer que le schéma de la fig. 2, b est équivalent au sché- 
ma de la fig. 2, a seulement en ce qui concerne l'énergie dégagée dans la résistance 
R de la charge, mais ne lui est pas équivalent en ce qui concerne l'énergie dégagée 
dans la résistance interne de la source de courant. 

Sur un schéma la source de courant est représentée par un cercle, 
ayant une flèche à l’intérieur, à côté duquel on écrit la lettre 7 avec un 
indice approprié (par exemple, 4). La flèche indique le sens positif du 
courant /3. 

Le courant circulant dans la charge (dans la résistance R) est le 
même dans les deux schémas équivalents (dans le schéma de la fig. 2, a 
et dans celui de la fig. 2, b); il est égal au courant circulant dans le 
schéma 1,a 


1 —E 


R+Ri 
Pour le schéma de la fig. 2, a, c'est tellement évident qu'il est nulle- 
ment besoin de s’y arrêter. | 
Examinons le cas du schéma de la fig. 2, b. Le courant 7, de la source 
de courant dans ce schéma est réparti entre les deux branches en parallèle 
en raison inverse des résistances R 
I I et R; de ces deux branches. Dans 
la charge À le courant 7 est 
R; E  Ri E 
I RRER TR RER 
Ainsi, on peut utiliser pour les 
ÿ ÿ calculs indifféremment l’un des 
) 5) deux schémas équivalents mention- 
L nés. Par la suite nous allons utiliser 
Fig. 3 dans l'essentiel « le schéma équi- 
| valent numéro 1 », autrement dit, 
nous allons remplacer la source réelle d'énergie électrique par une source 
de F,E.M. avec résistance À; branchée en série avec cette source. 
Signalons en conclusion que les propriétés d’une source F.E.M. et 
d’une source de courant peuvent être caractérisées d'une manière suf- 
fisamment évidente par les courbes représentées sur les fig. 3, a et b. 
Sur ces courbes le courant 7, circulant dans une source idéalisée d'énergie 
est représenté en fonction de la tension U aux bornes de cette source 
(la fig. 3, a correspond à la fonction Z — f (U) pour une source de F.E.M. 
et la fig. 3, b correspond à la même fonction pour une source de courant). 
Exemple la. La source de courant, représentée sur le schéma 
de la fig. 2, b, débite un courant 7, — 50 À. La résistance R;, shuntant 
cette source, est égale à 2Q. Trouver la valeur de Ja F.E.M. d'une source 
équivalente de F.E.M. conformément au schéma de la fig. 2, a. 
Solution. La F.EM. E = I,R; = 100 Y. 
Ainsi les paramètres du schéma équivalent, représenté sur la fig. 2, a 
sont: E = 100 V et R; — 2. 
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$ 3. Circuits électriques ramifiés et non ramifiés. Les circuits élec- 
triques peuvent être répartis en circuits ramifiés et non ramifiés. Le 
schéma de la fig. 1, a représente le circuit non ramifié le plus simple, 
dont tous les éléments sont parcourus par le même courant. Le circuit 
ramifié le plus simple est représenté sur la fig. 4, a; il comporte trois 
branches et deux nœuds. Chaque branche est parcourue par le courant 
qui lui est propre. Une branche peut être définie comme un tronçon 
du circuit, constitué par des éléments couplés en série et intercalé 
entre deux nœuds. À son tour, chaque nœud est un point de circuit, 
auquel aboutissent trois branches au moins. Si l'intersection de deux 
lignes est représentée sur un schéma électrique par un point « gras » 
(fig. 4, b) les deux lignes sont reliées élec- 
triquement en ce point; dans le cas contraire 
(fig. 4, c) les lignes se coupent sans être reliées 
électriquement entre elles. 

$ 4. Tension aux bornes d’un tronçon de 
circuit. On appelle tension aux bornes d’un 
certain tronçon d’un circuit électrique la dif- 
férence de potentiel entre les points extrêmes 
de ce tronçon. 

La fig. 5 représente un tronçon de circuit 
comprenant une résistance À, mais où il n'existe 
pas de F.E.M. Les points extrêmes de ce tronçon Fig. 4 
sont désignés par les lettres a et b. Supposons que 
le courant Z circule du point a vers le point b. 

Dans un tronçon de circuit, ne comportant pas de F.E.M., le courant 
circule des potentiels élevés aux potentiels bas. Par conséquent, le poten- 
tiel du point a (@.) est plus élevé que le potentiel du point b (pi), d’une 
valeur égale au produit du courant 7 par la résistance R: 


Pa — Po + ZR. 
Conformément à la définition de la tension entre les points a et 
Üub = Pa — Po.” 


Par conséquent, U,4 = ZR. En d’autres termes, la tension aux bornes 
d'une résistance est égale au produit du courant circulant dans cette 
résistance par la valeur de cette dernière. 
——> Us En électrotechnique la différence de potentiel aux 
—_7 bornes d'une résistance est habituellement appélée 
—+{J-— soit « tension aux bornes d’une résistance», soit « chute 
a $p bb | 
de tension ». Par la suite nous: appellerons chute de 
Fig. 5 tension la différence de potentiel aux bornes d'une 
résistance, c'est-à-dire le produit /R. Le sens positif 
de la chute dé tension coïncide avec le sens positif du courant 
circulant dans la résistance considérée. 
Examinons maintenarit quelle est la tension aux-bornes d'un tronçon 
de circuit, comprenant non seulement une résistance mais également 
une F.E.M. 


g 


Les fig. 6, a et b représentent des tronçons de certains circuits, par- 
<ourus par le courant 7. Cherchons la différence de potentiel (la tension) 
entre les points a el c de ces tronçons. 

Par définition 

Une = Pa — Pe. (1.1) 


= Exprimons le potentiel du point a en fonction du potentiel du point €. 
En se déplaçant du point c vers le point b (fig. 6, a) nous allons à l’en- 
contre de la F.E.M. E et, par conséquent, le potentiel au point b est 
inférieur au potentiel du point c de la valeur E de la F.E.M ; autrement dit 


Po = Pe— Ë. 


Pour la fig. 6, b lorsqu'on la parcourt du point c vers le point b, 
on se déplace dans le sens de la F.E.M. E et, par conséquent, le potentiel 
du point b est plus élevé (plus grand), que le potentiel du point c de la 
Valeur Æ de la F.E.M., c'est-à-dire 


Po = Pe+ E. 


Nous avons déjà signalé que dans un tronçon de circuit ne comprenant 
pas de F.E.M., le courant va des potentiels élevés aux potentiels bas. 


Fig. 6 


Par conséquent, pour les deux schémas de la fig. 6, le potentiel du point a 
est supérieur au potentiel du point b de la valeur de la chute de tension 
dans la résistance À : 


Pa = Po + /R. 
Ainsi, nous obtenons pour la fig. 6, a 
Pa—Pe—EÆE+IR, où Ur=Pa—Pe=1ÎR—E, (1.2a) 
et pour la fig. 6, b 
Va=Pe+E+IR, ou Urc—=Qa—pe=lR+E. (1.2b) 


Sur les schémas le sens positif de la tension est indiqué par une flèche. 
Cette flèche doit être dirigée de la première lettre de l’indice vers la 
seconde. Ainsi, le sens positif de la tension U,. est représenté par une 
flèche dirigée de a vers c. 

11 résulte également de la définition même de la tension que U,, — 
— D —p,. Par conséquent, .U,, = — U,.. En d’autres termes, l’in- 
version en question des indices équivaut à un changement du signe de 
la tension. Il découle nettement de notre exposé que la tension peut être 
une grandeur positive comme une grandeur négative. 
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$ 5a. Loi d’Ohm pour un tronçon de circuit ne comprenantpas de F.E.M. 
La loi d'Ohm donne la relation entre le courant et la tension dans un 
certain tronçon de circuit. Ainsi pour le tronçon de circuit, représenté 
sur la fig. 5, on peut écrire 


Ucr — 1R 
ou 
— Vab, _ Pa Pe 
Î = R = R (1.3) 


$ 5b. Loi d’Ohm pour un tronçon de circuit comprenant une F.E.M. 
La loi d'Ohm pour un tronçon de circuit comprenant une F.E.M. permet 
de calculer le courant dans ce circuit en partant de la différence de poten- 
tiel (p, — p.) aux bornes de ce tronçon et de la valeur Æ de la F.E.M. 
existant dans ce dernier. Ainsi, en partant de l'expression (1.2a) établie 
pour le schéma de la fig. 6,a, on a 


Ze —mmmm 
ee 
. e. 


De même, on déduit de (1.2b) pour le schéma de la fig. 6, 
pu Pa —Pe —Ë __ Uac—E 
K R 
Et dans le cas général 


__UactE _(Pa—Po HE 
J=%etE (fete, (1.4) 


L'équation (1:4) exprime sous la forme mathématique la loi d'Ohm 
pour un tronçon de circuit comprenant une F.E.M.; le signe + placé 
devant E correspond à la fig. 6, a et le signe — à la fig. 6, b. 

Dans le cas particulier, où E = 0, l’expression (1.4) se réduit à (1.3). 

Exemple 1b. On branche aux bornes a et c du schéma de la fig. 7 
un voltmètre à résistance très grande, théoriquement infinie (par con- 
séquent, le branchement de ce voltmètre n'exerce pas d'influence sur 
le régime de fonctionnement du circuit). 

Si un courant / = 10 À circule de a vers c, le voltmètre indique 


Use = — 18 Y. 
Si le courant /Z = 10 À circule de c vers a, le voltmètre indique 
U,e — —20 Y. 


Calculer la valeur de la résistance R et la valeur Æ de la F.E.M. 
Solution. Dans le premier cas 


Ute= —i8=—E+IR— —E+I10R. 
Dans le deuxième cas 
Ull= —20= —E—IR=—E—I0R. 
ann ce système de deux équations, nous trouvons : E = 19 V 
e — 


$ 6. Lois de Kirchhoîf. Tous les circuits électriques obéissent à Ja 
première et à la deuxième. lois de Kirchhofi. 
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La première loi de Kirchhoff peut être formulée de deux manières. 
Premier énoncé: la somme algébrique des courants arrivant à un nœud 
quelconque ou partant de ce dernier d’un circuit est nulle. Deuxième 
énoncé : la somme des courants arrivant à un nœud quelconque d’un 
circuit est égale à la somme des courants partant de ce nœud. 

Ainsi, en ce qui concerne la fig. 8, considérant comme positifs les 
courants arrivant au nœud de ce circuit et comme négatifs les courants 
qui en partent, on peut écrire conformément au premier énoncé 


li—l2—l3— li =0; 
et conformément au deuxième 
Lh=l+l:+ 1. 


Au point de vue physique, la première*loi de Kirchhoff signifie que 
le déplacement des charges dans un circuit est tel qu’elles ne peuvent 
s’accumuler en aucun de ces nœuds. 


© 
SA 


EE 
f 


La deuxième loi de Kirchhoff peut être également énoncée de deux 
manières différentes. | 

Premier énoncé : la somme algébrique des chutes de tension dans une 
maille fermée quelconque est égale à la somme algébrique des F.E.M. 
le long de cette maille. Elle s'écrit de la manière suivante: 


DIR=DE. 


Dans chacune de ces sommes les termes figurent avec le signe + si 
leurs sens coïncident avec celui de parcours de la maille, et avec le signe 
— si leurs sens ne coïncident pas avec le sens de ce parcours. 

Deuxième énoncé: la somme algébrique des tensions (mais non de 
chutes de tensions!) le long d’une maille fermée quelconque est nulle 


D Ur =0. 
Ainsi pour la maille périphérique du schéma de la fig. 9 
Use + Uec + Uca + Uga = 0. 
$ 7. Utilisation des équations de Kirchhoff pour le calcul des courants 
dans les divers circuits. Les lois de Kirchhoîff servent à trouver les cou- 
rants dans les branches d’un circuit. Chaque branche du circuit étant 
parcourue par un courant qui lui est propre, le nombre total des courants 


inconnus est égal à celui des branches du circuit. Avant d'établir les 
équations, il faut : 
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a) choisir arbitrairement les sens positifs des courants dans toutes 
les branches et les indiquer sur le schéma; 

b) choisir les sens positifs du parcours des circuits pour établir les 
équations conformément à la deuxième loi de Kirchhoff. 

Pour éviter la diversité, il est recommandé de choisir les sens positifs 
identiques pour tous les circuits, par exemple celui des aiguilles d’une 
montre. 

Désignons le noinbre des branches du schéma considéré par b.et le 
nombre de nœuds par n. Afin d'obtenir des expressions linéairement 
indépendantes, on établit, conformément à la première loi de Kirchhoff, 
un nombre d'équations égal'au nombre des nœuds moins un, c’est-à-dire 
n— 1. Le nombre des équations établies. 
suivant la deuxième loi de Kirchhoff doit 
être égal au nombre des branches moins le 
nombre d’équations établies suivant la; pre- 
mière loi de Kirchhoff, c’est-à-dire : 


b—(n—1). 
Lorsqu'on établit les équations suivant £ 
la deuxième loi de Kirchhoîff, il faut veiller Fig. 9 


à à y faire figurer toutes les branches du schéma. 
général, établissant des équations linéairement indépendantes suivant 

PE A xième loi de Kirchhoff, il faut le faire de manière que chaque 
dome maille, décrite par l’équation en question, comprenne au moins 
une nouvelle branche, non utilisée dans les mailles précédentes, pour 
lesquelles ces équations ont déjà été établies. Ces maïlles seront 
appelées par la suite mailles indépendantes. 

Il y a lieu de signaler que l’obligation de faire figurer dans chaque 
nouvelle maille une nouvelle branche au moins est par trop rigoureuse 
dans un certain nombre de cas (c’est une condition suffisante, mais non 
pas nécessaire) et pour certains circuits complexes à grand nombre de 
mailles elle ne peut être réalisée. | 

Dans ces cas, on est obligé d'établir une partie des équations, suivant 
la deuxième loi de Kirchhofïf, pour des mailles dont toutes les branches 
figurent déjà parmi les mailles utilisées précédemment. 

Exemple 2. Calculer les courants dans les branches du schéma 
de la fig. 9 pour FL E1 = 80 Vet E, = 64 V, Ri = 60, R:= — ÀQ, 
Ra — 30, Ri — IQ 

Solution. Choisissons arbitrairement et portons sur le schéma 
(fig. 9) les sens positifs des courants dans toutes les branches. Ce circuit 
comprend deux nœuds. Par conséquent, suivant la première: loi de 
Kirchhoff on ne peut établir qu’une seule équation 


+= (a) 


I] est facile de voir que pour le second nœud l'équation est identi- 
que. Il faut maintenant établir suivant la deuxième loi de Kirchhoîf 
b—(n—1)—3—(2—1) —=2 équations. Les. sens. positifs de par- 
cours des mailles sont ceux des aiguilles d’une montre. 
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Pour la maille R;,F,R:E, on a: 
LiR3 — loRo = Ei+ En. (b) 


Le signe+a été pris devant /,R, parce que le sens du courant /; 
coïncide avec celui du parcours de la maïlle. Et ToR2 a été affecté du 
signe — parce que le sens du courant /, est contraire à celui du parcours 
de la maille. 

Pour la maille E,R,R.R, on a: 


LRe+ 13 (R3+ Rs) = — Es (c) 
En résolvant en commun les équations (a), (b), (c), on obtient 7/1 — 
— 14 À, 13 15 À, 13 = — 1 À. Du fait que les sens positifs des cou- 


rants ont été choisis arbitrairement, un ou plusieurs des courants calculés 
peuvent être négatifs. Aïnsi, dans l’exemple examiné, les courants 7, 
et /, sont négatifs. Les signes — placés devant ces courants doivent 
être interprétés comme suit : les sens des courants 7, et /, ne coïncident 
pas avec les sens qu’on leur a attribués sur la fig. 9, c’est-à-dire qu’en 
réalité les courants 7, et 7, circulent en sens inverse. 

$ 8. De la mise à la terre d’un des points du circuit. Lorsqu'on met 
à la terre un point quelconque du circuit, la répartition des courants 
dans ce circuit ne change pas; en effet la mise à la terre ne fait appa- 
raître aucune branche nouvelle dans laquelle pourraient circuler les 
courants. {l en va tout autrement si on met à la terre deux des points 
du circuit, portés à des potentiels différents, ou davantage. Il se forme 
alors des branches nouvelles passant par la terre (ou un autre milieu 
conducteur quelconque), le circuit lui-même devient différent du circuit 
initial et la répartition des courants dans ce nouveau circuit se trouve 
modifiée. 

$ 9. Diagramme des potentiels. On appelle diagramme des potentiels 
celui de répartition des potentiels le long d’un tronçon quelconque d’un 
circuit ou le long d’une maille fermée. On porte en abscisses de ce diagram- 
me les résistances le long du circuit, en commençant par un point arbit- 
raire quelconque, et les potentiels sont portés en ordonnées. À chaque 
point d’un tronçon du circuit ou d’une maille fermée correspond ainsi 
un point déterminé du diagramme des potentiels. 

Examinons le mode de construction d’un diagramme des potentiels 
en partant des données de l’exemple 2. 

Exemple 38. Construire le diagramme des potentiels pour la 
maille abcea (fig. 9). 

Solution. Calculons la résistance globale de la maille. Elle est 
égale à: 4 + 3 + 1 —-8Q. Choisissons l'échelle en abscisses (axe x) 
et celui en ordonnées (axe y). 

Prenons arbitrairement comme nul le potentiel d’un des points, par 
exemple du point a. Plaçons ce point à l’origine des coordonnées sur le 
diagramme de la fig. 10. 

Le potentiel du point b est ps = mp +/:-4 — @, — 60 = — 60 Y. 
Ces coordonnées sont x = 4; y — — 60. 
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Potentiel du point c: @e — ps +ÆE2 — 4 V. Coordonnées du point c: 
x = 4, y — 4, | 

ue e: Le = Pe+ {3R4 = 4 — 1-1 = 3V. Coordonnées du point e: 
x = 5, y = 8. 

La tangente de l'angle a, entre la droite ab et l’axe des abscisses 
est proportionnelle au courant /:, tandis que la tangente de l'angle «> 
(la pente de la droite ce) est proportionnelle au courant Z3. 

$ 10. Bilan énergétique des circuits électriques. Les résistances déga- 
gent de la chaleur lorsqu'elles sont parcourues par des courants. Suivant 
la loi de la conservation d’énergie, la quantité de chaleur dégagée par 
unité de temps dans les résistances 
d'un circuit doit être égale à l'énergie  £ty — 
fournie pendant le même laps de 
temps par la source d’alimentation. 

Lorsque la source deF.E.M. E est 
parcourue par un courant 7, circulant -20 
dans le sens qui correspond à celui. 
de la F.E.M., cette source fournit au 
circuit par unité de temps une énergie #2: 
(ou une puissance *), égale à E] 
(le produit E7 figure dans l’équation 
du bilan énergétique avec le signe +). 
Si le courant Z est dirigé à l'encontre 
de la F.E.M. E, cette source ne Fig. 10 
fournit pas d’énergie électrique mais | 
au contraire en consomme (un accumulateur se charge, par exemple) et 
le produit E7 figure dans l'équation du bilañ énergétique avec le 
signe —. L’équation du bilan énergétique, lorsque l'alimentation est 
faite uniquement par des sources de F.E.M. s'écrit comme suit : 


DER = Ÿ El. 


Si le circuit est alimenté non seulement par des sources de F.E.M., 
mais également par des sources de courant, autrement dit, lorsque des 
courants provenant des sources de courant arrivent à certains nœuds du 
circuit ou en partent, il faut, en dressant le bilan énergétique, tenir 
également compte de l’énergie fournie par les sources de courant. Sup- 
posons que le courant 7, provenant d’une source de courant arrive au 
nœud a du circuit et que ce courant s'écoule à partir du nœud b. La 
puissance fournie par la source du courant est égale à U,,/:. La tension 
U,, et les courants circulant dans les branches du circuit doivent être 
calculés en tenant compte du courant provenant dé la source du courant. 
Ceci peut être fait le plus simplement d’après la méthode des potentiels 
des nœuds ($ 20). Sous sa forme générale l’équation du bilan énergétique 
peut être écrite comme suit: 


D PR = D EI + D'Un. 


* La puissance est égale à F’énergie dépensée par unité dr temps. 


b 


| 

Î 
-6 

| 


Dans la pratique pour permettre de calculer les circuits électriques 
avec une dépense moindre de temps et de travail qu’à l’aide des lois 
de Kirchhoff, on a mis au point un certain nombre de méthodes, que nous 
allons examiner ci-après. | 

S 11. Méthode des grandeurs proportionnelles. Utilisée seule, cette 
méthode ne peut être appliquée qu'au calcul des circuits comprenant 
uniquement des résistances couplées en série et en parallèle et lorsqu’il 
n'existe dans le circuit qu’une seule source. Cependant cette méthode 
peut être combinée avec d’autres modes de calcul (transformation d’un 
triangle en étoile, méthode de superposition, etc.) qui seront examinées 
par la suite; ceci élargit nettement les possibilités d'emploi de cette 
méthode. Suivant la méthode des grandeurs proportionnelles on choisit 
dans le circuit la branche la plus éloignée de la source de F.E.M. (branche 
initiale) et on suppose que le courant y ait une certaine intensité, 1 À 
par exemple. Ensuite, on parcourt le circuit de sa fin vers son origine 
et on calcule les courants dans les branches parcourues et les tensions 
aux bornes de divers tronçons du circuit. À la fin du calcul on obtient 
ainsi la valeur de la tension au commencement du circuit et les courants 
dans toutes ses branches dans l’hypothèse que le courant dans la branche 
initiale du circuit était de 1 À. | 

La valeur ainsi trouvée de la tension au commencement du circuit 
n'étant pas égale en général à la F.E.M. de la source, on trouve les 
valeurs exactes des courants dans toutes les branches en les multipliant 
par un facteur égal au rapport de la F.E.M. de la source à la valeur 
trouvée pour la tension au commencement du circuit. 

Exempie 4. Trouver les courants circulant dans les branches 
du circuit de la fig. 11, en utilisant la méthode des grandeurs proportion- 
nelles. Les résistances écrites sur 
ce schéma sont exprimées en ohms. 

Solution. Supposons que 
le courant circulant dans la résis- 
tance de 4 est égal à 1 À et 
calculons les courants dans toutes 
les autres branches. Les valeurs 
de ces courants sont écrites dans 
des cercles sur le schéma. La ten- 
sion entre les points m et n est 

Fig. 11 1.443.3+14.3 = 25V. Comme 
la F.E.M. alimentant le circuit est 
égale à 100 V, il faut multiplier tous les courants par le facteur & — A. 


$ 12. Méthode des courants fictifs maïllés. Dans la méthode des cou- 
rants fictifs maïillés on. suppose que chaque maille indépendante * du 
circuit soit parcourue par un courant fictif maïllé qui lui est propre. 
Les équations sont établies pour les courants fictifs maillés. Après les 


* Pour les circuits compliqués, il faut également tenir compte des deux der- 
niers alinéas du $ 7. 
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ou 


avoir calculés, on détermine les courants dans les branches à partir des 
courants fictifs maïillés trouvés. 
comme une méthode de calcul dans laquelle on prend ces courants comme 
valeurs inconnues. Dans cette méthode le nombre d'inconnues est égal 
au nombre d'équations qu'il aurait fallu établir pour le circuit con- 
Joi de Kirchhoff. | A2 LÉ 
Etablissons les. équations pour 
le schéma de la fig. 12. Le circuit en | 
Z Rs NT R 
indépendantes. Supposons que dans É FONDU , 
la maille de gauche le courant 1 
circule dans lesens des aiguilles d’une  # O Es, 
de droite circule (dans le même sens) 
le courant 20. . Etablissons pour 
chacune de ces maïîlles une équation 
commune (branche à résistance R:) le courant circule de haut en bas 
(las — Î22). Parcourons les deux mailles également dans le sens des 
aiguilles d’une montre. 
Las (Ra + Ro) + (lui — lo) Rs = Es + Es 
lan (Ra + Ro + Rs) +(— Ris) 122 = Ei+ Es 
et pour la deuxième maille 
ou 
(— Ro) las + l2o (Ra + Ri+Rs)= — Ei—Es. 

Dans la première équation, le facteur du courant /4, est la somme 
des résistances de la première maille, que nous désignons par Ru; le 
ce de la branche commune, prise avec le signe —; désignons-la par R:2. 

Récrivons ces équations sous forme suivante : 

aka + l22Ri = Eu | 


Ainsi, la méthode des courants fictifs maillés peut être considérée 
sidéré conformément à la deuxième 
représenté comprend deux mailles k, 
montre, tandis que dans la maille 
suivant la deuxième loi de Kirchhoff. N'oublions pas que dans la branche 
Nous obtenons ainsi pour la première maille 
— (lui — 22) R5 + 22 (Ra + Ri)= — Es— Es, 
facteur du courant /,, dans la première équation également est la résistan- 
Lukas + l2Ra2 = En 


(1.4) 
où 

Ru Ri+ RitRs: Eu = EÆEi+ Es, 

Ro = Ra+ Ri+tRi E32= —E,— Es, 

Ro = Ru = — Rs. 


Dans la première de ces équations (1.4) le facteur du courant /4 
de la première maille, Ru, est la résistance propre ou totale de cette 


2 JI. À. Beccouos JT 


maille, tandis que le facteur du courant 7, est la résistance de la branche 
commune à la première et à la deuxième maille prise avec le signe — *. 

Eu est la F.E.M. résultante de la première maïlle ; elle est égale 
à la somme algébrique des F.E.M. de cette maille. Les F.E.M. dont le 
sens coïncide avec celui du parcours de cette maïlle y figurent avec le 
signe +. | 

Ro2 est la résistance totale ou propre de la deuxième maille. 

R2, est la résistance de la branche commune à la première et à la 
deuxième mailles, prise avec le signe —. 

E>2 est la F.E.M. résultante de la deuxième maille. 

Si le circuit comprenait plus. de deux mailles, trois par exemple, 
le système d'équations prendrait la forme suivante: 


TuakRit + loaRio + lssRis = En | 
LiikRos + T22Roo + 133Ros = Eno | (1.47) 
LuRa + looRao + l33Res = Es 


Il est recommandé pour que les signes des résistances à indices dif- 
férents soient uniformes d'orienter tous les courants fictifs maillés dans 
le même sens, dans celui des aiguilles d’une montre, par exemple. 

S’il résulte de la solution de ce système d'équations que le courant 
fictif maillé quelconque s'avère être négatif, cela veut dire qu’en réalité 
le sens de ce courant est inverse à celui qu’on a considéré comme positif. 

Dans les branches qui ne sont pas communes à deux mailles voisines 
(comme, par exemple, dans les branches à résistances R;,, R2 du schéma 
de la fig. 12}, le courant fictif maillé calculé est le courant réel qui y cir- 
cule. Pour les branches communes il faut trouver les courants réels 
à partir des courants fictifs maïllés. Ainsi, par exemple, dans la branche 
à résistance R, le courant circulant du haut en bas est égal à la diffé- 
rence des courants /31 — 99. 

Si un circuit électrique comprend n mailles indépendantes, le nombre 
d'équations sera égal à n. | 

La solution générale du système à n équations par rapport au courant 


ET est 
1 A AR3 AR 
Jai En + En SE Eng LE + à à à ++ Enn — : (1.5) 


Où A— déterminant du système 


RukRizkRis +. Rin 
RoaR22Res ++. Ron 
RakRs32Rss +. Ran (1.6) 


#5 4 9 ee + 0e + « ne 


RniRn2kRns Fee Rnn 


* On peut dire en général que la résistance de la branche commune (R:4) des 
mailles 4 et m figure dans l'équation avec le signe —, si les sens des courants 
fictifs maïllés /:r1 et 1m te long de cette branche sont opposés, et avec le signe + 
si les sens de ces courants concordent,. | 
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Am eSt le complément algébrique (ou mineur) obtenu à partir du 
déterminant À, en rayant la colonne k et la ligne m, et en multipliant 
le déterminant ainsi obtenu par (—1)#t#, 

Si on trace en partant du coin gauche supérieur du déterminant une. 
diagonale vers son coin droit inférieur (cette diagonale est appelée diago- 
nale principale) et si on tient compte que Ris = Ra et, qu'en général, 
Rim — Rmr On Voit ce que le déterminant 
est divisé en deux moitiés symétriques par © 
rapport à cette diagonale. Cette propriété du 
déterminant est appélée symétrie par rapport 
à la diagonale principale. En vertu de cette 
symétrie, on peut écrire 5 

Am = Arme 

Exemple 5. Calculer les courants , 
circulant dans le circuit de la fig. 13 en 
utilisant la méthode des courants fictifs — 
maillés. Les valeurs numériques des résistan- Fig. 13 
ces et des F.E.M. sont indiquées sur le schéma. 

Solution. Choisissons comme sens positif pour tous les courants 
fictifs maillés /41, 72 et 723 celui des aiguilles d’une montre. 

Calculons : 


Ru=5+5+4=140; Res = Rao — — 29; 
Roo=5+I0L2—17Q; Eu —10V: 


70 70 


R33=2+2+1—50; Ex =10V; 
Riu = Ru — 90; Esa—= —-8V. 
Ri3= Ra = 0; 


Écrivons le système d'équations suivant : 
14 Sl— — 10; —51;+ 17125 — 213810; —21;2+ 5133 = —8. 


14 —5 0 
Le déterminant du système A=| —5 17 —2|— 1009. 
0 —2 D 
—10 —5 0 | 
10 17 —2 
—8 —)9 5 — 640 
= = — = = —0,6354 
14 —10 0 
— 5 10 —2 
0 —8 5 226 
L22 = A 005 — 02254 
14 —5 —10 on 
—5 17 10 . 
__ [0 —2 —8| ..—154 | 
l3= A 7 1009 on 


_ Courant dans la branche cm lom — Las — Too = — 0,635 -— 0,295 — 
— — 0,86 À. 

dans Ja branche am 1,» — 29 — T33 — 0,225 + 1,52 - 
— 1,745 À. 

L'expression (1.5) de la méthode des courants fictifs maillés est utili- 
sée dans un certain nombre de paragraphes suivants comme expression 
de départ dans l'étude de certains problèmes importants de la théorie 
des circuits électriques linéaires, comme par exemple: calcul des con- 
ductances d'entrée et mutuelles de diverses branches, principe de récipro- 
cité, méthode de superposition et relations linéairés dans les circuits 
électriques. 

$ 13. Principe de superposition et méthode de superposition. Exami- 
nons le courant circulant dans la branche À d’un circuit compliqué. 
En écrivant les équations suivant la méthode des courants fictifs maillés 
fixons le choix des maïlles de manière que la branche k ne fasse partie 
que de la maille k seulement. Il est toujours possible de le faire. 

Alors le courant circulant dans la branche k sera égal au courant 
fictif maïllé 74 calculé à l’aide de l’équation (1.5). Chaque terme du 
second membre de (1.5) représente le courant engendré dans la branche k 


par la F.E.M. de la maille correspondante. Aïnsi, par exemple, Es SH 


est la composante du courant de la branche k, due à la F.E.M. E:4. Cha- 
cune des F.E.M. des mailles peut être exprimée par les F.E.M. des bran- 
ches Ei, Eo, Es, . . ., Ex, . . ., En; on peut ensuite grouper tous les 
facteurs de ces F.E.M. et obtenir ainsi l’équation de la forme suivante : 


1= Esgus + Eaghe-t Esgns + «+. + Enghn+ «+ Engin (LT) 


Si les mailles ont été choisies de manière qu’une F.E.M. quelconque, 
E,, par exemple, ne figure que dans la maille m et ne fasse partie d'aucune 


L’ A (1.7) exprime le principe de superposition. Le principe de 
superposition est énoncé de la manière suivante: le courant circulant 
dans la branche k est égal à la somme algébrique des courants engendrés 
séparément par chacune des F.E.M. du circuit. Ce principe est vrai 
pour tous les circuits linéaires, c'est-à-dire pour les circuits dont les 
résistances ont les caractéristiques courant-tension sous forme de lignes 
droites. 

Le principe de superposition est utilisé dans la méthode de calcul 
appelée méthode de superposition. 

Pour calculer les circuits par la méthode de superposition, on procède 
de la manière suivante: on commence par calculer successivement les 
courants engendrés par chacune des F.E.M. en éliminant mentalement 
du circuit toutes les autres F.E.M., maïs en y laissant les résistances 
internes des sources ; ensuite’ on trouve les courants circulant dans les 
branches en faisant la somme algébrique des courants partiels précé- 
demment calculés. Notons cependant que la méthode de superposition 
n’est pas applicable au calcul des puissances dégagées dans les résistan- 
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ces, par addition des puissances dues aux courants partiels ; en effet la 
puissance est une fonction quadratique du courant (P — RI?). 

Ainsi, si les courants partiels 7, et 7,, dirigés dans le même sens, 
circulent dans une certaine résistance R, la puissance dégagée dans cette 
résistance est égale à P — R (11+ 172)? et, par conséquent, elle n'est 
pas égale à la somme des puissances dues aux courants partiels : 


PÆRE+RE. 


Exemple 6. Trouver par la méthode de superposition les cou- 
rants dans le circuit de la fig. 9. 

Solution. Représentons le circuit de la fig. 9 sous forme de deux 
circuits: circuit de la fig. 14, a et celui de la fig. 14, b. Les valeurs 
numériques des résistances et des F.E.M. sont indiquées sur les schémas. 


1} 3 3 


Es) 
Lo Oée [W 


ke le 


L) 


Fig. 14 


La F.E.M. E, — 80 V figure sur le schéma de Ia fig. 14, a, tandis que 
la F.E:M. E; en est éliminée; par contre, la F.E.M. E; est laissée dans 
le schéma de la fig. 14, b et la F.E.M. E;, n'y figure pas. 

Calculons les courants pour le schéma de la fig. 14, a 


D - Den x 


4.4 
4+4 
Dans le schéma de la Le 14, . 
' 64 . mr: D 


Tsré 
Pour trouver les courants résultants, faisons la somme algébrique des. 


courants partiels, ainsi calculés, en prenant comme sens positifs pour 
les courants circulant dans les branches les sens indiqués sur la fig. 9: 


Hh=l+lM=10+4=144; —1,=1+8=10+5%154; 
— [3=1,—-1,=6—-5—- 14, 
$ 14. Conductances d'entrée et conductances mutuelles des branches. 
Résistance d’entrée. Le schéma dit « fonctionnel » d’un circuit passif 
est représenté sur la fig. 15, a. Seuls les branches et les nœuds sont 


représentés sur ce schéma. Chaque branche comporte une résistance. 
Isolons deux branches dans ce schéma. Appelons l’une d'elles branche 
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m et l’autre branche 4. Plaçons la F.E.M. E,, dans la branche " (il 
n'existe d’autre F.E.M. dans le circuit}. Choisissons les mailles dans 
ce schéma de manière que la branche k fasse partie de Ja maille ? seule- 
ment et que la branche m n’appartienne qu°à la maille m. Alors la F.E.M. 
Em engendre dans la branche À le courant 


LR = Em£rm 
et dans [a branche m le courant à (1.8) 
In Erin 


Les facteurs g ont les dimensions des conductances. Ce facteur à deux 
indices identiques (gmm) est appelé conductance d’entrée de la branche 
(de la branche m). Il est numériquement égal au courant engendré dans 
: M m, par une F.E.M. E,,, égale à 1 V (à une F.E.M. unitaire): 
m = l'£mm: 
Les facteurs g à indices différents sont appelés conductances mutuelles. 
AINSI £ym est la conductance mutuglle des branches k et m. La valeur 


ÉNENEN 


Fig. 15 


numérique de gam est égale au courant engendré dans la branche & par 
une F.E.M. unitaire intercalée dans la branche m *. 

Les conductances d’entrée et mutuelles des branches sont utilisées 
pour établir les propriétés générales des circuits électriques linéaires 
($ 15 et 17) et pour calculer ces circuits par la méthode de superposition 
à l’aide de l'expression (1.7). 

Les conductances propres et mutuelles peuvent être déterminées par 
voie de calcul et par voie expérimentale. 

Examinons comment on peut les trouver par des calculs. Pour cela, 
il faut établir pour le circuit considéré des équations appropriées par 
la méthode des courants fictifs maillés, en veillant à ce que les bran- 
ches, dont les conductances mutuelles et d'entrée présentent un intérêt, 
ne fassent partie chacune que de la maille qui lui est propre et ne figurent 
pas dans d’autres mailles. Trouvons ensuite le déterminant À du système 


Les conductances d’entrée et mutuelles des branches peuvent être définies 

d'une manière quelque peu différente. 
"La conductance d’entrée d’une certaine branche m est le coefficient de propor- 
tionnalité entre le courant circulant dans cette branche et la F.E.M. de la même 
branche (en l’absence de F.E.M. dans les autres branches du circuit). | 

La conductance mutuelle des branches k et m est le coefficient de proportion- 
nalité entre le courant de la branche k et la F.E.M. de la branche m, en l'absence 
de F.E.M. dans les autres branches du circuit. 
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et calculons à l’aide de ce déterminant les compléments algébriques 
nécessaires 


Amm 


Enm— 7x  : (1.9) 
À 
Lam =" (1.10) 


Pour déterminer les valeurs de £gmm et £ixm par Voie expérimentale, 
il faut procéder comme suit : brancher la F.E.M. Æ,, dans la branche m 
du circuit et intercaler un ampéremêtre (ou un milliampéremètre) dans 
la branche &. On obtient g:, en divisant le courant circulant dans la 
branche k par la F.E.M. E,. Pour trouver la conductance d’entrée gmm 
de la branche m, il faut mesurer le courant circulant | 
dans la branche m# et dû à la F.E.M., intercalée 
dans cette branche. Le quotient du courant de la 
branche m par la F.E.M. de cette branche est égal 
à nm: 
Isolons la branche m ne représentant la partie 
restante du circuit (ne comprenant pas de F.E.M.) i 
par un certain rectangle (fig. 16). L’ensemble du Fig. 16 
circuit, représenté par ce rectangle, comporte une 
certaine résistance par rapport aux bornes ab. Appelons- la résistance 
d'entrée. Puisque dans l’exemple examiné il s’agit de la résistance 
d'entrée pour la branche m, désignons cette résistance par Rent m 
Em Ï 
Rent m = La … FREE : (1.11) 
Ainsi, la résistance d’entrée de la branche m est l’inverse de la con- 
ductance de la même branche #. Il ne faut pas la confondre avec la 
résistance totale de la maïlle m, utilisée dans la méthode des courants 
fictifs maillés, elle n’a rien de commun avec cette dernière. 
Exemple 7. Calculons la conductance d’eritrée g4, et la conduc- 
tance mutuelle g1° pour le schéma représenté sur la fig. 13. 
Solution. Les mailles sont choisies sur le schéma de la fig. 13 
de manière que la branche 7 (branche cbm) comprenant la F.E.M. F, 
ne figure que dans la première maille, tandis que la branche 2 (branche ca) 
avec la F.E.M. E: fasse partie de la seconde maille; par conséquent, 
nous pouvons utiliser le déterminant À du système et les compléments 
algébriques Au: et Au, établis d’après les données de l’exemple 5 pour 
le schéma de la fig. 13: 


RÉ: a (—1)1+2 - 
2 

ge = 1009 = 1005 — 0,025 8 *; 
ml 2e 


* L'unité de conductance {71 est appelée siemens (S) dans le Système Interna- 
tional (S.I.). Elle est: désignée par S 
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-$°15. Théorème de réciprocité. Ce théorème s’énonce comme suit : 

Dans un système linéaire quelconque aussi compliqué soit-il, le 
courant /, circulant dans Îa branche k et engendré par la F.E.M. E,., 
faisant partie du circuit ", 


Ln = Em£grms 
est égal au courant 7,, circulant dans la branche m et engendré par la 


F.E.M. £E, (numériquement égale à la F.E.M. E,,), faisant partie de la 
branche k 


In = Ergmk. 


Pour démontrer le théorème de réciprocité rapportons-nous à la 
fig. 15, a. De même que pour le raisonnement du paragraphe précédent, 


isolons deux branches du reste du circuit : la branche À et la branche m. 
Intercalons la F.E.M. E,, dans la branche m et un ampèremètre * pour 
mesurer le courant 7, dans la branche k. Supposons que les branches À 
et m ne font partie chacune que des mailles k et »# respectivement. Alors, 
conformément à la méthode des courants fictifs maillés 7; — En 22, 
Permutons ensuite la F.E.M. et l’ampèremètre, c’est-à-dire transportons 
la F.E.M. de la branche m dans la branche k et appelons-la maintenant 
E, et déplaçons l’ampèremètre de la branche k dans la branche "m. Dans 


ce cas, le courant /,, = Ex “x : 


Du fait que Ex — Em et Amx — Am, par suite de la symétrie du 
déterminant À du système par rapport à sa diagonale principale (voir 
$ 12}, le courant 7, dans le schéma de la fig. 15, b est égal au courant 
Îm du schéma de la fig. 15, c. 

Lorsqu'on utilise dans la pratique le théorème de réciprocité, il ne 
faut pas oublier de veiller à la correspondance correcte entre les sens 
des courants et des F.E.M. dans les schémas des fig. 15, b et c. 


* L ampèrernètre est intercalé pour rendre la démonstration mieux compré- 
hensible. La résistance de l’ampèremètre est considérée comme nulle, 
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Ainsi, lorsque la F.E.M. E;, faisant partie de la branche k du schéma 
de la fig. 15, c est dirigée dans le même sens que le courant fictif maillé: 
1: du schéma de la fig. 15, b, le sens positif du courant /,, dans le schéma: 
de la fig. 15, c coïncide avec le sens de la F.E.M. E,, du schéma de la: 
fig. 15, b. | 

Exemple 8. Dans le schéma de la fig. 17, les commutateurs P;, 
Ps, P3 et P; peuvent être placés en première ou deuxième positions. 
S’ils se trouvent en: première position (1), seule la F.E.M. Æ, existe dans. 
le circuit. Les courants dus à Æ;, circulant dans le circuit, auront les. 
Valeurs suivantes: 74 = 1,5 À, Jo — 8 À, T3 = I 

Trouver le courant Z,, lorsque tous les commutateurs se trouvent en: 
position 4 en supposant que E1 — 20 V, E2 = 40 V, E3 = 50 V et 
E, = 10 V. | 

Solution. Pour calculer le courant 7;, utilisons le principe de- 
superposition et le principe de réciprocité. Si le circuit ne comprenait 
que la F.E.M. Æ, seule et si elle était égale à 10 V, tandis que les autres 
F.E.M. (E, et Es) n’existaient pas, le courant dans la branche 4 * serait 
égal à 1,5 À et serait dirigé de bas en haut, conformément au principe 
de réciprocité. Du fait que la F.E.M. F1 est égale en réalité à 20 V, au 
lieu de 10 V, le courant dans là branche 4, dû à cette F.E.M. sera 


1,5: _ — 3 A. Calculons d'une manière analogue les courants dans la 


branche 4 dus à l’action la F.E.M. E: et, ensuite à celle de la F.E.M. 
E; et effectuons l’addition algébrique des courants partiels ainsi obtenus. 
(en tenant compte de leur sens) 


L=1,5%+38%— 15104. 


$ 16. Théorème de compensation. Dans n'importe quel circuit élec- 
trique et sans que la répartition des courants dans ce circuit se trouve 


& 


b) c) 


modifiée, on peut remplacer une résistance par une F.E.M., numérique- 
ment égale à la chute de tension dans la résistance remplacée et dirigée 
à l'encontre du courant dans cette résistance. 

Pour démontrer le théorème de compensation isolons du circuit une 
branche à résistance R, parcourue par le courant 7 et remplaçons le’‘reste 
du circuit par un rectangle (fig. 18, a). 


#* Le numéro des branches correspond à l'indice des F.E.M. 
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Si on intercale dans la branche ainsi isolée deux F.E.M. E de valeur 
égale et de sens contraire, numériquement égales à la chute de tension 
dans la résistance À, due au courant 7 (E — IR; voir fig. 18, b), le 
courant / dans ce circuit ne sera pas modifié de ce fait. Assurons-nous que 
la différence de potentiel entre les points a et c dans le schéma de la. 
fig. 18, b sera nulle dans ces conditions. 

En effet, 


Pe=Pa—ÎR+E = —IR+IR= Pa. 


Mais si ® = &,, les points a et c peuvent être confondus en un seul ou. 
en d’autres termes, on peut court-circuiter le tronçon ac et obtenir ainsi 
le schéma de la fig. 18, c. Dans ce schéma la résistance À est remplacée 
par la F.E.M. E. 

Exemple 9. S'assurer de l° identité des schémas des fig. 19, a et b. 


Solution. Dans le schéma de la fig. 19, a le courant 7 — *. 
| 2 
Pour le schéma de Ia fig. 19, b nous avons: | 
É pe 
gp Eine 2 7 ‘ RitRr _ _E 
R{ K4 Ri+R: 


Ainsi le remplacement de [a résistance R: par la F.E.M. E: dans 
le schéma de la fig. 19 n’entraîne pas de modification du courant dans 
le circuit, ce qui est conforme au théorème de compensation. 

$ 17. Relations linéaires dans les circuits électriques. Si dans un 
circuit électrique linéaire la F.E.M. ou la résistance varie dans une 
branche quelconque, deux autres grandeurs quelconques (courant et 


EE 2 
Ë, fe 10 Où! 7RFR, 


a) b) 
Fig. 19 


tension) dans deux autres branches quelconques sont liées entre elles par 
des équations linéaires de la forme y — a+ bx. 

Le rôle de x est joue par le courant ou la tension de l’une des branches 
et le rôle de y est assumé par le courant ou la tension de l’autre branche. 

Démonstration. Conformément à la méthode des courants 
fictifs maïllés, l'expression générale pour le courant dans la branche & 
peut être écrite sous la forme (1.7). Si dans le circuit considéré une seule 
F.E.M., la F.E.M. E,, par exemple, est variable, tous les termes de (1.7), 
sauf le terme Ehm£gzm, Sont constants et peuvent, pour simplifier l’écri- 
ture, être remplacés par un certain terme A4,. Par conséquent : 
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De même pour une autre branche quelconque p 


1p= An + Eng pm (1.13) 
Caïculons £» à l’aide de (1.13) 
Tp—Ap 
En = £pm 
et en introduisant cette valeur dans (1.12) écrivons: 
la = 0x + bal. (1.14) 


Ici: 


— A, À, Em — Ekm, 
A = Àg À» ER et bz RS 

Il résulte de (1.14) que lorsque la F.E.M. Æ,, varie, les courants 7, 
et 7, sont liés entre eux par une relation linéaire. On sait d'autre part 
de la théorie de compensation qu'on peut remplacer 
une résistance quelconque par une F.E.M. 

Par conséquent, une variation de la résistance 
dans la branche " est équivalente à une variation de 
la F.E.M. E,,. Ainsi une relation linéaire (1.14} entre 
deux courants quelconques existe non seulement en 
cas de variation de la F.E.M. Æ,, mais également 
en cas de variation de la résistance d’une branche 
quelconque "1. | 

En multipliant les deux membres de (1.12) par la 
résistance À; de la branche À et en effectuant des 
opérations. identiques à celles décrites, on peut s'assurer que la tension 
dans la branche À est une fonction linéaire du courant de la branche p. 

Les facteurs a, et b, dans (1.14) et dans d’autres expressions analo- 
gues peuvent être déterminés. par voie de calcul ou par voie éxpérimen- 
tale. | 

Pour déterminer ces facteurs par voie expérimentale, il suffit de 
mesurer deux courants (ou respectivement deux tensions) pour deux 
régimes différents de fonctionnement du circuit et, ensuite résoudre un 
système de deux équations à deux inconnues. Soit, par exemple, au 
cours d’un premier essai /, = 11 et 1, — 1,1 et au cours du deuxième 
essai 13 = 1x2 et 7, = 1,2; on obtient alors 


Lis = + Oxlns 


Fig. 20 


et 
Lao = Op + brlpo. 
D'où 
1 
p2 
Re La 
ne pi 
lp2 


et 
2 Try — 8 
ba = éco 

Si dans un circuit les F.E.M. et les résistances dans deux branches 
quelconques varient en même temnps, les trois valeurs quelconques de ce 
circuit (courant, tension) sont liées entre elles par une relation linéaire 
du type y = a+bx+cz. | 

Cette relation se démontre d’une manière analogue à la précédente. ;, 

Exemple 10. Le schéma de la fig. 20 représente un circuit dont 
on a isolé trois branches. L’ampèremètre À est intercalé dans la branche 7, 
et l’ampèremètre À, dans la branche 2. La troisième branche comprend 
l'interrupteur P et la résistance R3. Si l'interrupteur P est ouvert l'ampè- 
remèêtre À; indique 1 À et l’ampèremètre A, indique 5 A. Lorsqu'on 
ferme l'interrupteur P, À: indique 2 À et A, — 4 À. L'interrupteur P 
étant fermé, on a modifié la résistance R; de manière que l’ampèremètre 
À indique 4,5 À. Quelle est l’intensité du courant lue sur l’ampéremètre 
À, en ce régime? 

Solution. Exprimons /;, en fonction de 7; 


1 —=a+bl. 
Ecrivons deux équations pour calculer a et b: 
1l—a+5; 
2—a+4b; 
il en découle que a—6 et b— — I, 


Pour /,=— 4,54 
Hh=6—4,5.1=1,54, 


$ 18. Remplacement de plusieurs branches couplées en parallèle et 
comprenant des sources de F.E.M. par une seule branche équivalente. 
Le calcul des circuits compliqués est nettement facilité si on remplace 
plusieurs branches, couplées en parallèle et comprenant des sources de 
F.E.M. et des résistances, par une seule branche équivalente. 

Le tronçon du schéma de la fig. 21, b est équivalent au tronçon du 
schéma de la fig. 21, a si pour les valeurs quelconques du courant /, 
fourni par la partie du circuit, non représentée sur le schéma, la tension 
U;r aux bornes a et b est la même pour les deux circuits (21a et b). 
Pour connaître les valeurs de R. et E, (l'indice e symbolisant équivalent), 
écrivons les équations pour ces deux circuits. 

Pour le schéma de la fig. 21, a nous avons 


h+l+ls=Tt, 
mais 
E —Ug x 
h= LE; — Ur) gi; 


12 = (E2 — Ua) L2 : 


la = (En — Ub) £n- (1.15) 


Par conséquent, 
LL) LA nt 
I= Di Y Exgh— Us D &- (1.16) 
k=t ki k=1 | 


Ici n désigne le nombre des branches en parallèle. L’identité suivante 
est vraie pour le circuit de la fig. 21, b 


[= E fe — Uob£e, (1.17) 


ETF, : 


L'égalité des courants 7 dans les circuits des fig. 21, a et b doit avoir 
lieu pour des valeurs quelconques de U,2, et. ceci n'est possible que 
lorsque le facteur de U,, dans (1.16) est égal au facteur de U,, dans 
(1.17). Par conséquent, 


Le= À gr. (1.18) 
kR=i 


Mais si les termes comprenant U,, dans (1.16) et (1.17) sont égaux 
et si les courants 7 sont également égaux du fait de l’équivalence des 
deux circuits, nous avons 


> Ex£r = Eee ; 
k=t 


En =, (1.19) 


L'équation (1.18) permet de calculer la conductance g, et, en partant 
de cette dernière, À, dans le schéma de la fig. 21, b. Il découle de (1.18) 
que la conductance g, ne dépend pas de la présence ou de l’absence 
d’une F.E.M. dans les branches du circuit de la fig. 21; a. 

Lorsqu'on effectue des calculs à l’aide de (1.19), il ne faut pas perdre 
de vue les considérations suivantes: s’il n'existe pas de F.E.M. dans 
une branche quelconque du circuit, le terme correspondant du nfmirra- 
teur de (1.19) disparaît, mais la conductance de cette branche, figurant 
au dénominateur de (1.19), demeure ; si une F.E.M. dans le circuit initial 
a un sens contraire à celui représenté sur la fig. 21, a, le terme correspon- 
dant doit figurer au numérateur de l'expression (1.19) avec le signe —. 

Les branches du schéma de la fig. 21, a et la branche du schéma 21, b 
ne sont équivalentes que par leur comportement par rapport au tronçon 
du circuit non représenté sur la fig. 21, mais ne sont pas équivalentes 
pour ce qui est de la puissance dégagée dans chacune d’eilles. Ceci peut 
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être expliqué qualitativement comme suit. Dans les branches du schéma 
de la fig. 21, a des courants peuvent circuler même lorsque [ — 0, tandis 
que dans la branche ab de la fig. 21, b pour ne — 0'il n’y a pas de courant, 

ni de consommation d'énergie. 


) 


Fig. 21 Fig. 22 


Exemple 11. Remplacer les branches, couplées en paralléle, 
de la fig. 22 par une seule branche équivalente. Soit : 
E;=10V, E=30V, E,—A40V, E:—60V et R,—29, 
R:=4Q, Ra=1Q et R,— 50. 


Solution. Trouvons 


gi = 0,58 ; La = 0,25S ; hd gi 0,28. 


1 
Re=— TÔ TT 5 — 0,515, 


D ex 
= 
A 
2, Een 10—30)-0,5—40.0,25+60.1 
Ee= ie = OS 20, BV. 
DEL " 


Aïnsi la branche équivalente de la fig. 21, b a les paramètres suivants: 
R,=—0,513Q et Æe—20,5V. 


$ 19. Méthode de deux nœuds. On rencontre souvent des circuits ne 
comprenant que deux nœuds. L’un de ces circuits est représenté à titre 
d'exemple sur la fig. 28. La méthode la plus rationnelle de calcul des 
courants dans de tels circuits est la méthode dite de deux nœuds. 

On comprend sous la méthode de deux nœuds une méthode de calcul 
des circuits électriques dans laquelle on prend comme inconnue la ter- 
sion entre deux nœuds du circuit. 

Les équations utilisées pour les calculs dans cette méthode découlent 
directement des expressions (1.15) et (1.16) ; elles peuvent être également 
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obtenues très simplement en partant de la méthode plus générale — 
méthode des potentiels des nœuds, exposée au paragraphe suivant. 

Contrairement à ce qui se passe dans 
le circuit de la fig. 21, a, le courant 7 
n’arrivelpas aux nœuds a et b du circuit 
de la fig. 23. Par conséquent, en prenant 
Î — 0 dans (1.16) on peut utiliser cette 
dernière pour trouver la tension U,, entre 
les deux nœuds 


VE 
Uno = ZE | (1.20) 
Dr 


Après avoir trouvé la tension U,, on cal- 
cule le courant dans une branche quel- 
conque (nr) à l’aide de (1.15). 
Éxemple 12. Trouver les courants dans le schéma de la fig. 23 
et vérifier le bilan des dar si Fi — 120 V, Es = 50 V; Ri — 20, 
R: = 4Q, Ra — 1Q et R; — 1] 
Solution. 


PES = ras 64: 
LÉ ES L 57,34; 
= Le ÈS — 1,354 ; 
Le St = RÉ = 55,44; 
= Es Ues =: ja 


La puissance consommée dans ce circuit est: 


PRi+ ER2+ Ras +UR,:= 57,8: 2+1, 346? -4 + 
+5, 42.1+0,542.10 —9647W. 


Les sources de F.E.M. fournissent la puissance E:/1+E3l3 — 120: 
57,8 + 50:55,4 — 9 647 W. 

$S 20. Méthode des potentiels des nœuds. Le courant dans une branche 
quelconque d’un circuit peut être calculé d’après la loi d'Ohm pour un 
tronçon de circuit comprenant une F.E.M. Par conséquent, pour appli- 
quet la loi d’Ohm il faut connaître les potentiels des nœuds du circuit. 
La méthode de calcul des circuits électriques dans laquelle les incon- 
nues sont justement les potentiels des nœuds du circuit est appelée 
méthode des potentiels des nœuds (nodaux). 

Supposons qu’il existe n7 nœuds dans un circuit. Etant donné qu'un 
seul point quelconque du circuit peut être mis à la terre sans que la 
répartition des courants dans le circuit s’en trouve modifiée, nous avons 
droit de. mettre mentalement à la terre l’un des nœuds du circuit, autre- 


s) 


ment dit de considérer son potentiel comme nul. De ce fait le nombre 
d’inconnues passe de n à (1 — I). 

Le nombre d’inconnues dans la méthode des potentiels des nœuds 
est égal au nombre d'équations qu’il faut établir pour le circuit, con- 
formément à la première loi de Kirchhoff. La méthode des potentiels 
des nœuds, de même que celle des courants fictifs maillés, est l’un des 
modes de calcul les plus usités. Lorsque le nombre de nœuds, moins un, 
est inférieur au nombre des mailles indépendantes du circuit, cette 
méthode est plus avantageuse 
que la méthode des courants 
fictifs maïillés. 

Examinons le schéma de 
la fig. 24. Ce schéma comporte 
un assez grand nombre de 
branches (11 branches) et un 
nombre relativement réduit de 
nœuds (4 nœuds). Si nous 
mettons à la terre mentalement 
l’un des nœuds du schéma, le 
nœud 4 par exemple, autre- 
ment dit, si nous posons 4 — 0, 
il nous reste à calculer les 
potentiels des trois nœuds 
seulement, à savoir de mi, P: 
et 3. Pour utiliser toujours les mêmes désignations, attribuons deux 
indices aux courants. Le premier indice de courant correspond au 
numéro du nœud d’où ce courant part et le second indice à celui du 
nœud, auquel le courant arrive. Les conductances des branches seront 
également pourvues de deux indices. | | 

En partant des désignations des courants sur la fig. 24 écrivons 
l'équation conformément à la première loi de Kirchhoff pour le pre- 


mier nœud 
lili: = 0, 


ou 
LE — (pa — Pa)] Lea — LEia — (Pi — P)] La +: 
+10 — (pi — pa)] gs — Es — (Pa — pi)] ge + 
+ LE — (Di — P2)] Li + LEsi — (Pi — Pa)] Si3 = 0. 
Récrivons la dernière équation sous la forme suivante : 


PaGit + PoGuo + PaGis = li. (1.21) 
Où 


Gui = La + Lis + Lio + Lai + Lio + Ga ? 
Go — (gi + gi Hi) Gis— — Lis; 
lis = E,, gi, + Engai + EnrLor — EtaQar — EinSore 


Examinons la structure de l'équation (1.21). Le facteur de , dans 
cette équation est le facteur gi, égal à la somme des conductances de 
toutes les branches aboutissant au premier nœud. G:2 est égal à la somme 
des conductances de toutes les branches réunissant le nœud / au nœud 2, 
prise avec le signe —, 

De même G:3 est la somme des conductances de toutes les branches 
réunissant le nœud / au nœud $#, prise avec le signe —. Le courant Ju 
est appelé courant de nœud ou nodal — du premier nœud, C’est une 
valeur théorique égale à la somme algébrique des courants, obtenus par 
division de la F.E.M. des branches aboutissant au nœud Z par la résistan- 
ce de ces branches. Les courants des branches, dont les F.E.M. sont 
dirigées vers le nœud 7 figurent dans cette somme avec le signe +. 
Il y a lieu de remarquer que les conductances écrites ci-dessus avec 
deux. indices n'ont rien de commun avec les conductances d’entrée et 
mutuelles examinées au $ 14. 

Des équations identiques peuvent être écrites pour tous les autres 
nœuds du circuit. Si le circuit comporte n nœuds, il lui correspond un 
système de (7 — 1) équations 


PaGaa + PaGo + ++ + Pn-1G4, n-1 = lu; À 
PaGo1 + PU 20 + «+ + Pn-1G2, n-1 = Lo ; | 


5 8 ee 2 8% + 9% 2 0% = 2. + » + « + ee 


(1.22) 


0 à € 


Pan, à + PoGn-a,2 + ee Prin, n-1 = În-1,n-1 


Ici G;:2 est la somme des conductances des branches aboutissant au 
nœud À; Gzm, la Somme des conductances des branches réunissant les 
nœuds k et m, prise avec le signe —. 7,4 est le courant fictif maillé du 
nœud k. Si un courant, provenant d'une source, arrive au nœud k, 
ce courant doit faire partie du courant /,,.avec le signe + et si ce courant 
part du nœud k, on doit l’introduire avec le signe — 

Si deux nœuds quelconques du circuit ne sont pas réunis directe- 
ment par une branche, la conductance correspondante doit être con- 
sidérée comme nulle. Après avoir résolu le système (1.22) par rapport 
aux potentiels, on calcule les courants dans les branches à l’aïde de la 
loi d'Ohm pour le tronçon du circuit comprenant une F.E.M. 

Exemple 13. Calculer les courants dans les branches du schéma 
de la fig. 24 et vérifier les résultats obtenus à l’aide de la deuxième loi 
de Kirchhofîf. 

Soit : 

En =10V, Eh=6V, E,—20, Es =30V, Eu—=14V, Ex=10V, 
Es—=8V, Es=12V, E,=17V; Ri=1Q, Ri,=29, R,.—=100, 
Ris = 100, Re — 0(, Ka — 292, Ron — 4Q, Rai — 2€, Ri5 = 46, 

R,, = 2, 


La source du courant, intercalée entre les nœuds 84 et 2 produit un 
courant J{p32 = 1,5 À 


3 Ji. A. Becconos 39 : 


Solution: Ecrivons le système d'équations suivant : 
PaGrr + PoG yo + Pois = Lis ; 
PaGo1 + PaG 22 + PaGos = Î29; 
PiGa + PaG32 + PaGss = ls. 
ra les dora 
Gu=-- F Ni Mr-T-H RE + — F= + 77 FR + == 
e 1 : 
1 l 1 : 
Gore rat RE Ru Ris Le 
= 0,24 0,1 +0,1 +0,25 +0,25 + 0,5— 1,48; 
1 . = e. 
Gui _n +R rs +R 0:54 0,5 40,25 + 0,5 — 1,75S ; 
Gy2 = G1 ei — (0,2 +0, 1 + 0, 1) DE — 0,48 ; 
Ga — Giz= — 0,5S ;: 
Ga3— G3o — — (0,25 + 0,5) — — 0,758, 


Lors du calcul de G»2, Gaz et G»3 nous avons considéré que les con- 
ductances des branches, comportant une source de courant, sont nulles 
(la résistance de la source de courant étant égale à l’infini). 

‘Courants fictifs des nœuds 


É; E" E E: ES: 10 6 14 
RE EE RE 
ne pe te Re teen te 00184: 


En. Es Es, E.. Æ 
[= Es 28 Re Ln3 = — 1,54: 
2 Rae Ras Riz Rr de 


ss 5A. 
Nous avons ainsi un système d’équations : 
2,4p; — 0,4pe — 0,5ps = 15; 
— 0,4p1 + 1,4p2 —0,75p3— — 1,5; 
— 0,5p; — 0,75 + 1,753 — — 5, 
Le déterminant de ce système : 
2,4 —0,4  —0,5 
A— | —0,4 1,4  —0,75 


— 3,62. 
|—0,5 —0,75 1,75 
15 —0,4 —0,5 
— 1,5 1,4 — 0,75 
—5 ‘—0,75 1,75| _ 21,69 
ES NE) = 3.62 — OV. 
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. 2,4 15 —0,5 
—0,4 —1,5 —0,75 
—0,5 —5 1,75 
Po — 


0,217 | 
— À = 6 — 0,06. 
4 
Pa — 3,62 cas 1,107V. 


L'étape finale de l’opération est le calcul du courant conformément 
à la loi d'Ohm. Avant de calculer les courants dans les branches du 
circuit, il faut évidemment attribuer des désignations à ces courants 
et choisir pour eux les sens positifs. 

Rappelons que conformément aux désignations adoptées dans ce pa- 
ragraphe, le premier indice attribué au courant correspond au numéro 
du nœud à partir duquel s’écoule ce courant, et le deuxième indice au 
numéro du nœud vers lequel ce courant est dirigé 

» __ Eia= (4 —®) __ 10—(6—0) , 
D SE = 4À; 
LE = D (F1 Pa) nn C9) - — 5 — —1.1854: 


12 


Le Ée  ONREND LR — 2,92 4; 
RE ==, 79 4,55 À, etc. 
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Vérifions le résultat obtenu à l’aide de la deuxième loi de Kirchhoff 
pour la maille périphérique. | 
La somme algébrique des chutes des tensions est. 


4.1—(—1,185)-5— 2,92.2— 4,55.9 &—5 V. 
La somme algébrique des F. E. M. est 
10—7—8=—5Y. 


Démontrons que l’équation (1.20) de la méthode de deux nœuds peut 
être obtenue comme un cas particulier de (1.22). En effet, si l’un des 
nœuds du schéma de la fig. 23, le nœud b par exemple, est mis à la 
terre, il ne reste qu’à trouver un seul potentiel ®, = U,,. Pour obtenir 
l'expression (1.20), il faut poser dans (1.22) 


| Pa Pa = Vo; Pr Ps=P=... 0; 
P2= — lu; Gui = — Gr; Tu=lu=...=0. 


$ 21. Transformation d’une étoile en triangle et d’un triangle en 
étoile. Le couplage de trois résistances, en forme d’une étoile à trois 
rayons (fig. 25), est appelé couplage en « étoile » et le couplage de trois 
résistances, réalisé de manière qu'elles forment les trois côtés d’un 
triangle (fig. 26), est appelé couplage en « triangle ». Le triangle comme 
l’étoile sont raccordés aux points 7, 2, 4 (dont les potentiels sont respec- 
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tivement q1, p> et ps) .à la partie restante du circuit, non représentée 
sur les schémas. | 

Désignons les courants arrivant aux nœuds /, 2, 8 par J4, Lo, 3. 

Il est souvent avantageux lors du calcul des circuits électriques de 
transformer un triangle en étoile ou d'effectuer la transformation d’une 
étoile en triangle. On a affaire plus souvent dans la pratique à la trans- 
formation d’un triangle en étoile, qu’à la transformation inverse. Si on 
transforme de manière, que pour les mêmes valeurs des potentiels des 
points homologues du triangle et de l'étoile, les courants arrivant à ces 


Fig. 25 


points soient égaux, le circuit extérieur ne peut pour ainsi dire « remar- 
quer » la transformation effectuée. Etablissons maintenant les expres- 
sions de transformation. Pour cela exprimons les courants 4, /, et Î3 
pour l'étoile, comme pour le triangle, à l’aide des différences de poten- 
tiel des points, ainsi que des conductances appropriées. 

Nous avons pour l'étoile 


li+l2+13=0, (1.23) 
l1=(qi— Do) 813 T2 (pr — Po) 825 J3—=(ps—Po)gs (1-24) 
Substituons (1.24) dans (1.23) et cherchons 
PiL1 + PaSe + Pass — Po (g1 + La + 3) = 0. 


mais 


D'où 
__ Pigi + Page tags 
Ve gtaete sa 
Ensuite introduisons @, dans l'équation du courant J, 
— [91 (ga g3)— Prga— Pagsl gi 
Li = (1 — Po) 81 de ce (1.26) 


Considérons maintenant le couplage en triangle. Conformément aux 
désignations de la fig. 26 


Li Li Ta = (pi — — P2) 12 — (Ps — pi) L13 = Pi (Sie Venere 
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Du fait que le courant 7; du schéma de la fig. 25 doit être égal au courant 
l,; du schéma de la fig. 26, quelles que soient les valeurs des potentiels 
P1, Pa, Ps, le facteur de : dans le troisième membre de (1.27) doit être 
égal au facteur de >: dans le troisième membre de (1.26), tandis que 
le facteur de w: dans le troisième membre de (1.27) doit être égal au 
facteur de 3 dans le troisième membre (1.26). 

Par conséquent, 


". __  ‘&ige . 
&12 — n+ete ; (1.28) 
8183 _.:. . 
8 gites ‘ re) 
De même 
_ 283 
ER + ges ‘ 9) 


Les équations de (1.28) à (1.30) permettent de calculer les conductances 
des côtés du triangle en partant des conductances des rayons de l'étoile. 
Ces équations ont une structure facile à retenir : les indices des conduc- 
tances figurant dans le nominateur du second membre sont les mêmes 
que les indices de la conductance dans le premier membre, tandis que la 
somme des conductances des rayons de l'étoile figure au dénominateur. 

En partant des équations (1.28) à (1.30) exprimons les résistances 
des rayons de l'étoile 

1 


] l 
. &1 : . £2 Rs 83 


en fonction des résistances des côtés du triangle 
LR ls 1 
Ri2 = — Lao ; Ras = Los ’ Ris = Dia 
Pour cela écrivons les fractions inverses à (1.28)—(1.30) 


1, 1, 1 RiRet RoRst RsRi 


pi = 8e À me — RE (1.31) 

R R RiR2 

Où 
m = RiRo + RoRa + R3Ri; (1.32) 
m 
ML 1.33 
Ro R; ( ) 
Ris = (1.34) 
En substituant (1.31), (1.33) et (1.34) dans (1.32) obtenons 
392 (1 ] e Ri2t Ras + Rar 
Load ( Ro3R13 “ Risk Lu Rks ) = di RaRasRa 


Par conséquent, 
Ri2RasRa 


_ RyotRatRa ‘ 
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Substituons m dans (1.33) 
Ri2kRs 


_ 1.35 
| KR R32+ Ras + Ras ) 
De même ne 
 RiRie _. 1.36 
R2 Rio + Ros+ Rai ? À 
R RisRas _. (1.37) 


8 RotRatRys 


La structure des équations de (1.35) à (1.37) est identique à celle 
des. équations de (1.28) à (1.30). L'utilité de la transformation d’un 


Fig. 27 


triangle en étoile peut être illustrée sur l’exemple du schéma de la fig. 27. 
Ce schéma est représenté sur la fig. 27, a avant sa transformation, le 
triangle à transformer y étant entouré de pointillé. Le même schéma 
après sa transformation est représenté sur la fig. 27, 6. Le calcul des 


Fig. 28 


courants est nettement plus simple dans ce circuit (par la méthode des 
deux nœuds par exemple), que le calcul des courants dans le schéma de 
la fig. 27, a. L’utilité de la transformation d’une étoile en triangle peut 
être démontrée sur l’exemple du schéma de Îa fig. 28. Le schéma, avant 
sa transformation, est représenté sur la fig. 28, a. L'étoile à transfor- 
mer en triangle y est entourée de pointillé. La fig. 28, b représente le 
schéma après sa. tränsformation. Le circuit, ainsi transformé, se réduit 
à des résistances couplées en série et en parallèle. 
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Exemple 14. Trouver les valeurs des résistances R;, R2, Rs 
dans le circuit de la fig. 27, b, si les résistances Ri2, R13, Ra du schéma 
de la fig. 27, a sont respectivement égales à 2, 3 et 59, 

Solution. D'après l'équation (1.35) 


2.3 
Ri— 5135 — 0,66 
et conformément à (1.36) 
Re 1Q 
enfin suivant (1.37) 
3-5 
R:= — 1,5Q 


$ 22. Dipôles actif et passif. Présentons maintenant Ja notion de. 
dipôle, largement utilisée dans la théorie dés circuits électriques. 

Dans n’importe quel circuit électrique on peut toujours isoler menta- 
lement une branche quelconque et représenter symboliquement toute la 


r: a a 
D Ÿr IL 
|! © 0! 
8 (+) Vabm b 
b 
o) b) c) 


Fig. 29 


partie restante du circuit, indépendamment de sa structure et de sa 
complexité, par un certain rectangle (fig. 29, a). Nous avons déjà recouru 
aupäravant à cette méthode ($ 16), mais sans en donner des explications 
spéciales. Par rapport à la branche isolée, l’ensemble du circuit repré- 
senté par un rectangle, peut être considéré comme un dipôle. 

Ainsi, un dipôle est la dénomination généralisée d’un circuit raccordé 
par ses deux bornes (pôles) de sortie à la branche isolée. 

Si un dipôle comporte une F.E.M. ou/et une source de courant on 
l'appelle dipôle actif. On fait figurer alors dans le rectangle en question 
la lettre À (première lettre du mot actif, voir fig. 29, a, b et c). 

Si par contre, le dipôle ne comporte pas de F.E.M., ni de source de 
courant on l’appelle passif. Dans ce cas, ou bien on ne marque rien dans 
ce rectangle, ou bien on y fait figurer la lettre P (première lettre du mot 
passif, voir fig. 29, d). 

$ 23. Remplacement d’un dipôle actif par un générateur équivalent. 
Méthode de marche à vide et de court-circuit. Par rapport à la branche 
isolée et pour les besoins du calcul, un dipôle peut être remplacé par 
un générateur équivalent, dont la F.E.M. est égale à la tension à vide 
aux bornes de la branche isolée et dont la résistance interne est égale 
à la résistance d'entrée du dipôle. 
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Cette considération est utilisée dans la méthode de calcul des circuits 
électriques, appelée soït méthode de marche à vide et de court-circuit, 
soit méthode de générateur équivalent, soit. méthode de .dipôle actif. 

Soit un circuit quelconque, si compliqué soit-il, on demande de 
calculer le courant dans l’une de ses branches. Plaçons mentalement la 
totalité du circuit, comprenant des F.E.M. et des résistances, dans un 
rectangle, en laissant dehors uniquement la branche ab, dont on a besoin 
de déterminer le courant 7 (fig. 29, a). La lettre À, figurant dans le 
rectangle, indique que ce dernier comporte une F.E.M. (un dipôle actif). 

Naturellement, le courant 7 reste sans changement, si on intercale 
dans la branche ab deux F.E.M., E; et E: (fig. 29, b), égales et de sens 
opposés. Alors, conformément au principe de superposition, le courant 
peut être représenté sous forme de somme de deux courants 7” et /” 

[= +7. 

Nous désignons par le courant 7” le courant dû à la F.E M. Fi et 
à toutes les F.E.M. du dipôle actif, contenues dans le rectangle, tandis 
que le courant 7” n’est dû uniquement qu’à la F.E.M. E>. Ceci étant, 
pour trouver les courants 7” et /”, utilisons les circuits des fig. 29, c 
et d. La lettre P, figurant dans le rectangle du circuit de la fig. 29, d 
indique que le dipôle correspondant à ce circuit est passif, c’est-à-dire 
qu’il n'y existe pas de F.E.M., mais que les résistances internes des 
sources y ont été laissées. 

La F.E.M. E1 est dirigée en opposition à la tension U,4. Suivant 
la loi d'Ohm pour un tronçon de circuit comprenant une F.E.M. 


r __ Uob—E; 
l'= a. 


Choisissons E; de manière que le courant 7” soit nul. L’absence de courant 
dans Îa branche ab équivaut à l’ouverture de cette dernière (à la marche 
à vide). Désignons la tension aux bornes ab en marche à vide (mv) par 
abm®: 
Par conséquent, si on prend Æ, égal à U,pmo, L° est nul. Du fait 
que { = 7" + ]" et 1° = 0, on a 7 — 7". Mais le courant 7” confor- 
mément au schéma de la fig. 29, d est calcule comme suit : 


n __ Es _Uobmo 
= RFRen R+Rent ° (a) 

Ici Rens — résistance d’entrée du dipôle par rapport aux bornes ab; 
R — résistance de la branche ab. 

L’équation (a) correspond au schéma équvalent de la fig. 30. Dans 
ce schéma on a remplacé le dipôle par la source de F.E.M. Uormv = E2 
et la résistance Rens. 

L'ensemble de la F.E.M. Eo = U,pmro et de la résistance R,.: peut 
être considéré comme un générateur équivalent (dont la résistance interne 
est Rn: et dont Uavmo est la F.E.M.). 

Ainsi par rapport à la branche isolée (la branche aë de la fig. 29, a) 
toute la partie restante du schéma peut être remplacée par un générateur 
équivalent, dont les paramètres ont les valeurs indiquées ci-dessus. 
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La méthode de calcul du courant dans une branche isolée, basée sur 
la substitution au dipôle actif d'un générateur équivalent est appelée 
méthode de générateur équivalent, méthode de dipôle actif ou méthode de 
marche à vide et de court-circuit. 

ae la suite nous utiliserons habituellement cette: dérnière dénomi- 
nation 

Il est recommandé d'effectuer le calcul du courant par cette méthode 
dans l’ordre suivant : 

a) trouver la tension aux bornes de la branche ouverte ab; 

b) calculer la résistance d'entrée Rn: de l’ensemble du circuit par 
rapport aux bornes ab, les sources de F.E.M. étant court-circuitées *; 

c) calculer le courant à l’aide de l'équation 


Üobmo 
Si on suppose que la résistance de la branche ab soit nulle: (R = 0}, 


cette branche se trouve en régime de court-circuit et le courant qui Y cir- 
cule est le courant de court-circuit (7,4). II découle 


de (1.38) pour R = 0 que 
_ Ü'obmo 
Le = Re (1.39) 
ou 
Rens = “4e | (1.40) 
11 découle de l’équation (1.40) une méthode Fig. 30 


simple de détermination. expérimentale de la 

résistance d’entrée: Pour cela il faut mesurer la tension en marche 
à vide aux bornes de la branche ouverte (Um), le courant de court- 
circuit (/..) en court-circuitant cette branche et calculer ensuite Rent 
comme quotient de la division de U,pmo Par Lee. 

L'appellation de cette méthode — méthode de marche à vide et de 
court-circuit — provient de l’utilisation dans cette méthode pour le 
calcul de U,rzmv du courant de marche à vide dans la branche ab et 
pour celui de la résistance d'entrée du dipôle de la mise en court-ciruit 
de la même branche ab. 

Exemple 15. Calculer le courant dans la diagonale ab du pont 
de la fig. 31, a en supposant que À; — R, = 19, Re — 4Q, R3 — 20, 
R; — 20, Es — — 10 V. 

Solution. Ouvrons la branche ab (voir fig. 31, b) et calculons la 
tension de marche à vide 


E E 
Pa = Po + 12Ro — DR: = Po+r ee RÉ = 


= Po + Es RÉ +R; m7 } 


* Si parmi les sources d'alimentation du circuit il existe également des sour- 
ces de courant, il faut en calculant la résistance d'entrée de l’ensemble du circuit 
par rapport aux bornes ab, considérer les branches à sources de courant comme 
ouvertes. Pour Île comprendre, il suffit de se rappeler que la résistance interne des 
sources de courant est égale à l'infini ($ 2). 
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où 
Uobmo = Pa — Pr — E: En 7) = 10-55) = 4,067 V. 


Calculons ensuite la résistance d’entrée de l’ensemble du circuit par 
rapport aux bornes ab, la source deF.E.M. étant court-circuitée (fig. 31, c). 


Fig. 31 


Les points c et d du sthéma étant court-circuités, on a: 


Ro Re 1,470. 


Rtrs  Rtk not 
Calculons le courant dans cette branche à l’aide de l’expression (1.38) 


_ Ü'obmo Lu 4,67 
Le R5tRen 2+147 oo 


$S 24. Transport d’énergie d’un dipôle actif à fa charge. Si la charge 
R est branchée à un dipôle actif (fig. 29, a) elle se trouve parcourue par 
le courant 1 — ES et la puissance suivante y est dégagée : 
| Ubm 
= FA 
RARE GER C5) 


Cherchons quelle doit être la relation entre la résistance de la charge 

R et la résistance d'entrée du dipôle Ras, pour que la puissance dégagée 

dans la charge soit maximale ; calculons la valeur de cette puissance et 

le rendement du transport dans ces conditions. Pour cela trouvons la 

dérivée première F P par rapport à R et écrivons qu’elle est nulle 
__ (R+ Rent)? —2R (RH Rent) — 0 


, = (R +1 Ed Rent) 
d'où 


R = Rent. (1.42) 
If n'est pas difficile non . de trouver la dérivée seconde et de 
s'assurer qu'elle est négative (TS J MS 0), et que par conséquent l'expres- 
sion (1.42) correspond au maximum de la fonction P = f(R). 
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Substituons dans (1.41) à R sa valeur (1.42) et calculons la puissance 
maximale pouvant être dégagée dans la charge R 


P __ Uabmo 1.43 
MIX — ARent . ( . ) 


La puissance utile dissipée dans la charge est calculée à l’aide de 
l'équation (1.41). La puissance totale fournie par un générateur équiva- 
lent est 


U5b 
Pot = Uabmo 1 = 


| Rent+R 
Le rendement > 
P 
1 Pin RFRen 8) 


Si R = Rent: n= 0,5 

Si la puissance P est grande, il est absolument inadmissible de tra- 
vailler avec un rendement aussi médiocre, que 0,5. Mais si la puissance P 
est faible, de l’ordre de quelques milliwatts seulement (c’est une -puis- 
sance de cet ordre qui est fournie par divers capteurs des dispositifs 
automatiques), on peut passer outre un rendement aussi bas, puisque 
c’est en ce régime que le capteur fournit à la charge la puissance maxi- 
male possible. En conférant à la résistance de la charge R, une valeur 
égale à la résistance d’entrée Rens d'un dipôle actif on adapte la charge 
à ce dipôle. | | 

Exemple 16.'Trouver la valeur de résistance R; du schéma de 
la fig. 81, a, pour que la puissance qui y est dégagée ait une valeur maxi- 
male et calculer la valeur de cette puissance. 

Solution. En vertu de la condition (1.42) 


Rs = Rent Fe 1,47Q 
et , 
Uobmo 4,672 
Praz = Re, = 2.1,47 = 9/1 W. 

S 25. Transport de l’énergie par une ligne de transport. Le schéma 
d’une ligne de transport d'énergie électrique est représenté sur la fig. 32. 
Sur ce schéma U, — tension aux bornes du R 
générateur placé au commencement de la 
ligne ; U — tension aux bornes de la charge 
R:; R — résistance des conducteurs de la 
ligne; R:— résistance de la charge se 
trouvant à l'extrémité de la ligne. 

_En cas de transport de grandes puissan- Fig. 32. 
ces (de plusieurs dizaines de mégawatts, 
par exemple) dans les lignes de transport réelles Île rendement est 
pratiquement égal à 0,94—0,97 et U: n'est que de quelques pour-cent 
inférieur à U. 

Si on utilise une ligne de transport à résistance R pour transmettre 
à la charge une puissance P,, le rendement de la ligne de transport est 
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d'autant plus grand, que la tension U, à l'origine de la ligne est élevée. 
On peut s’en assurer en vertu des considérations suivantes: une dimi- 
nution de L/, entraîne celle de U, ; à son tour, une diminution de U», 


Fig. 33 


M ÎmazT F_ | 


P: restant constante, donne lieu à une 
diminution de R2: puisque R: (5) ; la 
diminution de R: pour R = const entraîne 
une baisse de rendement, puisque n = ' 

Le caractère de la variation en fonction 
du courant dans la ligne, de la puissance 
P; au commencement de la ligne, de la 
puissance P, dissipée dans la charge, du 
rendement n et dé [a tension UV, aux bornes 
de la charge pour une tension constante U; 
à l’origine de la ligne et une résistance inva- 
riable À des conducteurs de cette ligne 
est illustré par les courbes de Îa fig. 33. On 


porte en abscisses de cette figure le courant 7 et les valeurs de P4, Po, 
U2, n sont portées en ordonnées. 


; U 
La valeur maximale du courant /,,+ = -+ a lieu pour un court- 
circuit dans la charge. Les courbes sont construites à l’aide des équations 


P,=U.l; 
Pe=Uil— FR ; 
__ Pa ____RIT, 
pt y: 


CHAPITRE Il 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES NON LINÉAIRES 
À COURANT CONTINU 


$ 26. Définitions fondamentales. Comme nous l’avons déjà indiqué 
au $ 1, on entend par circuits électriques non linéaires les circuits élec- 
triques comprenant des éléments non linéaires. Les éléments non linéai- 
res peuvent être constitués par des résistances, inductances et capacités 
non linéaires. 

Les résistances non linéaires (RN) contrairement aux résistances 
linéaires ont des caractéristiques courant-tension non linéaires. Rappe- 
lons que la caractéristique courant-tension est la valeur du courant, 
circulant dans une résistance non linéaire en fonction de la tension aux 
bornes de cette résistance. Les résistances non linéaires peuvent être 
réparties en deux groupes importants: groupe de RN contrôlables et 
groupe de RN non contrôlables. I1 existe en général dans les RN contrô- 
lables, contrairement à ce qui se passe dans Îles résistances non contrôla- 
bles, en plus du circuit principal au moins un circuit auxiliaire ou de 
commande ; en agissant sur le courant ou la tension dans ce dernier on 
peut déformer la caractéristique courant-tension du circuit principal. 
Dans les RN non contrôlables, cette caractéristique est représentée par 
une seule courbe et dans les RN contrôlables par une famille de courbes. 

Le groupe de RN non contrôlables comprend : lampes à incandescence, 
arc électrique, baretter, valves à atmosphère gazeuse (gazotrons), tube 
stabilovolt, résistance à thyrite et à vilite, redresseurs à semi-conducteurs 
(diodes) et certaines autres encore. | 

Font partie du groupe de RN contrôlables les tubes à trois électrodes 
(et plus) et les redresseurs à semi-conducteurs à trois électrodes (et plus) 
(triodes). 

$ 27. Caractéristiques courant-tension des résistances non linéaires. 
Sur la fig. 34 nous avons représenté onze types de caractéristiques courant- 
tension des RN non contrôlables, qu’on rencontre le plus souvent. 

La caractéristique courant-tension type a de la fig. 34 est celle, par 
exemple, des lampes à incandescence à filament métallique. Lorsque le 
courant circulant dans ce filament croît ce dernier chauffe davantage. 
et sa résistance augmente. 

Si on appelle x la valeur portée en abscisses et f (x) celle portée en 
ordonnées, la caractéristique du type «a » satisfait à l’équation: 


FGx)= —f(—2). 


Les résistances non linéaires, pour lesquelles cette condition est 
satisfaite, sont appelées résistances non linéaires à caractéristique cou- 
rant-tension symétrique. 

La caractéristique type b de la fig. 34 est celle des résistances à thyrite 
et à vilite, de certains types de thermistors (thermistances) et des lampes 
à filament de carbone. 
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La thyrite et la vilite sont fabriquées à base de graphite finement 
pulvérisé et de carborundum. Après un traitement approprié, la masse 
obtenue est moulée en forme de galettes et frittée ensuite. Les RN en 
vilite et en thyrite sont utilisées dans les circuits ponts non linéaires 
des dispositifs automatiques, employés par exemple comme indicateurs 
d'écarts de la tension aux bornes des générateurs, par rapport à sa valeur 
nominale. Elles sont largement employées dans les dispositifs de pro- 


Fig. 34 


tection des transports d'énergie à haute tension. Dans les résistances de 
ce groupe la valeur de la résistance diminue lorsque Îe courant qui y cir- 
cule augmente. Leur caractéristique est symétrique. 

La caractéristique courant-tension du type c, de la fig. 34, est celle, 
par exemple, d’un dispositif appelé barretter. Le barretter est exécuté 
habituellement sous forme d’une spirale en fil d'acier, placée dans une 
ampoule en verre remplie d'hydrogène sous une pression de l’ordre 
de 80 mm de Hg. Dans une certaine plage de variations du courant, la 
caractéristique courant-tension d’un barretter est pratiquement hori- 
zontale. Le barretter est utilisé pour stabiliser le courant de chauffage 
des tubes électroniques lorsque leur tension d’alimentation varie. La 
caractéristique courant-tension de ce type est également symétrique. 

La caractéristique courant-tension, représentée sur la fig. 34, d 
diffère des précédentes par le fait qu’elle est asymétrique. C’est la carac- 
téristique des. redresseurs à semi-conducteurs (à oxyde de cuivre, au 
sélénium, au silicium, au germanium), très largement utilisés pour 
convertir le courant alternatif en courant continu. Pratiquement ils ne 
laissent passer le courant que dans un seul sens, appelé sens conducteur. 
Ces redresseurs sont également très employés dans différents capteurs et 
traducteurs des dispositifs de l’automatique. La caractéristique courant- 
tension du type de la fig. 34; e est celle d’un arc électrique à électrodes 
de nature différente, d’un gazotron et de certains types de thermistances. 
Lorsque la tension augmente à partir de zéro, le courant commence par 
croître, mais reste très faible; quand on a atteint une certaine tension 
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U, (tension d’amorçage) on constate une augmentation brüsque du courant 
dans le circuit et une baisse de tension aux bornes de l’arc ou du gazotron. 
Dans la partie supérieure de la caractéristique l’accroissement du courant 
entraîne une baisse de tension aux bornes de la résistance non liné- 
aire. 

Le tronçon de la caractéristique courant-tension similaire à la partie 
supérieure de la courbe de la fig. 384, e est appelée fronçon tombant de la 
caractéristique courant-tension * 

L’arc électrique est largement utilisé pour le soudage des métaux, 
en électrothermie (dans les fours à arc) aïnsi que comme source puissante 
d'éclairage électrique, dans les phares par exemple. 

Le gazotron est une lampe à deux électrodes, rempli de gaz noble où 
de vapeurs de mercure. 

La caractéristique courant-tension du type de la fig. 34, f est celle 
d’un tube redresseur à deux électrodes, appelé kénotron. On fait circuler 
un courant dans le filament de chauffage de ce tube. Ce courant chauffe 
la cathode (l’une des deux électrodes du tube) et la porte à une tempé- 
rature élevée, à la suite de quoi une émission thermionique s'amorce 
à partir de la surface de la cathode. Sous l'effet du champ électrique, 
le flux d'électrons est dirigé vers la deuxième électrode, froide celle-ci, 
appelée anode. Dans la partie initiale de la caractéristique courant- 
tension de la fig. 34, f le ner VoE en fonction de la tension suivant 


la loi «trois demies »: i = au‘”?. La caractéristique du kénotron est 
asymétrique ; ceci s explique par : fait que le flux d'électrons est dirigé 
de la cathode vers l’anode seulement si cette dernière est portée à un 
potentiel positif par rapport à la cathode. 

La caractéristique courant-tension du type de la fig. 34, g est celle 
des lampes à charge luminescente. Parmi celles-ci on peut mentionner 
les stabilisateurs de tension {stabilovolts) et les lampes au néon. Âu 
cours d’une telle décharge, le gaz noble, dont ces lampes sont remplies 
(néon, argon, etc.), devient luminescent. La caractéristique de ce type 
a également ceci de particulier que, dans une certaine plage des valeurs 
des courants, la tension aux bornes de la lampe reste pratiquement 
constante. | 

Certains types des redresseurs au germanium et au silicium à contact 
ont une caractéristique courant-tension du:type de la fig. 34, h. 

L’arc électrique, amorcée entre deux électrodes en matière identique 
et se trouvant dans les mêmes conditions, a une caractéristique courant- 
tension du type de la fig. 34, i. 

La caractéristique courant-tension d’une diode au germanium (au 
Silicium) à trijonction, appelée trinistor est représentée sur la fig. 34, j. 

La caractéristique courant-tension d’une diode à tunnel est repré- 
sentée sur la fig. 84, À. 


* Le tronçon tombant d'une caractéristique courant-tension est Ie tronçon de 
cette caractéristique pour lequel un accroissement du courant, circulant dans Îa 
résistance non linéaire, donne lieu à une diminution de la tension aux bornes de 
cette résistance. 
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On emploi largement comme résistances non linéaires contrôlables 
des triodes à cristaux et des tubes électroniques à trois électrodes. 

Les triodes à cristaux, leurs caractéristiques et leur utilisation sont 
décrites dans le chapitre 9 de ce cours. 

Les caractéristiques courant-tension d’un tube électronique à trois 
électrodes sont examinées au $ 41. 

$S 28. Généralités sur les méthodes de calcul des circuits électriques 
non linéaires à courant continu. Nous examinons dans la première partie 
de ce cours les méthodes de calcul des circuits électriques non linéaires 
les plus simples, constitués par des résistances non linéaires et des sources 
de F.E.M. couplées en série, en parallèle et en série-parallèle. En outre 
y sont examinées également les méthodes de calcul des circuits, même 
les plus compliqués, mais qui ne comprennent qu'une seule RN (ou des 
circuits pouvant être réduits à des circuits de ce type). 

Les calculs des circuits encore plus compliqués ne seront pas discutés 
dans ce cours. 

Il y a lieu de signaler ici qu’on peut effectuer avec [a partie linéaire 
d’un circuit compliqué ramifié, quel qu’il soit, à résistances non linéai- 
res, toutes les transformations décrites au premier chapitre. Evidem- 
ment, on ne doit avoir recours à ces transformations que si elles sont 
de nature à faciliter le calcul du circuit compliqué dans son ensemble. 

L'utilisation d'une de ces transformations, à savoir du passage du 
triangle à l'étoile, employée pour trouver la résistance d'entrée de la 
partie linéaire du circuit est donnée au $ 34. 

Parmi les méthodes de calcul examinées dans le premier chapitre, 
nous utilisons dans le chapitre présent les méthodes suivantes, appli- 
cables aux circuits non linéaires : 

méthode de deux nœuds; 

remplacement de plusieurs branches couplées en parallèle par une 
seule branche équivalente ; 

méthode de marche à vide et de court-circuit. | 

Avant d'aborder le calcul des circuits non linéaires on doit établir 
les caractéristiques courant-tension de toutes les résistances non linéaires 
faisant partie de ce circuit. Le calcul des circuits non linéaires à courant 
continu est effectué habituellement par le procédé graphique. 

$ 29. Circuits électriques à couplage en série des résistances non liné- 
aires. La fig. 35, a représente un circuit comprenant une résistance non 
linéaire à caractéristique courant-tension connue couplée en série avec 
une résistance linéaire R. Le circuit comprend en outre une source de 
F.E.M. E. On demande de calculer le courant dans ce circuit. La carac- 
téristique de la résistance non linéaire est désignée sur les figures par 
i — f (Urx) et la caractéristique de la résistance linéaire est une droite. 
La caractéristique courant-tension de l'ensemble du circuit, c’est-à-dire 
le courant dans ce circuit en fonction de chutes de tension aux bornes 
des résistances RN et R est désigné par à — f. (Urn + Ur). Le calcul 
est basé sur les lois de Kirchhoff. Examinons deux méthodes de calcul 
différentes. La première d’entre elles est illustrée par la fig. 35, 8 et 
la seconde par la fig. 35, c. 
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Dans la première de ces méthodes on commence par construire la 
caractéristique résultante de l’ensemble de la partie passive du circuit, 
en partant du fait que les résistances RN et R couplées en série sont 
parcourues par le même courant. Pour la construire, prenons un courant 
quelconque, traçons une ligne horizontale pour l'intensité choisie et 
faisons la somme de la tension aux bornes de la résistance non linéaire 
(tronçon mn sur la fig. 35, b) et de celle aux bornes de R (tronçon mp): 


mnmp=mqY*. 
Le point g est situé sur la caractéristique résultante courant-tension de 
l’ensemble du circuit. Les autres points de cette caractéristique sont 


construits d’une manière identique. Le courant dans le circuit pour une 
F.E.M. E de valeur donnée ést calculé par le procédé graphique à l’aide 
de la caractéristique courant-tension résultante (fig. 35, b). À cette fin 
il faut porter la valeur de la F.E.M. E donnée, en abscisses et à partir 
du point ainsi .obtenu, élever une verticale jusqu“à-ce qu'elle coupe la 
caractéristique résultante au point g. L’ordonnée du point g est égale 
au courant cherché. | | 

Lorsqu'on calcule un circuit à l’aide de la deuxième méthode, on 
peut se dispenser de construire la caractéristique résultante de l’ensemble 
de sa partie passive. Dans cette méthode, en partant du point i = 0, 
U — E, il faut tracer vers le point 


E 
=D: U—=0 
la drolte 


1=TE = f (Un) 


comme ceci est indiqué sur la fig. 35, c. La tangente de l’angle & de la 
pente de cette droite par rapport à la verticale est égale à R, compte 
tenu des graduations des deux axes. Le point d’intersection de la droite 
ainsi construite avec la caractéristique de RN donne le courant cherché. 
En effet, pour ce point le courant circulant dans RN et dans R est le 


* La barre au-dessus d’un tronçon indique qu'il s'agit de la longueur de ce 
tronçon. | 
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même, et la somme des chutes de tension Unnw+Unr = E. Lorsque 
la valeur de la F.Ë M. varie de E à E;, il faut déplacer la droite { — 
— f (Ur) parallèlement à elle-même de manière qu’elle parte du point 
A = 0, U = E; (droite en pointillé sur la fig. 35, c}. 

Les circuits comprenant deux résistances non linéaires et plus, cou- 
plées en série, sont calculés d’une manière identique. Dans ce cas, il faut 
commencer par trouver la caractéristique courant-tension pour deux 
RN, ensuite pour trois, etc. 

Examinons |’ application de la deuxième méthode au calcul du circuit 
de la fig. 36, a comprenant deux RN différentes. Les caractéristiques 


1! 2 
==: ES 
RN/ KN2 
É __— 
(14 
a) b) 
Fig. 36 


de RNI et RN2 sont représentées sur la fig. 36, b. La caractéristique 
de RN2 étant non linéaire, il faut construire la fonction non linéaire 
Î — f (Unw2) à la place de la droite 7 — f (Uh}, comme ceci a été fait 
sur la fig. 35, c. L'origine de cette caractéristique (fig. 36, c) est située 
au point / — 0, U, = E. Les valeurs positives de Uxnws * se portent 
à gauche à partir de ce point. Du fait que les valeurs positives de Unxw2 
sur la fig. 36, b ont été portées à droite de l’origine des coordonées et 
qu’elles étaient portées à gauche sur la fig. 36, c, la courbe 7 — f(Unxo2) 
de la fig. 36, c est la représentation symétrique de la courbe 2 de 1la 
fig. 36, b par rapport à un axe vertical tracé à partir du point V4 = E. 

$ 30. Caractéristique courant-tension d’un couplage en parallèle des 
résistances non linéaires. Le schéma de couplage en parallèle de deux 
RN est représenté sur la fig. 37, a et les caractéristiques de ces résistan- 
ces sont données sur la fig. 37, b. Construisons la caractéristique courant- 
tension résultante, en utilisant l’égalité des tensions aux bornes des 
résistances RNI et RN2, couplées en parallèle et le fait que le courant 7 
dans la partie commune du schéma est égal à la somme des courants 
li et Lo : 

[= 1;+12. 

La courbe 3 de la fig. 37, b représente la caractéristique courant-tension 
des deux résistances couplées en parallèle. Pour la construire procédons 
de la manière suivante. Partons d’une tension arbitraire U, égale par 
exemple au tronçon Om. Traçons une verticale en partant au point m. 
Ajoutons au tronçon mn égal au courant dans RN2, le tronçon mp, égal 


* Sur la fig. 36, c Unx2 est désigné par Ua. 
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au courant dans RNI, et écrivons 
mg = mn mp. 


Le tronçon mg est égal au courant dans la partie non ramifiée du 
circuit pour une tension 0". Tous les autres points de la caractéristique 
courant-tension résultante d’un couplage en parallèle sont déterminés 
d’une manière analogue. 


5 
I 
g 1/2 
7 
_ Z; AM 
I 
ñ 
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U, *ŸY 
d) b) 
Fig. 37 


$ 31. Couplage en série-parallèle des résistances non linéaires. Le 
schéma de couplage en série d’une résistance non linéaire RN3 et de 
deux résistances RNI1 et RN2, couplées en parallèle, est représenté sur 
la fig. 38. On demande de trouver les courants dans toutes les branches 
de ce schéma. Les caractéristiques courant-tension de ces résistances 


Fig. 38 Fig. 39 


non linéaires (courbes 7, 2, 8 de la fig. 39) et la F.E.M. E sont données. 
Commençons par construire la caractéristique courant-tension des deux 
résistances couplées en parallèle, conformément aux indications du 
paragraphe précédent. Elle est représentée par la courbe (7 +2) sur 
la fig. 39. De ce fait le circuit se trouve réduit au couplage en série de 
RN3 et d’une résistance RN, dont la caractéristique courant-tension 
est (1 +2). | | 

Employons la deuxième méthode de construction décrite au $ 29. 
La courbe 3’ de la fig. 39 est la caractéristique courant-tension de RN3, 
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tracée symétriquement par rapport à la verticale partant du point U-=E. 
La deuxième loi de Kirchhoff VU, + Us, — E se trouve satisfaite au 
point d’intersection de la courbe 3’ et de la courbe (/ + 2). La somme 
des courants /, et 7, est égale au courant 3. 

. $ 32. Application de la méthode de deux nœuds au calcul de circuits 
à résistances non linéaires. Pour les circuits ne comprenant que deux 
nœuds, ou pouvant être réduits à ces derniers, on utilise largement la 
méthode de deux nœuds. Examinons cette méthode sur l’exemple du 


c) 


schéma de la fig. 40. Ce schéma comprend trois RN et trois F.E.M. 
Supposons que les caractéristiques de ces RN soient représentées par 
les courbes a, b et c de la fig. 41. Pour fixer les idées, supposons que 
FE; > Es >> E3 Attribuons un sens positif aux courants. Admettons, 
par exemple, que tous les courants soient dirigés vers le nœud a. Alors, 
d’après la première loi de Kirchhofi : 


lle =0 (2.1) 


Chacun de ces courants est une fonction non linéaire de la chute de ten- 
sion aux bornes de sa « propre » résistance non linéaire. Ainsi 7, — fonc- 
tion de U;, 12 — fonction de U, et 73 — fonction de U3. 

Cherchons à représenter tous les courants en fonction non point de 
trois variables différentes (U4, U», U3) mais d’une seule variable, 
à savoir de la tension U,, entre les deux nœuds. Ceci est possible, 
puisque | 


Us = Es — Us ; (2.2) 
Us = Er — Us ; (2.3) 
U, — Ea— Up. (2.4) 


Nous devons maintenant transformer la courbe 7, — f (U:) en courbe 
L3 = F(U,r), la courbe 7: — f (U:) en courbe 7, = f (U,»), etc. Com- 
mençons par reconstruire la courbe 7, = f (U1) (fig. 41, a) pour obtenir 
la courbe 7, — f (U,x) (fig. 42). Désignons les points correspondants 
par les mêmes chiffres. 

Pour le point 5, /=0 et U, = 0; en outre, U,, = E; (voir 
l'expression 2.2). En d’autres termes, l’origine de la courbe 7, = f (U,3) 
s'est déplacée au point U,, = Ei. | 


p2 


Une augmentation de U, (pour Ü, => 0) correspond à une diminution 
de U,.. Pour le point 2, pour U,= E;, U,, = 0. Une augmentation 
de U, (pour U, < 0) correspond à une augmentation de U,:, et en 
outre Ur = E: 

En partant des considérations ci-dessus et des constructions de 
la fig. 42 il est recommandé d'effectuer cette transformation de la 
manière suivante : 

1. Déplacer la courbe 7, == f (U;) parallèlement à elle-même de 
manière que son origine se trouve au point U,, = E, La courbe obtenue 
par cette translation est représentée en pointillé sur la fig. 42. 


Fig. 42 Fig. 43 


2. Dresser une verticale à partir du point VU, = Eï, et par rapport 
à cette verticale, tracer une courbe symétrique à la courbe en pointillé. 

La reconstruction des courbes pour les autres branches du circuit 
se fait d'une manière analogue. Traçons les courbes 7, = F{U,:), 
la = F (Us) et 23 = f (U,2) Sur le même schéma (sur la fig. 43 ces cour- 
bes sont désignées par les chiffres /, 2 et 3) et construisons la courbe 
14 + 13 + 13 = F(Usr) (désignée par le chiffre 4 sur la ig. 43), en 
additionnant les ordonnées des courbes /, 2, 8. Le point #” d’intersection 
de la courbe 4 avec l'axe des abscisses donne la valeur de U;v, pour 
laquelle l'équation (2.1) est satisfaite. Dressons en ce point une perpen- 
diculaire à l’axe des abscisses. Les ordonnées des points d’intersection 
de cette perpendiculaire avec les courbes 7, 2, 3 donnent respectivement 
les courants /,, /, et /, en grandeur et en signe. 

$ 33. Remplacement de plusieurs branches couplées en parallèle et 
contenant des RN et des F.E.M. par une seule branche équivalente. Exami- 
nons la position du problème. Admettons qu'il existe un ensemble de 
plusieurs branches, couplées en parallèle, comprenant des RN et de 
F.E.M. (fig. 44). Toutes ces branches couplées en parallèle font partie 
d'un circuit compliqué, non représenté sur la fig. 44. On demande quelle 
doit être la F.E.M. et la caractéristique courant-tension d’une RNE 
(résistance non linéaire équivalente) du tronçon du circuit, représenté 
sur la fig. 45, pour que ce tronçon soit équivalent aux branches, couplées 
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en parallèle, de la fig. 44. Pour que la branche de la fig. 45 soit équiva- 
lente à l’ensemble des branches de la fig. 44, il faut que le courant 1, 
circulant dans la partie non ramifiée du circuit de la fig. 44 soit égal 
au courant /, circulant dans la branche équivalente de la fig. 45, quelles 
que soient les valeurs de la tension U,3. 

Utilisons les courbes tracées sur la fig. 43 du paragraphe précédent. 
La courbe 4 de la fig. 43 représente la fonction 


li+ l2+13=f (Un). 


En d’autres termes, la courbe 4 n'est que la caractéristique résul- 
tante courant-tension de trois branches couplées en parallèle. La branche 
équivalente, représentée sur la fig. 45, doit avoir une caractéristique 


ANE 


Fig. 45 Fig. 46 


identique. Si le courant / du circuit de la fig. 45 est nul, U,s — Es. 
Par conséquent, EF, de la fig. 43 dépend de la valeur de la tension U,», 
pour laquelle la courbe 4 coupe l’axe des abscisses. Pour calculer les 
caractéristiques de la résistance non linéaire RNE, il faut tracer la 
courbe 4 de la fig. 43 symétriquement par rapport à la verticale passant 
par le point m. 

La caractéristique de RNE est représentée sur la fig. 46. I] y a lieu 
de souligner que par suite de l'insertion des F.E.M. dans les branches 
couplées en parallèle, la caractéristique courant-tension de RNE est 
devenue asymétrique, bien que toutes les caractéristiques des résistances 
non linéaires 7, 2, 3 du circuit de la fig. 40 fussent symétriques. 

Ainsi, en faisant varier la F.E.M. dans les branches du groupe en 
parallèle on peut modifier la caractéristique résultante et créer pour 
ainsi dire artificiellement des RN ayant des caractéristiques courant- 
tension les plus bizarres. | 

$ 34. Application de la méthode de marche à vide et de court-circuit 
au calcul des circuits à résistances non linéaires. Si un circuit électrique 
compliqué comprend une seule branche à RN, le courant circulant dans 
cette branche peut être calculé d’après la méthode de marche à vide 
(mu) et de court-circuit (cc). Pour cela isolons la branche à résistance 
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non linéaire et représentons sous forme d’un dipôle actif la partie restante 
linéaire du circuit (fig. 47, à). 

Comme il a été dit précédemment ($ 22), le schéma d’un dipôle 
linéaire actif peut être représenté par rapport aux bornes a et b de la 
branche isolée sous forme d’une 
source de F.E.M., couplée en série 
avec une F.E.M. égale à la tension 
(U,pmv) aux bornes ab, en cas de 
coupure de la branche et d’une résis- 
tance égale à la résistance d’entrée 
Rent, d’un dipôle linéaire et de la q) 
résistance de la branche ab (fig. | 
A7, b). Fig. 47 

Le calcul du courant dans le 
schéma de la fig. 47, b ne présente pas de difficulté et peut être 
effectué conformément au $ 29. 

Exemple 17. Calculer le courant dans la branche ab du schéma 
de la fig. 48, a par la méthode mv et cc pour R; — Ro = 2Q, R: — 89, 
R3 = 4Q, R, — 6Q. La caractéristique de RN est représentée sur la 
fig. 49,a; E = 58,4 V. .- 

‘Solution. Coupons la branche ab et calculons la tension du 
mouvement à vide 

Üabmo = 8,35 V. 


Pour calculer la résistance d'entrée Rens de la partie linéaire du circuit 
par rapport aux bornes ab, il faut transformer le triangle formé par les 


Fig. 48 


résistances À, R2, Ro (ou R:, Ro, R:3 de) la fig. 48, b) en une étoile 
équivalente (48, c) en utilisant pour cela les expressions (1.35— 1.37): 


eu _ R3kRo 28 nu — . =, 
RE RER Ro TES 1,333Q; Re — 0,330. 


et . 


_ _ (Re Rs) (RIT Ry) 
R= 1,333Q Rent = R5 + R&+TRatRITR, = 4,050. 
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Pour calculer le courant dans la branche ab du schéma de la fig. 48, a 
traçons sur la fig. 49, a à partir du point m (Ur = 8,35 V) le rayon mn, 
dont la tangente de l’angle y de pente par rapport à la verticale est égale 
à Rent (compte tenu des échelles en abscisses et en ordonnées). Le point n 
d'intersection du rayon mn avec la caractéristique de la résistance non 
linéaire détermine le régime de fonctionnement du circuit 


[= 0,22 À. 


S 35. Résistances statique et différentielle. Les propriétés d’une 
résistance non linéaire peuvent être caractérisées soit par sa caractéristi- 


5 | SE sd = re 
— #0 -50 -20 -10 M 0 20 S0 40 50 uv 0 0,1 0,2 0,3 0,4% 0,5 1, {A} 
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Fig. 49 


que courant-tension, soit par les valeurs de ses résistances statique et 
différentielle en fonction du courant (ou de la tension). 

La résistance statique Ra est égale au rapport de la tension aux bor- 
nes de RN, au courant qui y circule 


Ra =. (2 5) 


La résistance statique est numériqifément égale à la tangente de l'angle a 
de la fig. 49, a. | | 

Lorsqu'on passe d’un point situé sur la caractéristique courant-ten- 
sion au point voisin, la résistance statique varie. Cette résistance caracté- 
rise le comportement de la résistance RN en régime de courant invariable. 

On entend par résistance différentielle Rài le rapport d’un accroisse- 
ment petit (théoriquement infiniment petit) de la tension dU aux bornes 
de RN à l’accroissement correspondant du courant dI 


Ra=% : (2.6) 


La résistance différentielle (appelée jadis résistance dynamique) 
est numériquement égale à la tangente trigonométrique de l’angle $ 
(fig. 49, a) de la pente de la caractéristique au point de fonctionnement 
et caractérise le comportement de RN pour des écarts suffisamment 
petits de l’état précédent. En d'autres termes, l’accroissement de la ten- 
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sion aux bornes d’une résistance non linéaire est lié à l’accroissement 
du courant circulant dans cette résistance par l'expression dU—R;, di. 

Si la caractéristique courant-tension de RN a un tronçon tombant, 
c'est-à-dire un tronçon pour lequel, à un accroissement de la tension, 
égal à AU, correspond une diminution de courant, égale à A7, la tension 
différentielle dans ce tronçon a une valeur négative : ceci a lieu par 
exemple, pour un arc électrique (voir la caractéristique de ce dernier 
sur la fig. 34, €). 

De deux résistances mentionnées (R4 et R;) c'est là résistance R; 
qui est utilisée le plus souvent. Elle est employée par exemple, lors du 
remplacement d'une RN par une résistance linéaire équivalente et une 
F.E.M., ainsi que dans l’étude de la stabilité du régime de fonctionne- 
ment des circuits non linéaires (voir la deuxième partie de ce cours). 

Exemple 18. Construire les courbes R.: et R;en fonction du courant 
1 pour une résistance non linéaire, dont la caractéristique est représentée 
sur la fig. 49, a. 

Ces courbes sont représentées sur la fig. 49, b. 

$S 36. Remplacement d’une résistance non linéaire par une résistance 
linéaire équivalente et une F.E.M. Si on sait d'avance que la RN ne fonc- 
tionne que dans un tronçon déterminé de sa caractéristique et que ce 
tronçon peut être, avec une précision suffisante, rempläcé par une ligne 
droite on peut alors remplacer la RN, pour les besoins du calcul, par 
une résistance équivalente linéaire et une source de F.E.M. 

Admettons que le point de fonctionnement ne se déplace que dans 
la région ab de la fig. 49, a (voir également la fig. 50). 

Pour cette région: 


L'équation (2.7) est satisfaite pour le tronçon du circuit représenté 
sur la fig. 51. Pour ce tronçon E — Us et la résistance non linéaire 
R = Ra. 

Le remplacement d’une résistance non linéaire par une résistance 
linéaire et une F.E.M. a ceci d’attrayant qu'il rend linéaire l’ensemble 
du circuit et son fonctionnement peut être étudié par les méthodes éla- 
borées pour les circuits linéaires. Toutefois, il faut veiller attentivement 
à ce que le point de fonctionnement reste sur le tronçon linéaire de la 
caractéristique. 

Exemple 19. Exprimer sous forme analytique le tronçon se 
trouvant entre les points a et c.de la caractéristique de la fig. 49, a. 

En partant de la fig. 49, a nous trouvons Us — — 45 V et Ra — 
- tg  — 220 Q. Par conséquent, U = — 45 + 220 J. 

+ 
d 

Dans un certain nombre de cas les résistances non linéaires peuvent 
conférer et confèrent effectivement aux circuits électriques des proprié- 
tés ne pouvant être obtenues en principe dans les circuits linéaires. Parmi 
ces propriétés on peut mentionner : stabilisation de courant, stabilisa- 
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tion de tension, amplification du courant continu, transformation 
logarithmique et exponentielle des fonctions, etc. Certaines de ces pro- 
priétés sont examinées ci-après. 


L 


R -R; 


EU 


Fig. 50 Fig. 51 Fig. D2 


$S 37. Utilisation des résistances non linéaires pour obtenir le produit de deux 
fonctions. Soit 1 et ÜU> deux tensions continues. Chacune d'’elles exprime une 
grandeur physique quelconque. Obtenir une tension proportionnelle au produit 
de deux grandeurs physiques, exprimées par les tensions {4 et U». Le transducteur 
le plus simple permettant d'effectuer cette opération (fig. 52} est basé sur l’utili- 
sation des résistances non linéaires à caractéristique courant-tension quadratique 
de la forme 7? — RU? et d’un amplificateur magnétique. La caractéristique quadra- 
tique est, par exemple, celle des redresseurs à semi-conducteurs, à oxyde de cuivre. 
L’amplificateur magnétique est désigné par AM ; (sa théorie sera exposée dans la 
deuxième partie de ce cours); il possède deux enroulements de commande identi- 
ques w,y4 et w,, (non représentés sur le schéma). Leurs résistances sont très faibles 
par rapport aux résistances de RNI et de RN2. Par conséquent, on peut avec une 
très bonne approximation estimer que la tension à l’entrée du premier circuit, 
égale à Ui + U2:, soit appliquée à RNI, et que la tension à l'entrée du second 
circuit, Ui — Us, soit appliquée à RN2. Les caractéristiques de RN1 et RN2 sont 
identiques. La tension à la sortie de ÀAM est proportionnelle à la F.M.M. résultante 
de commande. (F.M.M.— force magnétomotrice). Cette dernière est égale à la 
différence des forces des F.M.M. du premier et du second enroulement de commande: 


F, M. Mres ca uw — low = (li — 10) w,. 


Mais : 
Li =R(U3 +02) = k (US + QUiUS + U3) 
et 
I=R(U;—-Un=Rk (U$—-2U;U, + US) 
ou 


F. M. Mes = 4kw VU. 


Par conséquent, la tension à la sortie de l'amplificateur magnétique est eïfecti- 
vement proportionnelle au produit de U4 par Us. 


$ 38. Transducteurs logarithmiques à résistances non linéaires. Si une 
résistance non linéaire à caractéristique courant-tension du type de 
celle représentée sur la fig. 34, d — un redresseur au sélénium, par 
exemple,— est shuntée par une résistance linéaire R (fig. 53) et si on 
amène à un tel circuit le courant / provenant d’une source extérieure, 
le courant /R, dérivé dans la résistance À, est une fonction non linéaire 
du courant 7. Pour de faibles courants la résistance statique RN est 
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nettement plus grande que la résistance R et, par conséquent, RN ne 
sera pas pratiquement parcourue par le courant. 

Pour des grands courants, la résistance statique de RN devient 
faible, nettement plus petite que la résistance 'R, et la partie la plus 
grande du courant / circulera dans RN. | 

Le courant /A est représenté sur la fig. 54 en fonction du courant /. 
En choisissant la nature convenable de la caractéristique courant-tension 


Fig. 53 Fig. 54 


de RN et la valeur de la résistance R, utilisée comme shunt, on peut 
conférer à la fonction {r — } (/) un caractère quasi logarithmique, et 
elle aura alors la forme: 

ÎRr = a lg I. 


Ainsi, la grandeur de sortie du transducteur 7, est proportionnelle au 
logarithme de la grandeur d’entrée J. 

Les transducteurs de cette nature sont largement utilisés comme 
éléments constitutifs des calculatrices les plus diverses. 

$ 39. Stabilisateur de courant. On appelle stabilisateur de courant 
un dispositif capable de maintenir dans le circuit de charge un courant 


AL 
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invariable, lorsque la résistance de cette charge varie et lorsque la ten- 
sion à l’entrée de l’ensernble du circuit varie également. 

Le courant continu peut être stabilisé à l’aide de différents circuits. 
Le schéma le plus répandu et en même temps le plus simple d’un stabi- 
lisateur de courant est représenté sur la fig. 55. Dans ce circuit la résis- 
tance non linéaire B, du type barretter, est intercalée en série avec la 
charge Ri. La caractéristique d'un barretter type 0,35 17-35 est re- 
présentée, à titre d'exemple, sur la fig. 56. Le premier chiffre de la dési- 
gnation donne le courant (en ampères) pouvant être maintenu constant 
par le barretter et les chiffres 17-35 indiquent la plage de la variation 
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de tension en volts aux bornes d’un barretter pour le tronçon de la 
caractéristique, assurant la stabilisation du courant. 

Exemple 20. Le barretter type 0,35 17-35 est utilisé pour la sta- 
bilisation du courant de chauffage d’un tube électronique. Le courant 
nominal de chauffage est de 0,3 À et la tension est de 6 V. Chercher les 
limites de variation de la tension U à l’entrée du circuit, entre lesquel- 
les le courant dans le filament de chauffage du tube reste pratiquement 
invariable et égal à 0,3 À. 

Solution. Calculons la résistance du filament de chaufiage 


de tube 
6 


| 1= 5.3 208. 
Traçons par les points a et b (fig. 56), limitant le tronçon de stabilisa- 
tion, deux droites faisant un angle o (tg a — 20Q) avec la verticale. 
Nous lisons alors sur la fig. 56, que la tension U peut varier entre 23 
et 41 V. 

Exemple 21. La résistance R, est intercalée en série dans le cir- 
cuit du problème précédent. En supposant que la tension à l'entrée du 
circuit reste inchangée et égale à 41 V, chercher la valeur maximale de 
R, pour laquelle la stabilisation du courant dans le circuit continuera à 
être assurée. 

Solution. Si R —0et U= 41 V, le régime de fonctionnement 
est caractérisé par la position du point b (fig. 56). Lorsque la résistance 
R, augmente, le point de fonctionnement sur la caractéristique se déplace 
vers le point a. Pour le régime aux limites, au point a, Rimax + Ri = 
— Îg &2 = 81Q, Par conséquent, Rimux — 80—20 — 60@. 

$ 40. Stabilisateur de tension. On appelle stabilisateur de tension 
un dispositif dont la tension de sortie U, est maintenue constante ou 
pratiquement constante, lorsque Ia résistance de charge R. ou la valeur 
de la tension ÜU, à l'entrée 
du dispositif varient. Z,im4) 

Le stabilisateur de ten- 
sion le plus simple est réalisé 
suivant le schéma de la fig. 
97. Dans ce schéma on utilise 
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Fig. 58 


un stabilovolt comme résistance non linéaire; À, est une résistance 
ballast. La fig. 58 représente la caractéristique courant-tension du 
stabilovolt 150C5-80. 
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L'analyse du fonctionnement d’un stabilisateur comprend le calcul 
des limites admissibles des variations de U, pour R,. — const, ainsi que 
l’étude du fonctionnement du stabilisateur en cas de variations simul- 
tanées de U, et R.. 

Pour caractériser les performances d’un stabilisateur, on fait appel 
parfois à la notion du facteur de stabilisation. On appelle facteur de 
stabilisation la relation de l’accroissement relatif de la tension à l’en- 


trée du stabilisateur (7) à l'accroissement relatif de la tension 


à A . AU | e : CC 
à la sortie de ce dernier (=) . Examinons deux exemples numéri- 
È 


ues: 
: Exemple 22. Dans le schéma de 1a fig. 57 R, — 5 kQ; R; — 2 RQ. 
La caractéristique du stabilovolt est représentée sur la fig. 58. Chercher 
les limites admissibles de variations de U, pour que le stabilisateur donne 
à sa sortie une tension stabilisée de 150 V. 

Solution. Utilisons la méthode de court-circuit (cc) et de marche 
à vide (nv). Coupons la branche comportant le stabilovolt, et trouvons 
la tension mv: 


U — 0,713U;. 


abmr — U, FT; 


Calculons la résistance d'entrée de la partie linéaire du circuit (fig. 57) 
par rapport aux bornes ab 


_ RekRb 
Rent = RIRE 14270. 


-Traçons sur la fig. 58 deux droites (en traits pleins) passant par 
les points m et ñn de la caractéristique du stabilovolt, de manière que la 
tangente de l'angle, formé par ces droites avec la verticale, soit numé- 
riquement égale à Rens — 14270. 

Les tronçons limités par ces droites en abscisses sont égaux à Us. 
Nous pouvons lire sur le schéma que 0,713 U; min © — 157 V. Par consé- 
quent, U1 min = 220 V. De même 0,713 Us max = 192 V:dout:....— 
— 269 V. Ainsi la tension U., peut varier entre 220 et 269 V. 

Exemple 23. Calculer pour le schéma de la fig. 57 pour R— 
— 2 RQ, caractéristique du stabilovolt représentée sur la fig. 58 et VU, — 
— 250 V, les limites entre lesquelles on peut faire varier la résistance 
de la charge R, afin que le stabilisateur puisse remplir .ses fonctions 
et stabiliser la tension de sortie. 

Solution. Utilisons la méthode de mu et cc. 

Calculons 


Trouvons 


tea -_ReRo _: _2000Rc 7 
Rent BA RER HUE Re 
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Le problème se réduit au calcul des valeurs de RQ pour lesquelles Îles 
droites caractérisant R.., passent par les points "#1 et n de la caractéris- 
tique du stabilovolt. Dans l'exemple considéré nous ne connaissons 
ni les tangentes des angles «, ni les points initiaux en abscisses à partir 
desquels on doit tracer les droites en question et, par conséquent, le 
problème doit être résolu par. la méthode des constructions d'essai. 
À cette fin prenons diverses valeurs arbitraires de RQ et calculons les 
valeurs Um et Rent qui en découlent 
5 _s| s| 8 | 


Unes V | | 7 | cum) ww | 187 


Um Jai 


Rent, Q 1200 1330 | 1425 1500 o |: 1555 ie 1600 


En partant des données de ce tableau, traçons plusieurs rayons. 

Nous pouvons voir sur le schéma que les droites tracées (voir les 
droites en pointillé de la fig. 58) passent par les points m et n respecti- 

vement pour Ro min — 3,3 kQ et 
Re max — 8 RQ. 

$S 41. Amplificateur de tension 
continue. On appelle amplificateur 
de tension continue un dispositif 
dans lequel la valeur de l’accrois- 
sement de tension à sa sortie 
est supérieure à Îa valeur de 
l’accroissement de Îa tension 
à son entrée. Les amplificateurs 

1 de tension continue sont. habi- 
0 40 60 120 160 200 240280 3104,  tuellement exécutés à l’aide de 

Fig. 50 résistances non linéaires contrô- 

| lables : de triodes ou de triodes 

à cristaux. La fig. 59 représente les 

caractéristiques de plaques, qui sont en fait des caractéristiques courant- 

tension d’une triode type 6C2C. Ces caractéristiques donnent le courant 

anodique /, du tube en fonction de la tension anodique U,, pour une 
tension grille Us prise comme paramètre. 

Le schéma d’un amplificateur à courant continu est représenté sur 
la fig. 60. La tension d'entrée (à amplifier) est appliquée à la grille du 
tube. La charge RQ est branchée à la sortie de l’amplificateur (entre 
les bornes a et b). 

La grille de la triode est située plus près de la cathode que l’anode. 
L'influence du champ de la-grille sur le flux électronique, s’écoulant 
de la cathode vers l’anode, est nettement plus grande que l'influence 
du champ de l’anode. Par conséquent, les variations même très faibles 
de la tension appliquée à la grille entraînent une variation brusque du 
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courant anodique et de la tension à la sortie de l’amplificateur. Pour 
le circuit plaque E = U, + 1,Rc. La tension de sortie (2,R, — E — U,) 
est représentée sous forme d’une famille de courbes en fonction de la 
tension d'entrée U, sur la fig. 59. 

Exemple 24. Construire la fonction U.,,=f (U,) pour le schéma 
de la fig. 60, étant donné que RQ. = 12 ÀQ et E. — 240 V. La triode utili- 
sée est une 6C2C. 


Entr ée le 


Fig. 60 


Solution. Traçons à partir du point /, — 0 U, — E une droite 
sous un angle a par rapport à la verticale (tg u — 12 kQ). Les points 
d’intersection de cette droite avec les caractéristiques plaques donnent 
les valeurs de 7, et U,, liées entre elles. La fonction Uscr = f (Uz) 
diffère de la fonction 7, = f (U,) de la fig. 61 uniquement par son 
échelle (U, = 7,R., Re = const). 


CHAPITRE Ill 
CIRCUITS MAGNÉTIQUES 


$ 42. Division de toutes les substances en deux groupes: substances 
ferromagnétiques et non ferromagnétiques. Il a été indiqué au cours de 
physique que toutes les substances sont réparties en trois groupes d’a- 
près leurs propriétés magnétiques: substances diamagnétiques, para- 
magnétiques et ferromagnétiques. Pour les substances diamagnétiques 
la perméabilité relative u, est légèrement inférieure à l’unité; pour le 
bismuth, par exemple, elle est égale à 0,99983. Pour les substances para- 
magnétiques la perméabilité relative u, est légèrement supérieure à 
l'unité, étant égale à 1,0036 pour le platine, par exemple. Pour les subs- 
tances ferromagnétiques (fer, nickel, cobalt et leurs alliages, ferrites, 
etc.) u- est nettement plus grande que l’unité (elle atteint 10° par exem- 
ple, ou même 10%, pour certains matériaux). | 

Les électriciens ont recours habituellement à une division bien plus 
grossière, en répartissant toutes les substances ferromagnétiques et non 
ferromagnétiques. Pour les substances ferromagnétiques u. est nette- 
ment supérieure à l’unité et pour les substances non ferromagnétiques 
elle est pratiquement égale à l’unité. 

$S 43. Grandeurs essentielles caractérisant un champ magnétique. 
Rappelons que les grandeurs essentielles caractérisant un champ magné- 
tique sont l'induction magnétique B, et l’aimantation J *. 

L’induction magnétique est une grandeur vectorielle, déterminée 
d’après l'effort exercé par un champ magnétique sur un courant. L’ai- 
mantation est le moment magnétique de l’unité de volume de la subs- 
tance. 

Le champ magnétique est encore caractérisé par une troisième yran- 


deur, à savoir le champ magnétique H. Les trois grandeurs B, J, Hsont 
liées entre elles par l'expression suivante: 
B=po(H +). (3.1) 
Dans le système SI, l'induction est mesurée en teslas (7): 
IT = 1V-s/m° = 1 Wbim”. 


L'induction peut être également mesurée en unités multiples de 
teslas, à savoir Wb/cm? ou en gauss dans le système CGS UEM (1G - 
== 108 Wb/cm”). L’aimantation J et le champ H sont mesurés dans le 
système SI en À/m et dans le système CGS UEM en œrsteds (Üe). 

Dans la pratique on exprime souvent l'induction B en unités du 
système CGS UEM (Q) et le champ magnétique H en A/cm. 


* La flèche, placée au-dessus de la lettre, indique qu’il s’agit d’un vecteur 
dans l’espace. | 
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L’aimantation J est un vecteur dont la direction coïncide avec celle 
de À au point considéré : 
J=%+H. (3.2) 


Le coeïficient d’aimantation x (susceptibilité) ‘pour les substances 
ferromagnétiques est lui-même fonction de Æ. Substituons (3.2) dans 
(3.1) en désignant 1 + x — u,. Obtenons 


B = pour, (3.3) 


où do — constante .caractérisant les propriétés magnétiques du vide. 
Dans le sÿstème Sfuo = 41-107 H/m — 1,256.10765 H/m. Dans le 
système CGS UEM p = 1. 

Le coelficient sans dimensions u. est appelé perméabilité relative. 
Pour. les substances ferromagnétiques u, est fonction de FH. 

Le flux magnétique ® est:le flux dü vecteur induction magnétique 
à travers la surface S 


D=\B54$, (3.4) 
S 


où: dS — élément de surface. Dans le système SI le. flux est mesuré 
en Vs. ou en webers (Wb).. Dans le système CGS UEM le flux est mesuré 
en maxwells (Mx) ou en kilomaxwells (kMx) 


IMx=108Wb; 1kMx= 10 Mx. 


Les calculs des circuits magnétiques se ont habituellement en par- 
tant de deux grandeurs : l’induction magnétique B et le champ magné- 
tique À. | 

En ce qui concerne la troisième grandeur, l’aimantation J, elle 
n’est pas utilisée en général dans les calculs (au besoin la valeur de J, 
correspondant aux valeurs liées entre elles de B et 7 peut être trouvée 
à l’aide de l'expression (3.1). 

$S 44. Eléments de la théorie du ferromagnétisme. Il a été exposé 
dans le cours de physique, que les corps ferromagnétiques sont consti- 
tués par des domaines d’aimantation spontanée. Chaaue domaine est 
aimanté d’une certaine manière et son état magnétique est caractérisé 
par le vecteur d’aimantation. La direction du vecteur d’aimantation 
dépend des tensions élastiques internes et de la structure cristalline du 
corps ferromagnétique. 

Les vecteurs d’aimantation de divers domaines sont orientés dans 
des directions différentes et, par conséquent, dans l’espace extérieur 
au milieu ferromagnétique, l’aimantation d’un corps, tant qu'il n’est 
pas placé dans un champ magnétique extérieur, ne se manifeste en 
rien. Si, par contre, un corps ferromagnétique est placé dans un champ 
magnétique extérieur, les vecteurs d’aimantation de ses divers domai- 
nes s’orienteront suivant le champ extérieur sous l'effet du champ 
magnétique. 11 en découle que l’induction du champ magnétique résul- 
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tant est nettement plus forte (des centaines et même des centaines de 
milliers de fois) que l'induction magnétique du champ extérieur, 
agissant sur la substance ferromagnétique. | 


L’atome d’un élément quelconque peut être représenté schématiquement sous 
forme d’un noyau à charge positive et d'électrons gravitant autour de ce noyau. 
Les électrons ne gravitent pas seulement autour du noyau, mais tournent égale- 
ment autour de leur propre axe. 

Le rôle décisif dans la création des propriétés magnétiques des matériaux 
ferromagnétiques est joué par le moment magnétique de l’électron lorsque ce der- 
nier tourne autour de son propre axe; ce moment est appelé spin de l'électron. 

Les atomes des matériaux ferromagnétiques comportent des couches électro- 
niques incomplètes à spins non compensés. Ainsi, par exemple, dans l'atome du 
fer la troisième couche électronique, en comptant à partir du noyau (ainsi que ses 
deux sous-couches), ne possède que 14 électrons au lieu de 18. Il y a lieu de signa- 
ler en outre que sur l’une de ces sous-couches les spins de 5 électrons ont la même 
direction et qu'un électron a un spin de direction opposée. 

Grâce à l’existence dans l’atome du fer de quatre spins non compensés, cet 
atome, dans son ensemble, possède un moment magnétique. 

Nous avons déjà signalé que les matériaux ferromagnétiques comportent des 
domaines d'’aimantation spontanée. Chacun de ces domaines est formé par 
l'ensemble des atomes dont les moments magnétiques sont parallèles (et non pas 
antiparallèles). Examinons les causes de formation de ces domaines. 

Du fait de la présence de couches électroniques incompiètes à spins non 
compensés, une partie d'électrons d’un atome est située si près du noyau d’un au- 
tre atome qu’un échange d'électrons a pour ainsi dire lieu entre les atomes voisins. 

De ce fait, les atomes voisins subissent l’action non seulement des forces 
magnétiques, dues à l'interaction spin-spin, mais également des forces dues à la 
présence des électrons d'échange. Ces forces sont appelées forces d'échange. Une 
énergie, appelée énergie d'échange ou intégrale d’échange, est liée aux forces 
d'échange. L'intégrale d’échange peut être positive ou négative. Pour que des 
propriétés ferromagnétiques se manifestent il faut que l'intégrale d'échange soit 
positive et ait une certaine valeur déterminée. 

Les forces d'échange tendent à orienter les atomes voisins de manière que 
leurs moments magnétiques soient parallèles. À leur tour, les forces magnétiques 
d'interaction spin-spin tendent à orienter les atomes voisins de manière que leurs 
moments magnétiques soient antiparallèles. 

Les forces d'échange diminuent plus rapidement en fonction de la distance 
que les forces magnétiques d'interaction spin-spin. Par conséquent, à partir d'une 
certaine distance les forces magnétiques d’interaction spin-spin deviennent supé- 
rieures aux forces d'échange. Ceci explique les faibles dimensions des domaines 
d’aimantation spontanée. 

En outre, au point de vue énergétique, l’état le plus favorable est celui pour 
lequel un corps ferromagnétique est subdivisé en domaines de petites dimensions 
à aimantation antiparallèle. Cet état est le plus avantageux car pour lui l’énergie 
de l’ensemble du système est minimale. 

Lorsque la température du fer s'élève et atteint 760 °C (point de Curie), les 
vitesses du mouvement d’agitation des électrons deviennent si grandes qu'elles 
provoquent la destruction des domaines spontanés. 


& 45. Caractéristiques essentielles des matériaux ferromagnétiques. 
Les propriétés des matériaux ferromagnétiques sont habituellement 
caractérisées par l'induction magnétique B, exprimée en fonction du 
champ magnétique Æ. On distingue deux types principaux de ces fonc- 
tions : courbes d’aimantation et boucles d'hystérésis. 

On appelle courbes d’aimantation la dépendance univoque entre B 
et H. On distingue les courbes d’aimantation initiales, normales et 
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dénuées d’hystérésis. Nous expliquerons plus loin ce qu'il faut entendre 
ar là: 

| Il a été indiqué au cours de physique que le phénomène d'hystérésis 

est propre aux matériaux ferromagnétiques. C’est le phénomène de retard 

des variations de l'induction magnétique B par rapport à celles du 

champ magnétique H. En simplifiant les choses, on peut dire que Fhys- 

térésis est due au frottement interne des domaines d’aimantation spon- 


Dos” du cycle limite 
ou Courbe de desaimon. 
Lalion 


“, Boucles dhystérésis 
symétriques 


Fig. 62 


tanée. Par suite de l’hystérésis, la valeur de B en fonction de H, en 
cas de variation. périodique du champ magnétique est représentée par 
une boucle. | 

On distingue plusieurs types de boucles d’hystérésis, à savoir boucle 
d’hystérésis symétrique, boucle (cycle) d’hystérésis limite et boucle 
d’hystérésis non symétrique ou cycle particulier. | 

La fig. 62 représente une famille de boucles d’hysterésis symétriques. 
Pour chaque boucle hystérétique symétrique la valeur maximale posi- 
tive de est égale à sa valeur maximale négative et, par conséquent, 
Hmox > — Has . | ce 

Le lieu pr AE des sommets des boucles d’hystérésis symétriques 
est appelé courbe d'aimantation normale. Pour des valeurs très grandes 
de }, voisines de EH,,+, les branches ascendante et descendante de la 
boucle d’hystérésis sont pratiquement confondues. 

On appelle boucle d’hystérésis limite ou cycle limite, la boucle d’hysté- 
résis symétrique relevée pour de très grandes valeurs de H,,,+. La valeur 
de l'induction pour H — 0, appelée induction rémanente, est désignée 
par B,. La valeur du champ pour B = 0, appelée force coercitive, est 
désignée par H,. La partie B,H, du cycle limite (fig. 62) est appelée 
courbe de désaimantation ou « dos » de la boucle d’hystérésis. 

C'est ce tronçon qui est utilisée pour les calculs des circuits magné- 
tiques à aimants permanents. 
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Si on fait varier H périodiquement mais de manière que la valeur 
+ Hmax ne soit pas égale à la valeur de | —,,x |, la Valeur de B en 
fonction de H sera bien représentée par une boucle, mais le centre de 
cette boucle ne coïncidera pas avec l’origine des coordonnées (fig. 63). 
Des boucles d’hystérésis de ce type sont appelées boucles ou cycles d'hys- 
térésis particuliers. 

Si on aimante un matériau ferromagnétique préalablement désai- 
manté (B —0, H — 0), en augmentant À d’une manière monotone, 
la valeur de B en fonction de } relevée au cours de ce processus est repré- 

sentée par la courbe d’aimantation 


initiale. 
dl Les courbes d’aimantation ini- 
d ep is Normale tiale et normale sont tellement 
USERTESES Fa voisines l’une de l’autre qu’on 
HSE : fritiale peut les considérer coïncidantes 
es parti-" Dénuée d’hystérésis dans bien des cas pratiques 
CuLiers 1 (fig. 63). 
On appelle courbe d'aimantation 
| a dénuée d'hystérésis, celle qui donne 
B en fonction de À, lorsque durant 
Fig. 63 l’aimantation du matériau ferro- 


magnétique on frappe dessus pério- 

- diquement ou on le soumet à l'effet 

d'un champ sinusoïdal à amplitude décroissante. Dans ces cas l’hystéré- 

sis, c’est-à-dire le phénomène de retard des variations de B en fonction 

de FH, dû au frottement interne des domaines à aimantation spontanée, 
est pour ainsi dire supprimé. 

La courbe d’aimantation dénuée d’hystérésis diffère nettement de la 
courbe d’aimantation normale (fig. 63). 

C'est la courbe d’aimantation normale qui est utilisée dans les divers 
manuels, comme valeur univoque de B en fonction de H. 

$ 46. Matériaux magnétiques doux et durs. Tous les matériaux ferro- 
magnétiques peuvent être répartis en deux groupes importants: maté- 
riaux magnétiques doux et matériaux magnétiques durs. 

Les matériaux magnétiques doux ont une courbe d’aimantation 
normale à pente raide et des boucles d’hystérésis à surfaces relativement 
petites. 

Ces matériaux sont utilisés dans tous les dispositifs qui fonctionnent 
ou peuvent fonctionner à flux magnétique à variation périodique (trans- 
RS moteurs et générateurs électriques, bobines d’induction, 
etc.). 

Parmi les matériaux magnétiques doux on peut nommer les aciers 
magnétiques employés dans la construction électrique, les alliages fer- 
nickel du type de permalloy, etc. 

Les matériaux magnétiques durs ont une courbe d-aimantation nor- 
male à pente douce et une boucle d’hystérésis à grande surface. 

Parmi les matériaux magnétiques durs on peut nommer les aciers 
au carbone, les alliages de tungstène, les alliages au cobalt (magnico), 
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ceux au platine-cobalt, etc. Les matériaux magnétiques durs sont utili- 
sés, entre autres, pour la fabrication des aimants permanents. 

Les boucles d’hystérésis d’un matériau magnétique doux du type du 
permalloy (courbe 1) et d’un matériau magnétique dur (courbe 2) sont 
représentées sur la fig. 64 pour permettre de comparer jeur aspects. 


B 


Â 


Dur. + 


Fig. 64 Fig. 65 


$ 47. Matériaux à boucle d’hystérésis rectangulaire. Certains maté- 
riaux magnétiques doux comme, par exemple le perminvar, les alliages 
du type H6OIT, HG63IT et d'’auires ont une boucle d’hystérésis à 
forme pratiquement rectangulaire (fig. 65). Ces matériaux sont large- 
ment utilisés dans les calculatrices et les dispositifs automatiques. 

$ 48. Magnétodiélectriques et ferrites. En radiotechnique où on a affai- 
re à des oscillations à haute fréquence, les noyaux des bobines d’inductan- 
ce sont fabriqués en magnétodiélectriques ou en ferrites. 

Les magnétodiélectriques sont des matériaux obtenus par mélange 
d’une poudre finement pulvérisée de magnétite, fer ou permalloy, avec 
un diélectrique. Ce mélange est ensuite moulé et fritté. Chaque parti- 
cule ferromagnétique se trouve ainsi enveloppée d’une pellicule de diélec- 
trique. Grâce à la présence de ces pellicules, Îles noyaux en magnéto- 
diélectrique ne sont pas saturés : leur u. peut être égal à plusieurs unités 
comme à plusieurs dizaines d'unités. | 

Les ferrites sont fabriqués à partir d’oxydes de cuivre ou de zinc et 
d’oxydes de fer ou du nickel. Le mélange ainsi obtenu est moulé et fritté. 
On obtient ainsi une solution solide, par exemple Zn-Fe,03. Par ses 
propriétés électriques, les ferrites sont des semi-conducteurs. Leur ré- 
sistance volumique est de l’ordre de 1 à 10° Q.#, tandis que pour le fer 
op & 107 :m. | 

Les propriétés magnétiques des ferrites peuvent être très différentes. 
Contrairement aux magnétodiélectriques les ferrites peuvent être satu- 
rées. La force coercitive des ferrites est égale à 10 A/m environ. Les 
ferrites sont désignées par deux lettres et un chiffre. Aïnsi, par exemple, 
le ferrite type HI[-1000 (NiZn-1000) est une ferrite nickel-zinc pour 
laquelle u, dans le tronçon initial de la courbe d’aïimantation est égal 
à 1000. 

$ 49. Loi du courant total. Le champ magnétique est créé par des 
courants électriques. Le lien quantitatif entre l'intégrale du vecteur 
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du champ magnétique H le long d’une maille arbitraire et la somme 
algébrique des courants 27, circulant dans cette maille est définie par 
la loi du courant. total | 


GA di = XI, 


La loi du courant total est une loi expérimentale. Elle peut être vérifiée 
par voie expérimentale en mesurant $ H di à l’aide d’un dispositif 
spécial décrit dans le manuel de physique et 


\ à \ ; / appelé ceinture magnétique. 
$ 50. Force magnétomotrice. On appelle force 


D 1% magnétomotrice (F.M.M.) d'une bobine (ou d’un 

enroulement) parcouru par un courant, le pro- 

ie: As duit du nombre de spires de la bobine w par le 
., courant / qui y circule. | 

La F.M.M. Jo produit un îÎlux magnétique 
dans un circuit magnétique, de même qu'une 
F.E.M. produit un courant électrique dans un 
circuit électrique. De même que la F.E.M., la F.M.M. est une grandeur 
dirigée. Son sens positif est indiqué sur un schéma par une flèche. 

Le sens positif de la F.M.M. coïncide avec le déplacement de la pointe 
d'une vis à filetage droit, lorsqu'on tourne cette dernière dans le sens 
du courant circulant dans l’enroulement. 

Pour trouver le sens positif d’une F.M.M. on a recours souvent à 
la règle mnémonique suivante : si on place mentalement un noyau dans 
sa main droite, de manière que les doigts soient orientés dans le sens du 
courant circulant dans l’enroulement et si on redresse ensuite le pouce, 
ce dernier indique le sens positif de la F.M.M. 

Nous donnons sur la fig. 66 plusieurs croquis représentant des bobi- 
nes enroulées sur un noyau dans des sens différents et à sens différents 
de la F.M.M. | 
__ $ 51. Circuit magnétique. On appelle circuit magnétique l’ensemble 
des F.M.M., des corps ferromagnétiques ou d’autres corps ou milieux 
quelconques le long desquels se ferme le flux magnétique. 

__ $ 52. Divers circuits magnétiques. Les circuits magnétiques peuvent 
être répartis en circuits ramifiés et non ramifiés. Un circuit non ramifié 
est représenté sur le schéma de la fig. 67. Quant aux circuits ramifiés, 
ils peuvent être répartis en circuits symétriques et asymétriques. Le 
circuit magnétique de la fig. 68 est symétrique. Dans ce circuit le flux 
D; est égal au flux D»>, si les deux parties de ce circuit situées à gauche 
et à droite de la ligne verticale en pointillé sont identiques au point 
de vue géométrique, sont exécutées en même matériau et si fau = lt" 


<—— 74 
Fig. 66 


* Considérons la branche gauche comme première et affectons toutes les 
grandeurs qui s’y rapportent par l'indice 1 (courant /4, nombre de spires w). 

Appelons deuxième la branche droite et affectons par l'indice 2 toutes Îles 
grandeurs qui s’y rapportent (/2, wo). | 
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11 suffit de faire /,w;, — lw, ou d’inverser le sens du courant dans 
l’un des enroulements ou encore de pratiquer un entrefer dans l’un des 
noyaux extérieurs du circuit magnétique, pour que le circuit magnétique 
de la fig. 68 devienne asymétrique. Dans le circuit asymétrique de la 
fig. 68, le ilux D, -< D. 


Fig. 68 


$S. 53. À quelle fin introduit-on des matériaux ferromagnétiques dans 
le circuit magnétique des machines électriques, des appareils électriques 
et d’autres dispositifs ? Les machines, les transformateurs et les autres 
appareils électriques sont construits de manière que le flux qui y circule 
soit aussi grand que possible. Démontrons. que si un matériau ferroma- 
gnétique fait partie d’un circuit magnétique, le flux dans ce.circuit pour 
une même F.M.M. et toutes conditions égales par ailleurs est nette- 
ment plus grand qu’en l'absence de 
matériau ferromagnétique dans le 
même circuit. Examinons pour 
cela l’exemple numérique suivant. 
__ Exemple 25. Prenons deux PU 
noyaux annulaires (tores) iden- | Fe 
tiques au point de vue géomé- | 
trique représentés sur la fig. 69. 
Soit le rayon de la ligne magné- 
tique moyenne de ces noyaux 
R = 10 cm et leur section trans- 
versale S = 2 cm*. L’un des noyaux 
est non ferromagnétique, en bois | 
par exemple, et l’autre est ferromagnétique (sa courbe d’aimantation 
est représentée sur la fig. 70). Bobinons sur chaque noyau un enroule- 
ment à æ — 200 spires et faisons circuler dans ces enroulements un 
courant identique 7, égal à un ampère, par exemple. Calculons les îlux 
dans ces deux tores. | 


Conformément à la loi du courant total, le champ Æ Le est 


Fig. 69 


2nR 
la même pour les deux tores et ne dépend pas du matériau du noyau 
1:200 
H — 5x0. — 318 A/m. 


Flux dans le noyau non ferromagnétique | 
Dyfm = BS = pou. HS = 1,256. 106.318.2.1074— 8- 1078 Wb. 


Trouvons sur la courbe d’aimantation (fig. 70) pour H - 3184/m 
BÆ 1,02 T. Le flux dans le tore ferromagnétique 


Dj == BS — 1,02:1074.2-= 20,4.1075 Wb. 
20 ,4-103 
— 


Ainsi, le flux dans un tore ferromagnétique est — 2550 plus 


grand que le flux dans le tore non ferromagnétique. 

L'introduction des matériaux ferromagnétiques dans un circuit 
magrétique peut non seulement intensifier le flux magnétique, mais 
également concentrer ce dernier dans une certaine région de 

l’espace et lui conférer une con- 


B(T) figuration déterminée. 
1e es  —. $ 54. Différence de potentiel 
21 SE + —— magnétique. On appelle différence 


de potentiel magnétique entre les 
points a et b d’un circuit magnéti- 
que l'intégrale de ligne du champ. 
magnétique entre ces deux points 


Ÿ 400 600 1200 760 ZA00 2400 2800 3200 3600 b 
H(A/M) 2. 5 
a De \ Hdi. (3.6a) 
a 


Si le long de ce tronçon # est constant et coïncide en direction avec 


l'élément du parcours di, on a H dl — Hdl cos 0° et on peut sortir H 
de sous Île signe d'intégration. Alors 


b 
Unras=H | dl = Hay, (3.6b) 


a 


où /5 — longueur de parcours entre les points a et b. Le potentiel magné- 
tique est. mesuré en ampêres. 

Lorsque le tronçon du circuit magnétique entre les points a et b 
peut être subdivisé en n parties, de manière que pour chacune d'elles 
H = Hasoit constant, on a 


Unor= à Hal. (3.7) 


$ 55. Caractéristiques flux-potentiel magnétique. On appelle caracté- 
ristique flux-potentiel magnétique la variation du flux dans un tronçon 
quelconque d’un circuit magnétique en fonction de la difiérence de 
potentiel magnétique dans ce tronçon 


D — f (Ur). 


Ces caractéristiques jouent un rôle aussi important dans les calculs 
et l’étude des circuits magnétiques que les caractéristiques courant- 
tension des résistances non linéaires dans les calculs et l’étude des cir- 
cuits électriques (voir deuxième chapitre). 
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Les caractéristiques flux-potentiel ne sont pas données lors des cal- 
culs des circuits magnétiques. Avant d’aborder le calcul, il faut cons- 
truire ces caractéristiques en partant des courbes d’aimantation des maté- 
riaux ferromagnétiques faisant partie du 


circuit magnétique en question. _ tr 0, Ur 
$ 56. Construction des caractéristiques — + 
flux-potentiel magnétique. La fig. 71 

représente un tronçon d’un circuit ma- 
gnétique parcouru par le flux ®. Soit /; 
et /, les tronçons de ce circuit, desection S, 
exécutés en matériau ferromagnétique dont la courbe B = ÿ (H) est 
représentée par exemple sur la fig. 70. Dans le tronçon de longueur 6 le 
flux magnétique circule dans l'air. | 

Il faut construire la caractéristique flux-potentiel du tronçon du 
circuit situé entre les points a et b. 

Admettons pour cette construction que: 1) le flux magnétique reste 
constant le long du tronçon situé entre a et b (absence de fuites) et 2) 
la section du flux magnétique dans l’entrefer soit la même que Île long 
des tronçons {4 et {> (absence de l'épanouissement latéral des lignes de 
force dans l’entrefer). | 

En réalité ces deux hypothèses ne sont justifiées que jusqu'à un 
certain point. 

La caractéristique cherchée est construite de la manière suivante. 
Prenons un certain nombre de valeurs pour l’induction B, par exemple, 
0; 0,5; 0,8; 1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; et 1,5 T pour les aciers magnéti- 
ques courants, et trouvons pour chaque valeur de B le champ dans les 
trois tronçons (4, l2 et 6). 

Pour les tronçons en matériau ferromagnétique (tronçons et 2, 
fig. 71) les champs H, — H: (puisque B4 — B2) sont relevés sur la courbe 
d’aimantation. 

Pour les tronçons non ferromagnétiques (tronçon à) 


= 0,8-106Br — 80Bc.* 


Fig. 71 


D me Te 
APR LH ]m 1,256. 10-64 /m 
Ainsi, pour calculer À (en À/m) dans l'air, il faut multiplier l’induc- 

tion (en 7} par le facteur 0,8-10$. 
Calculons le flux ® — BS pour chaque valeur de B et trouvons 

le potentiel magnétique 
Uwob = Hili + Hola + Hs ô. 

En partant des résultats du calcul construisons la courbe D = f (U,). 
Exemple 26. Construire la caractéristique flux-potentiel ma- 


gnétique pour le tronçon représenté sur la fig. 71 pour trois valeurs de 
Ô, à savoir 0, 0,005, et 0,05 cm; l, — 10 cm, lo — 5 cm, S — 5 cm*. 


* Rappelons que dans la majorité des ouvrages publiés jusqu'à 1960 environ 
et consacrés à différents dispositifs magnétiques, l'induction magnétique a été 
les en Gauss (et non pas en Weber par m*) et le champ était exprimée en 

Cm... 
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Solution. Calculons la différence de potentiel magnétique 
entre les points a et b du tronçon du schéma magnétique en question 
pour Ô == 0,005 cm, et B=—0O,5T. 

On relève sur la courbe de la 
fig. 70 : pour l’induction B—0,5T, 
le champ À — 40 A/m. 

Ainsi pour B = 0,5 T H, = 
ÿ=0,085cm —=H;, — 40 A/m. 

À l’aide de l’équation Ur 
= Hil4 + Hols + HG calculons 
Unras = 40 -0,1 + 40-0,05 + 
+ 0,8-0,5-106.5. 1075 — 26 À. 
100 200 800 100 50060 Logo, A Les valeurs de Uxmar pour 
| d'autres entrefers et inductions 
Fig. 72 sont calculées d’une manière 
identique. 
Récapitulons les résultats du calcul dans le tableau ci-dessous : 


| B,T | 0,5 0,8 | 1,0 | 1,1 | 1,2 | 1,3 | 1,4 


PWà) 
k107 


7 d=9 
7 ê=0,005cm 


| 
| D, Wb so co 00-1075 58.10 | 60.1075 | 65.105 | 70-1075 
| 
Hi= y Ain | 40 | 130 | 300 | 440 700 1080 | 1800 
9,6-106 0,4-108 11,2-105 


ÜUmob El 
pou, 4 | 6 0,5 | 45 | 05 | 162 


CE 


Ï 
153 4 | 326 
089 | 2 830 


Umab pour 
8— 0,005 cm, À 


+ oo + 


_26 | 1,5 | 85 ; 10 21 
ab Pour 5 68 


VM 
8=—0,05 cm, A! 206 


H5, A/m 4.105 15410 8.105 | 8,8.105 
970 
l 


339,5 | 445 


En partant des données de ce tableau on a construit les caractéristi- 
ques flux-potentiel magnétique sur la fig. 72, pour trois valeurs de à. 
On voit sur les courbes ainsi obtenues que pour un tronçon ne comportant 
pas d'’entrefer, la caractéristique monte très rapidement. En présence 
d’un entrefer la caractéristique s’aplanit et a une pente moindre. 

$ 57. Lois de Kirchhoïf, appliquées aux circuits magnétiques. Pour 
les calculs de circuits magnétiques, de même que pour les calculs des 
circuits électriques, on peut utiliser la première et la deuxième lois 
de Kirchhoïîf. 
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Première loi de Kirchhoff: la somme algébrique des flux magnétiques 
en un nœud‘quelconque d’un circuit magnétique est nulle. Cette loi 
s'écrit de la manière suivante : 


> D—0. (3.8). 


Deuxième loi de Kirchhoff: la somme algébrique des différences de 
potentiel magnétique le long d’une maille quelconque est égale à la 
somme algébrique des F.M.M. le long de la même maille 


SU = dilw. (3.9) 


La deuxième loi de Kirchhoîf pour les circuits magnétiques n'est 
en réalité qu’une autre forme d’écriture de la loi du courant total. 

Avant d'écrire les équations découlant des lois de Kirchhoîf pour 
un circuit magnétique, il faut choisir arbitrairement les sens positifs 
des flux dans les branches de ce circuit, ainsi que les sens positifs de 
parcours des mailles de ce dernier. 

Si pour un certain tronçon du circuit le sens du flux magnétique coïnci- 
de avec celui de parcours de ce circuit, la différence de potentiel magné- 


tique dans ce tronçon figure dans la somme D'U,, avec le signe +. Si par 
contre, les deux sens sont en opposition, cette différence doit figurer 
avec le signe —. 

De même si la F.M.M. coïncide avec le sens du parcours elle figure 
dans ÿ, /w avec le signe+ et elle y figure avec le signe — dans le cas 
contraire. 

A titre d'exemple écrivons les équations suivant des lois de Kirch- 
hoff pour le circuit magnétique ramifié représenté sur la fig. 75. Ce cir- 
cuit magnétique comporte trois branches et deux F.M.M. 

Considérons la branche gauche comme première et affectons de l’in- 
dice 1 toutes les grandeurs qui s’y rapportent (flux ®;, champ Æ,, lon- 
gueur de parcours dans l’acier Z, longueur de parcours dans l’entrefer 61, 
FMM. Ji). - 

Appelons deuxième la branche moyenne et affectons de l'indice 2 
toutes les grandeurs qui s’y rapportent (flux magnétique D:, champ 
magnétique À, longueur du parcours dans l’acier />, longueur de l’entre- 
fer 0», F.M.M. Law). | | 

Utilisons l’indice 3 pour toutes les grandeurs se rapportant à la bran- 
che droite (flux ®;, longueur du parcours dans le tronçon vertical /3, 
longueur globale du parcours dans les deux tronçons horizontaux L). 

Choisissons arbitrairement le sens du flux dans les diverses branches. 

Supposons que tous les flux (®:, D>;, ®;) soient dirigés de bas en haut 
(vers le nœud a). Le nombre d'équations qu’il faut écrire suivant les 
lois de Kirchhoîf est égal au nombre des branches du circuit (dans le cas 


: + 47 7 


D'après la première loi de Kirchhoîf il faut écrire autant d'équations 
qu’il y a de nœuds dans le circuit, moins un (voir $ 7). 
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Le circuit de la fig. 75 comporte deux nœuds et, par conséquent, 
suivant la première loi de Kirchhoff, il faut écrire une seule équation: 


D,+D,+D;-0. (A) 


6 

D’après la deuxième loi de Kirchhoff il faut écrire autant d'équations 
qu’il y a de branches dans le circuit, moins le nombre d'équations écrites 
suivant la première loi de Kirchhoîff. Dans l’exemple considéré le nombre 
d'équations établies suivant la deuxième loi de Kirchhoïf, est de 3—1 — 2, 

Ecrivons la première de ces équations pour la maille formée par la 
première et la deuxième branche, èt la seconde, pour la maille formée 
par la première et la troisième branche (autrement dit pour la maille 
périphérique). 

Avant d'écrire les équations suivant la deuxième loi de Kirchhoïf, 
il faut choisir le sens positif de parcours des maïlles. Choisissons comme 
plus positif de parcours celui des aiguilles d’une montre. 

Alors l'équation pour la maille formée par la première et la deuxième 
branche est : 


Hits + Hood — Hole — H5,0o = lu, — wo. (h) 


Ici Hs et H52— champs dans les entrefers &, et Ô2 respectivement. 

Les termes H.,l et Hs:02{igurent dans l'équation avec le signe + 
puisque dans Île premier trofiçon le flux ®: est dirigé dans le sens du par- 
cours du circuit. 

Les termes H2l, et Hs2ô2 figurent dans le premier membre de l’équa- 
tion avec le signe—, car ici le flux ®> est opposé au sens du parcours 
du circuit. 

La F.MM. li, figure dans le second membre de l’équation avec 
le signe+, car elle est dirigée dans le sens du parcours du circuit. Par 
contre la F.M.M. J,w, figure dans le second membre de l'équation avec 
le signe—, puisqu'elle est dirigée à l'encontre du parcours du circuit. 

Ecrivons l'équation pour la maïlle périphérique, formée par la pre- 
mière et la troisième branche: 


Hal + Had — Hok — Hols = Lio. (C) 


Nous ne résoudrons pas le système de trois équations (a, b, c) à trois 
inconnues (D, D, D), car nous donnerons au $ 61 une solution du 
problème en question par une méthode plus rationnelle que celle basée 
sur l’utilisation directe des lois de Kirchhoff, à savoir par la méthode de 
deux nœuds. 

$ 58. Extension aux circuits magnétiques de toutes les méthodes vala- 
bles pour le calcul des circuits électriques à résistances non linéaires. Nous 
avons examiné en détail au second chapitre les différents modes de cal- 
cul des circuits électriques à RN. Toutes ces méthodes sont également 
applicables au calcul des circuits magnétiques, puisque les circuits 
magnétiques et électriques sont régis par les mêmes lois — celles de 
Kirchhoïîf. 
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Le flux dans un circuit magnétique est l’analogue du courant dans 
un circuit électrique. L’analogue de la F.E.M: est la F.M.M. L’analogue 
de la caractéristique courant-tension d’une résistance non linéaire est 
la caractéristique flux-potentiel magnétique d’un tronçon de circuit 
magnétique. | 

$ 59. Calcul de la F.M.M. d’un circuit magnétique non ramifié à par- 
tir d’un flux donné. On considère comme donnés : la configuration et les 
dimensions du”circuit magnétique, la courbe (ou les courbes) d’aiman- 
tation du matériau ferromagnétique et le | 
flux magnétique ou l’induction dans une 
section quelconque du circuit. 

On cherche la F.M.M., le courant ou. 
le nombre de spires de ‘l’enroulement 
d'aimantation. 

Le calcul est à exécuter dans l’ordre 
suivant : 

1. Divisons le circuit magnétique en 
un certain nombre de tronçons de section 
constante et déterminons les . longueurs 
l, (m) et les sections S; (m°) de ces tron- 
çons. Les longueurs des tronçons sont cal- 
culées le long de la ligne de force moyenne. 

2. En partant de la constance des 
flux le long de l’ensemble du circuit, 
de la valeur donnée de ce flux et des 


sections S;, trouvons les inductions ma- Fig. 73 
ghétiques dans chaque tronçon 
bp. . 


is. 


8. Calculons d’après la courbe d’aimantation le champ A, pour les 
tronçons ferromagnétiques du circuit magnétique considéré. 
Trouvons le champ dans l’entrefer à l’aide de l’équation 


Ham = 0,8 105By. (3.10 


4. Calculons la somme des différences de potentiel . magnétique 
le long de l’ensemble du circuit magnétique Z2H,l, et conformément 
à a du courant total écrivons que cette somme est égale au courant 
total Zw : 


D Hlr = lw. 


Pour ce calcul nous avons admis que le flux magnétique reste cons- 
tant le long de l’ensemble du circuit magnétique. En réalité une faible 
portion du flux se ferme toujours en dehors du circuit principal. Ainsi, 
par exemnle, pour le circuit magnétique de la fig. 67, le flux sortant 
du noyau gauche suit dans l’essentiel le parcours macbn, maïs une faible 
partie du flux emprunte le parcours mgn, dans l’air. Le flux qui se ferme 
sans suivre le parcours principal est appelé flux de fuites. 
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Exemple 27. Les cotes du circuit magnétique sont données en 
millimètres sur la fig. 73. La courbe d'aimantation est représentée sur 
la fig. 70. Trouver le courant qui doit circuler dans l’enroulement compre- 
nant wæ — 500 spires pour que l'induction magnétique dans l’entre- 
fer soit égale à 1 T. 

Solution. Divisons le circuit magnétique en trois tronçons: 


h=l+t 30cm; Si—A4,5cm'; Lb—=13,5 cm; S;=6 cm. 


L'entrefer : 
Ô — 0,01 cm , Se —= Si —= 4,5 cm. 
L'induction : 
Bi=Bs=I1T. 
Nous trouverons l'induction dans le tronçon /, en divisant le flux 
D — B;Ss par la section S: du deuxième tronçon . 


Le champ dans les tronçons /, et /, est calculé à l’aide de la courbe 
d'aimantation (fig. 70) pour les valeurs connues de B; et B: 


Hi=300 Alm, H:=115 A/m. 
Le champ dans l’entreier 
Ha = 0,8. 106Bs — 0,8: 105.1 —8:105 A/m. 


Calculons la différence de potentiel magnétique le long de’ l’ensemble 
du circuit magnétique 


S'Haly = Hili+ Hola + Hg: d— 300-0,3+ 115-0,135 + 
+ 8.105.10 4— 185,6 A. 
Le courant cherché dans l'enroulement 


p= Zur _185,6 6 371 À. 


w 500 
$ 60. Calcul du flux dans un circuit magnétique non ramifié à partir 
d’une F.M.M. donnée. On connaît les cotes du circuit magnétique, la 
courbe d’aimantation et le courant total: Trouver le flux ou l'induction. 
Pour résoudre ce problème il faut construire la courbe du flux en 
fonction de > H;l;, et trouver sur cette courbe le point de fonctionne- 


ment. 
Exemple 28. Calculer l'induction magnétique dans l'entreier 


du circuit magnétique du problème précédent si /w est égal à 350 À. 

Solution. Prenons pour les valeurs de B4 dans l’entreier 0,5 ; 
1,1; 1,2 et 1,3 T et pour chacune d’elles calculons D H:/,, comme nous 
avons calculé >, Hal, pour Bs — 1 T dans le problème précédent. Résu- 
mons nos calculs dans le tabieau suivant : 
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B;s, T Æ PE 1 [ou L,2 1,3 

By T es) s |: Lou 1,2 | 1,3 
Em ——— ee © — — s | 
Bz, T E 0,375 Jos | 0,895 | 0,9 | 0,975 
RE  - RE | 
H:, Am |: o | o 700 ne m | 
Ha, Am DE s | « o | 2qu | 3H S 
He, Am 4.105 8,8-105 | 9,6-105 ‘10,4. 105 . 

:ZHpls, À | 58,3 | 246,3 | 333 | 450,5 
D, Wb 22,5.1075 49,5.1075 54.105 58,5-1075 


En partant des données figurant dans ce tableau, construisons la 
courbe de ® — f (ZHzl»), représentée sur la fig. 74 et trouvons sur 
cette courbe pour /w — 350 
que D = 55-10-5 WB6. Par con- M | 
séquent, Le nano pie dl 


$ 61. Calcul d’un circuit ma- 
gnétique ramifié par la méthode de 
deux nœuds. Nous avons déjà 
signalé qu'on peut employer pour A A 
le calcul .des circuits magnétiques 0 50 100 150 200 250 300 550 EHkly,a 
ramifiés toutes les méthodes Fig. 74 
examinées au deuxième chapitre. 

À titre d'exemple exposons le calcul du circuit magnétique ramifié 
représenté sur la fig. 795, par la méthode de deux nœuds. 

Exemple 29. On part des données suivantes : cotes du circuit 
(mm) ; courbe d’aimantation, représentée sur la fig. 70; Ju = 800 À ; 
Jrw2 = 300 À, entrefers 6; — 0,05 mm et 62 — 0,2 mm. 

Calculer les flux magnétiques dans toutes les branches du circuit ma- 
gnétique considéré. 

Solution. Désignons, de même que pour le schéma de la fig. 40, 
les nœuds par les lettres a et b. Fixons comme sens positif des flux ®, 
D>, D; celui allant vers le nœud a. Construisons la courbe du flux M: 
en fonction de la différence de potentiel magnétique dans la première 
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branche (courbe 7, fig. 76). Pour la construire, prenons un certain 
nombre de valeurs numériques arbitraires de D; et pour chacune de ces 
valeurs, calculons l'induction B; et ensuite, en utilisant la courbe d’ai- 

Premiere branche troisième branche mantation, le champ magnéti- 

\ S que À, pour le parcours dans 

l'acier le long de la première 
branche. 
HAPENe Le potentiel magnétique 
dans le premier tronçon est 
Ù y: — Hil + 0,8-10$B,0: : ici 
di = 0,24 m — la longueur du 
parcours dans l'acier le long 
de la première branche. 

Calculons ainsi pour chaque 
valeur du flux D, les valeurs 
de UÜ y1 et, en partant des points 
ainsi obtenus, construisons la 
courbe D, = f (Ur), courbe 1 
de la fig. 76. 

Construisons d’une manière 
identique les courbes D: — 
f (Une) — courbe 2; Umwa= Halo + 0,8-105 B282; Le = 0,188 m — 
longueur du parcours dans l’acier le long de la deuxième branche. La 
courbe 3 représente la fonction D3 = f (Um); Une = Hi + Hib: ici 
.&0,1met 4 & 0,14 m. Ces lon- 
gueurs correspondent aux tronçons ” 
de la troisième branche, et leurs 
sections sont de 9 et 7,5 cm°. 

Le schéma du circuit magnéti- 7/25 
que de la fig. 75 est analogue, au 05: 
point de vue formel, au schéma du 
circuit électrique non linéaire de 
la fig. 40. 50 

Les flux magnétiques D, et D: 
du ER een de la fig. 75 
sont les analogues des courants /; #00 200 300 400 500 600 0 600 0 
et /2 du eut électrique de la Rd 7: 
fig. 40. Fig. 76 

La F.M.M. J'sui est l’analogue de 
la F.E.M. ÆE1. La variation du flux magnétique ®;, dans la première 
branche du circuit magnétique, en fonction de la différence de poten- 
tiel magnétique Um: le long de la première branche [M = f (Uwa1)l 
est l’analogue de la variation du courant, dans la première branche, 
en fonction de la chute de tension dans la résistance de cette branche 
[Z, — à (U:)1, etc. - 

Utilisons cette analogie pour le calcul des flux ®,, M2, D3. A cette 
fin construisons les courbes nécessaires, entièrement analogues aux 
courbes de la fig. 43. 


Fig. 75 


S 
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Rappelons que les courbes de la fig. 48 représentent les courants, 
circulant dans les diverses branches du circuit, en fonction non pas des 
chutes de tension (U1, Uz:, U3) le long de ces branches, mais de la ten- 
sion UV, entre les deux nœuds (a et b) du circuit de la fig. 40. 

En conséquence, introduisons dans le calcul la différence de poten- 
tiel magnétique entre les nœuds a et b: 


Unrav = Pa — Pub: 


Exprimons le potentiel magnétique du point a (œw.) en fonction du 
potentiel magnétique du point b (pme), en effectuant le parcours du point 
b vers le point a d’abord le long de la première branche, ensuite de la 
seconde et enfin de la troisième. 

Pour la première branche (WE 

Pa = Pub —(Hih + Hoiô1)+ li. | 
Ici Hil + H 104 —= U yr1 est Îla 2’ 
différence de potentiel magné- “X 
tique dans la première branche. NX 
Nous avons placé lesigne— devant .. 
la parenthèse car Îe potentiel  -400 Xz® | 300 Vygg (À) 
magnétique baisse lorsqu'on se \ 
déplace dans le sens du flux, de È 
même que le potentiel électrique 
lorsqu'on se déplace dans le sens 3 

du courant; si le parcours se Fig. 77 

faisait à l'encontre du flux, le 

potentiel magnétique augmenterait et il faudrait placer le signe+ 
devant la parenthèse. Nous avons placé le signe+ devant /;w1, parce 
qu'en se déplaçant du point b vers le point a nous effectuons le parcours 
dans le sens de la F.E.M. Z;w:. Ainsi pour la première branche nous avons 


Uno = Puma — Qmb = — Ua + Lits (a) 


. 120 TS 
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où 
Uni = — Uma + lis. 


De même pour la deuxième branche (en se déplaçant de b vers a dans 
le sens du flux ®, et dans celui de la F.M.M. Ju») nous avons 


Use = — Urrab + 1300. (b) 
Pour la troisième branche (qui ne comporte pas de F.M.M.) 
Ua — — Uyab (c) 


La solution graphique du problème est représentée sur la fig. 77. 
Sur cette figure la courbe 7 représente D, = f (Um 2); la courbe 2 — 
— De = f (Um av); la courbe 8 — D; — f (Um av). Ces courbes ont 
été construites de la même manière que les courbes correspondantes 
de la fig. 43. L'origine de la courbe 7 est déplacée au point Um.ab = 
—= uw, = 800 À. L'origine de la courbe 2 se trouve. au point Um 45 = 
— fowz — 300 À. La courbe 723 représente la courbe 4, + ®, + D; — 
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— f (Um ot). Elle coupe l'axe des abscisses au point m. Traçons une 
verticale en partant du point " et trouvons ainsi les flux dans les trois 
branches : 


Di= 126,2.105Wb; D, —95.10 6 Wb; Ds— — 101,2: 105 Wb. 


À la suite du calcul les flux ®: et ®, se sont avérés négatifs; ceci 
signifie qu’en réalité ces flux sont dirigés en sens inverse des sens posi- 
tifs choisis pour ces flux et indiqués par des flèches sur la fig. 75. 


Examinons les modifications apportées aux courbes de la fig. 77 si le sens 
d’une des F.M.M. s'inversait par suîte de l’inversion du sens du courant dans son 
enroulement (par exemple). Supposons, par exemple, que le sens de la F.M.M. Jou 
se soit inversé. Dans l'équation (b) la F.M.M. eu, figurera alors avec un signe —, 
Ceci se manifestera au cours de la construction par le déplacement de la courbe 2 
de la fig. 77 à gauche, parallèlement à elle-même, de manière à couper l’axe 
des abscisses non pas au point Umaob — 390 À, mais au point Umace — — 300 À 
(voir la courbe 2?’ en pointillé de la fig. 77). Les courbes 1 et 3 restent inchangées, 
mais la courbe résultante O4 + Do + Da = f (Unrar) sera évidemment différente. 


$ 62. Comment obtenir un aimant permanent ? Prenons un tore fermé 
(un noyau toroïdal) en matériau magnétique dur. Pratiquons-y deux 
saignées radiales très fines à une distance à i’une de l’autre (fig. 78, a). 
Laissons en place pour l’instant 
le morceau du tore ainsi découpé. 
Ensuite, bobinons un enroulement 
sur ce tore et faisons circuler dans 
cet enroulement un courant sufi- 
fisant pour aimanter le tore 
jusqu'à saturation. Après ceci 
coupons le courant et déroulons 

a b) l’enroulement. Le tore se trouvera 

É | aimanté. L'aimantation du tore 

Fig. 78 est le résultat du fait que les 

moments magnétiques des do- 

maines d'aimantation spontanée ont conservé l'orientation, qui leur 
avait été communiquée par l’action du champ extérieur. 

Le flux magnétique dans le corps du tore est déterminé par la somme 
des moments magnétiques de l’ensemble du tore. 

Enlevons maintenant du tore le morceau précédemment découpé 
(fig. 78, b). 

Le volume de la substance aimantée se trouvera ainsi diminué du 
volume de la partie enlevée, et le flux magnétique dans le corps du 
tore sera de ce fait également diminué. 

Un ilux magnétique continuera à circuler dans l’entrefer du tore, 
même en l'absence sur ce dernier d’un enroulement parcouru par un cou- 
rant: le dispositif ainsi réalisé est un aimant permanent. 

$ 63. Calcul du circuit magnétique d’un aimant permanent. La valeur 
de l'induction magnétique dans l'entrefer d’un aimant (B6) dépend 
du rapport entre la longueur & de cet entrefer et la longueur de la partie 
ferromagnétique de l’aimant L, (fig. 78, b). Désignons par : Hs — champ 


$2 


dans l’entrefer ; B, — induction magnétique dans le corps de l’aimant ; 
H, — champ magnétique dans le corps de l’aimant. 

Calculons les deux inconnues B, et H., en supposant connues la 
courbe de désaimantation du matériau ferromagnétique, l'épaisseur 
de l’entrefer 6 et la longueur /.. L’une des relations entre ces valeurs 
(relation non linéaire) est donnée par la courbe de désaimantation 
(fig. 79) *. L'autre relation (linéaire) i 
découle de la loi du courant total. : 87) 

En eïfet, en partant de la loi du 
courant total, on peut écrire: 


& Hdi= Hel+ Hoô = 0. (3.11) 


Le second membre de (3.11) est nul. 
Ceci s'explique par l'absence sur 
l’aimant permanent d’un enroulement — 
parcouru par un courant. Mais “8000-6000-4000-2000 0 H,(A/m) 


Hem = 0,8: 105. B&T, Fig. 79 
Si l'entrefer est siffusamment petit, on peut en première approxima- 


tion admettre qu'il n'existe pas de flux de fuites et que B.S. — Ba. 
Ici S. — section de l’aimant et Ss — section de l’entrefer 


| £. 
Bo= Be <e 
et 
H5—0,8:105. Be — 0,8: 10 _ Be. 


En introduisant H dans (3.11), nous obtenons 


Heaym= — NBer: (3.12) 
où 


N=0,8-10%.7<e (3.13) 


Le coefficient NW, qui dépend des dimensions géométriques, est appelé 
facteur de désaimantation **. 

Pour calculer H, et B, construisons sur la fig. 79 une droîte d’équa- 
tion (3.12). Au point d’intersection de cette droite avec la courbe de 
désaimantation, les deux relations entre B, et H,, auxquelles est subor- 
donnée la solution du problème, se trouvent satisfaites. 

Exemple 30. Calculer B,, Ba, et H3 pour un aimant permanent 
de la fig. 78, b avec R = 5 cm, Ô = 1 cm. La courbe de désaimantation 
est représentée sur la fig. 79. 


* H — FH, est négatif en abscisses de Ia fig. 79, à gauche du point OC. 

## Cette désignation du facteur N rappelle qu’en l’utilisant on peut calculer 
la désaimantation (la diminution du flux magnétique’ dans le corps d’un aîmant) 
nee l'introduction d’un entrefer dans le circuit magnétique d’un aimant perma- 
nent. 


6* 83. 


Solution. Si on néglige l'épanouissement latéral des lignes 
de force magnétiques dans l’entreler, on a Ss — S.. Dans ces conditions 


le facteur de désaimantation N — 0,8.—7— — 263-10*. Construisons 


sur la fig. 79 la droite Oa, de l’équation H, = — 263-10?.B.. 

Au point a d’intersection de cette droite avec la courbe de désaiman- 
tation on a B, = 0,3 T. La même induction existe égalernent dans l’en- 
trefer. Le champ dans le corps de l’aimant H, — — 8 000 A/m. Le 
champ dans l'air Hs — 0,8:106-0,3 — 24.104 A/m. | 

$ 64. Droite de recul et coefficient de recul. Remplissons partielle- 
ment l’entrefer ô sur une longueur /% (fig. 78, b) en y introduisant 
un morceau de matériau magnétique doux. Sous l’effet du champ de 
l’aimant permanent le morceau introduit s’aimantera et le flux dans 
le corps de l’aimant augmentera. 

Du fait de l'existence de l’hystérésis, l’état magnétique de l’aimant 
permanent Varie non pas suivant le tronçon ab (fig. 79) de la courbe 
de désaimantation, mais suivant la branche inférieure ac du cycle partiel. 

Pour simplifier les calculs on remplace habituellement ce cycle 
partiel par une ligne droite réunissant ses sommets. Cette ligne est appelée 
droite de recul. | 

La tangente de l'angle de pente de la droite de recul par rapport à 
l’axe des abscisses est appelée coefficient de recul. Les valeurs numéri- 
ques de ce coefficient pour divers matériaux magnétiques durs sont don- 
nées dans les manuels concernant les aimants permanents. 

Désignons la [longueur de l’entrefer restant par 61 (fig. 78, b) 


Ô = Ô— lue 
et, en vertu de la loi du courant total, écrivons 
He . Hs101 + lee — 0. 


Le champ dans un matériau magnétique doux Hy. étant nettement 
plus faible que Île champ dans un matériau magnétique dur et dans 
l’entrefer pour la même valeur d’induction magnétique, nous pouvons 
négliger le terme Hwelme par rapport aux autres termes. Nous obtenons 
ainsi 

Han -DeniDen (3.12) 
C 1 Le Sg cT'° . 

L'état magnétique d’un aimant permanent est déterminé par l'inter- 
section de la droite de recul avec la droite d'équation (3.12”). | 

Exemple 31. L’entrefer de l’aimant de l’exemple 30 a été dimi- 
nué de moitié. Trouver la valeur de l'induction dans cet entrefer. 

Solution. Trouvons N = 131,5-10?. La droite OA de la fig. 79 
coupe la droite de recul au point d. Par conséquent, BQ = 0,47. La 
même induction existe dans l’entrefer, puisque S5 = S.. 

Ainsi, une diminution de l’entrefer, passant de la valeur à à la valeur 
84, a entraîné une augmentation de l'induction magnétique dans cet 
entrefer de 0,3 à 0,47. 
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Si on obtient l’entrefer 6, non pas en réduisant sa longueur de Îa 
valeur initiale 6 à la valeur &,, comme ceci a été fait dans l’exemple 
précédent, mais en découpant dans le corps du tore aimanté un morceau 
de longueur 64, l’état magnétique de ce nouveau aimant est déterminé 
par l'intersection d du rayon OÀ avec la courbe de désaimantation 
baH.. Dans ce cas B, — Bs — 0,487, c'est-à-dire qu’elle a augmenté 


par rapport à l'induction magnétique de l'exemple 31 de me +100 — 


— 20%. 

Cet exemple montre nettement que le flux magnétique dans un aimant 
permanent dépend non ‘seulement de la valeur de l’entrefer, mais éga- 
lement de la manière dont cet dernier a été obtenu. 

$ 65. Réluctance et perméance d’un tronçon de circuit magnétique. 
Loi d’'Ohm pour un circuit magnétique. Par définition, la différence de 
potentiel magnétique Ur — HI, mais 


en 
_ Molr  LourS 
Ici D — flux et S — section du tronçon, Par conséquent, 
l | 
Uu= ss = Ru (3.14) 
L'équatiôn (3.14) est appelée loi d'Ohm pour un circuit magnétique : 
l 


Cette équation relie le potentiel magnétique’ U}, et le flux D; Ry 
est appelé réluctance du tronçon de circuit magnétique. L’inverse de la réluc- 
tance est appelée perméance : 

| 1 rS 
Ga == (3.16) 

On sait que la caractéristique flux-potentiel d’un tronçon de circuit 
magnétique n’est pas linéaire dans le cas général. Par conséquent, R;, et 
Gw sont des fonctions du flux magnétique. Il s'ensuit qu’on utilise 
les notions de Rx et Gy dans la pratique seulement lorsque le circuit 
magnétique dans son ensemble ou l’un de ses tronçons, pour lesquels on 
calcule Ry et Gy, ne sont pas saturés. Ceci arrive le plus souvent lorsqu'il 
existe dans le circuit magnétique un entrefer suffisamment grand, re- 
dressant la caractéristique flux-potentiel du circuit magnétique dans 
son ensemble ou dans l’un de ses tronçons. | 

Exemple 32 Trouver Ry de l’entrefer d’un aimant permanent 
et, en partant de là, le flux magnétique pour : ô — 0,5 em, et section 
de l’entrefer S = 1,5 cm°. Le potentiel magnétique dans l’entrefer est 
de 1920 À. 

Solution. 


.10— 
Re = = "ST 2 0,256. 10H21. 
Por 1,286. 105-.1.1,5-1074m2 


Um 1920 


D Ru  0,265-108 


— 7230: 1078 WE. 
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CHAPITRE IV 


_ INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE ET FORCES 
MÉCANIQUES AGISSANT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


$S 66. Phénomène d’induction électromagnétique. Le phénomène 
d’induction électromagnétique est l’un des phénomènes les plus impor- 
tants observés dans un champ magnétique. Conformément à ce phéno- 
mêne, toute variation d’un flux magnétique à travers un circuit quelcon- 
que, indépendamment de la cause de cette variation, induit une force 
électromotrice e dans ce circuit. 

L'expérience montre que la F.E.M. e induite est directement pro- 
portionnelle à la vitesse de variation du flux magnétique Ÿ à travers 
le circuit 
—+.. (4.1) 

Le flux total ÿ à travers un circuit est égal à la somme algébrique 
des flux à travers toutes les spires constituant ce circuit * 


D= Di+ D Dit... +. (4.2) 


Si toutes les spires de l’enroulement w sont traversées par le même flux 
O, on a 


Ê —= 


Ÿ = wo. (4.3) 


Du fait que le nombre des spires w est une grandeur sans dimensions, 
le flux total est exprimé en les mêmes unités que le flux lui-même. Il 
importe de faire ici deux observations concernant l'équation (4.1). 


Le LUI re 


Ù 


Maille 


Jens positif de La 


‘ FEM induite a=wi) L « 


= 
Sens reel de Lx FEM 
induite 


o ;) 
Fig. 80 


Première observation : 9 est le flux total ou résultant à travers une 
maille du circuit ou l’ensemble d’un enroulement ; il est créé non seule- 
ment par un flux extérieur par rapport au circuit considéré, mais égale- 
ment par le flux propre, traversant ce circuit lorsqu'un courant électri- 
que y circule. 


*# Certains auteurs appellent également le flux total « encerclement de flux », 
suivant le terme anglais « flux linkage », 
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La deuxième observation concerne le signe —. Le signe — est uti- 
lisé dans (4.1) du fait qu'il est convenu de lier le sens positif pour la 
F.E.M. induite et le sens positif des lignes d'induction magnétique, 
traversant le circuit en cas d'augmentation du îlux, par la règle du 
tire-bouchon. | | 

Si on tourne un tire-bouchon de manière que sa pointe se déplace dans 
le sens des lignes de force magnétiques lorsque Îe flux augmente, le sens 
positif pour la F.E.M. induite coïncide avec le sens de rotation de ce 
tire-bouchon. 

Le signe — figure dans le second membre de l’expression (4.1) pour 
faire correspondre le sens réel de la F.E. M. dans les conditions mention- 
nées ci-dessus avec le sens choisi comme positif pour cette F.E.M. 

La fig. 80, a illustre ce qui vient d'être dit. 

Exemple 33. Etablir l’équation pour le calcul de la F.E.M. dans un 
enroulement à w spires, bobiné sur un cadre rectangulaire de surface S. 
Ce cadre tourne à la vitesse angulaire w dans un champ magnétique uni- 
forme d’induction B = Be ct (80, b). 

Calculer la valeur numérique de la F.E.M. e pour of — _ s Bo = IT; 
a = 1051; S — 4 cm”; © =, 31,4 s-1; w — 100. | 

Solution. Flux total à travers l’ensemble de l’enroulement 

d = wD =wBS cos a = wB,Se "cos of. 
Ici l’angle « — œf est l’angle formé par le plan du cadre avec le plan 
horizontal | 
e= —#2— — BySw (— ae %* cos of — we" sin of) = 
— B,Swe”%* (a cos œf + vw sin of). 

Calculons la valeur numérique de e pour Of = —- : 
=: at=0,5; e—1-4-1074.100e-0:5.31,4 — 0,761 V. 

Le calcul d’une F.E.M. induite dans un conducteur de longueur di, 
coupant les lignes de force magnétiques d’un champ invariable dans le 
temps est habituellement effectuée à l’aide de l’expression 

de = B (dix oi. (4.4) 
Ici de — F.E.M. dans le tronçon du conducteur de longueur dl}; v — 
vitesse de déplacement du conducteur par rapport au champ magnétique. 

Dans l’expression (4.4) l'induction B est multi pliée scalairement par 


le produit vectoriel de di et v. | 
S'il résulte du calcul à l’aide de l’expression (4.4) que la F.E.M. est 
positive, cela signifie que la F.E.M. de est dirigée dans le sens positif 


de l’élémerit d{ du conducteur. 

L'expression (4.4) est également valable pour le calcul d'une F.E.M. 
en cas de déplacement d'un conducteur dans des champs magnétiques 
uniforme et non uniforme, pourvu que le champ magnétique reste inva- 
riable dans le ternps. 
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Lorsqu'un conducteur de longueur { se déplace dans un champ uni- 
forme, il est plus commode de calculer la F.E.M. à l’aide de l’expression 


e = Blu,. (4.5) 


Ici B — induction du champ uniforme, { — longueur de la partie active 
du conducteur (celle qui coupe les lignes de force magnétiques) et v, — 
composante normale (perpendiculaire) au champ magnétique de la 
vitesse du mouvernent du conducteur. 

Le sens de la F.E.M. induite, calculée à l’aide de (4.5), est déterminé 
d’après la règle de la main droite décrite dans le cours de physique: 
si on place la main droite de manière que 
l'induction magnétique pénètre dans la 
paume de la main et que le pouce redressé 
soit dirigé selon la composante normale de 
la vitesse du conducteur, la F.E.M. induite 
dans ce conducteur coïncide avec la direction 
des quatre autres doigts tendus de la main 
droite. ; 

*# * 

On peut démontrer que l'expression (4.1) peut 
être déduite de (4.5). À cette fin rapportons-nous 
à la fig. 81 et effectuons certaines opérations. 

La fig. 81 représente un champ magnétique 
non uniforme dirigé normalement à la surface du 
dessin. Un conducteur de longueur 7, faisant partie d’un certain circuit, peut se 
déplacer dans ce champ. Composante de la vitesse du conducteur, normale au champ, 


_ 8x 
dr? 
où x — coordonnée dans le sens de v,. Une F.E.M. est induite dans le tronçon 


du conducteur de longueur d!; calculons cette F.E.M. à l’aide de (4.5); substituons 
dt à l: de — Bu, di. La F.E.M. dans un conducteur de longueur 1 


1 l 
ai \ B dx di 

£ — Btn — À dt ‘ 
0 0 


Un 


Le produit dxdl est la surface élémentaire dS traversée par le flux magnétique et 
l 


\ BdS — d©® est l’accroissement du flux dans le circuit considéré. 
e/ 


0 


Ainsi la valeur numérique de la F.E.M. est égale à 2 . Du fait que le sens 
positif pour une F.E.M. induite et le sens positif des lignes d’induction en cas 
d’accroissement du flux sont liés par la règle du tire-bouchon, il ne faut pas oublier 
d'introduire le signe —. En définitive (pour w = I | 


d® 


DE T1 


+ 
* & 
Expliquons le phénomène d’induction d’une F.E.M. aux extrémités d'un 


conducteur se déplaçant dans un champ magnétique en faisant appel à la notion 
des iorces de Lorentz. 
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Il était dit au cours de physique que les charges se déplaçant dans un champ. 
magnétique subissent l’effet des forces mécaniques, proportionnelles à la valeur 
de ces charges et à la composante de la vitesse, perpendiculaire aux lignes de force 
du champ magnétique. Ces forces sont appelées forces de Lorentz. La force agissant 


sur [a charge électrique g, se déplaçant à la vitesse v daris un champ magnétique 


— — 
à induction B est égale à q (v X B). | 

Si un conducteur quelconque se déplace dans un champ magnétique de 
manière à avoir une composante de vitesse perpendiculaire aux lignes de force de 
ce champ, les charges positives et négatives, entrant dans la composition des ato- 
mes et des molécules de ce conducteur, subissent l’effet des forces de Lorentz. 

Les forces appliquées aux porteurs des charges négatives agissent dans um 
certain sens et celles appliquées aux porteurs des charges positives agissent en 
sens contraire. | | 

Si le conducteur se déplaçant dans un champ magnétique est en métal, il se 
forme à l’une de ses extrémités, grâce à la facilité de mouvement dans ce conduc- 
teur des porteurs de charges négatives (d'électrons libres), un excédant de charges 
négatives ef à son autre extrémité un défaut de charges négatives ( c’est-à-dire 
un excédent de charges positives). 

En d’autres termes, une séparation des charges aura lieu dans un conducteur 
métallique, grâce aux forces de Lorentz agissant sur les porteurs des charges dans 
ce conducteur. Des charges positives excédentaires apparaîtront à l’une des extré- 
mités du conducteur et des charges négatives s’accumuleront à l’autre. 

Le phénomène de la séparation des charges dans un conducteur, se déplaçant. 
dans un champ magnétique, n’est que le phénomène d’induction d’une F.E.M. 
dans ce conducteur. | 


$ 67. Phénomène d’auto-induction et F.E.M. d’auto-induction. Induc- 
tance. Le phénomène de production d’une F.E.M. dans un circuit quel- 
conque .du fait de la variation du courant circulant dans le même circuit 
est appelé auto-induction. La F.E.M. induite est appelée F.E.M. d’auto- 
induction. La F.E.M. d’auto-induction est désignée par e,. Pour la 
calculer, il faut différentier le flux total traversant le circuit produit 
par le courant à circulant dans ce circuit. | 

L'expérience a montré que pour des circuits (des bobines) à noyau 
non ferromagnétique ou pour les bobines à noyaux en magnétodiélec- 
rique pour lesquelles u, est pratiquement constant et ne dépend pas 
du champ magnétique, le flux magnétique total traversant ces circuits. 
est proportionnel au courant à, c'est-à-dire 


= Li. (4.6) 


Le coefficient de proportionnalité L entre + et £ est appelé inductance 
propre (coefficient d’induction propre) de la maïlle ou inductance tout 
court. L’inductance utilisée comme un élément du schéma. de remplace- 
ment d’un circuit réel permet de tenir compte pour les besoins 
de calcul du phénomène d’auto-induction et du phénomène d’accumula- 
tion d'énergie dans le champ magnétique d’une bobine. 

L'inductance L dépend des dimensions géométriques du circuit 
(de la bobine) et du nombre de spires w, mais ne dépend pas du courant 
circulant dans la bobine ; L est mesuré en V-s/A = Qs = henry (H): 

d di 


vd 
a &Ui=E 


8% 


et 
_. (4.7) 
Ainsi la F.E.M. d’auto-induction dans une bobine est proportion- 
nelle à la vitesse de variation du courant dans cette bobine ; la F.E.M. 
d'auto-induction est nulle si le courant ne varie pas. 
Le sens positif de la F.E.M. coïncide avec le sens positif du courant. 
Le Signe — figurant dans (4.7) indique que la valeur instantanée 
de la F.E.M. est négative, lorsque l'accroissement du courant est posi- 


tif (lorsque $> 0). 


Ex — ==, 


Pour les bobines à noyau ferromagnétique le flux total 14 (i) à travers ces 
bobines est une fonction non linéaire du courant, et [a F.E.M. d’auto-induction, 
conformément aux règles de différentiation d'une fonction est: 


(4.8) 
dy 


La dérivée PT est appelée inductance différentielle propre ou inductance diffé- 


rentielle tout court et est désignée par La. | 
L'inductance dynamique est fonction du courant. Pour calculer e, en fonction 


du temps à l’aide de (4.8) il faut construire la courbe Ly = À — f (ë) et déter- 


miner les valeurs de = soit par voie analytique, soit 
par différentiation graphique de i= f(f) en fonction 
du temps. | 


La valeur de €, s’obtient en multipliant S par 


de ces valeurs étant prises à l’instant considéré é. 


Exemple 34. Calculer l’inductance d’une 
bobine enroulée uniformément sur un tore de 
section rectangulaire (fig. 82). Rayon intérieure 
du tore R, — 4cm, rayon extérieur R: = 6 cm. 
Hauteur du tore h — 2 cm. Nombre de spires 
w — 1000, u, — 80 (le tore est en matériau ma- 

Fig. 82 onétodiélectrique). 
Solution. Le champ dans un tore, con- 
formément à la loi du courant total vaut: 


Iw 
H=— QnR ° 


Le flux à travers la tranche kdR, hachurée sur la fig. 82, est 


dD = Bh dR = MP GR. 


Le flux total 


R£ 
- __Hou/wh © dR __uour/wh,  R: 
D=\4dD= On \ R 2n Ri 
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Le flux magnétique totale à travers les spires de la bobine 


d—wD, 
L’inductance 
= he PRE In Re. (4.9). 


Par conséquent, 
10002. 1,256. 106.80-2. 1072 
EL ="  ————— ———— ;n 
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. Exemple 35. Un courant i—/, sin of circule dans la bobine 
de l'exemple 34. Calculer la F.E.M. d’auto-induction dans cette bobine 
pour /, = 0,1 À et © — 10 s-1. 
: Solution. 


El = LS — Lim COS of; 
ez = —10%.0,131-0,1 cos ot — 13,1 cos œfV. 


Exemple 36. Calculer l’inductance d’une 
iigne de transport d’énergie à deux conducteurs 
de longueur { — 10 km, la distance d entre les 
conducteurs étant de 2 m. Diamètre des conduc- 
teurs : 12 mm. 

Solution. La ligne bifilaire (fig. 83) 
représente pour ainsi dire une spire unique trés 
grande, parcourue par le courant i — Î. 

Le champ dans l’espace entre les conducteurs Fig. 83 
en un point quelconque, situé sur une droite 
raccordant les axes des conducteurs, est créé par les deux conducteurs 
et est égal à la somme des champs, chacun étant calculé suivant la loi 
du courant total : 


À =0,1381H. 


adS=lar 


I 
Het (à —%) ? 


où: d—r>x>r. Le flux à travers la surface élémentaire dS — {dx 
est 


bi 
dD= BdS = Bl dx = (+ + —) dx. 
Le flux total * 
d—r r 


om (T es (émis 


Sidÿr,ona 
D & HAE In 2 
Ta 


* On néglige en résolvant ce problème le flux total circulant dans les conduc- 
teurs eux-mêmes. 
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et 
L= += tt me. (4.10) 
Et en substituant aux symboles leurs valeurs numériques 
La ST In LT 0,0232H. 
S 68. Phénornène d’induction mutuelle. F.E.M. d’induction mutuelle. 


Inductance mutuelle des circuits. Le phénomène d’induction d’une F.E.M. 
dans un circuit quelconque, du fait 


Première Deuxième de la variation du courant dans un 
maille maille autre circuit est appelé phénomène 

à ; d'induction mutuelle. 
La F.E.M. ainsi induite est es 
p F.E.M. d'induction mutuelle. Elle est 
# TE désignée par em. Soil, par exemple, 
PQ L | NI À Par deux circuits éloignés d'uné certaine 
e” | Te DE distance l’un de l’autre (fig. 84). Le 
: ——/#H 1 4 premier circuit est parcouru par le 
courant £, et le second — par le cou- 

rant éo. 

; | Le flux D, créé par le courant #:, 
4 g se ferme partiellement en dehors du 


deuxième circuit (y) et passe partiel- 
lement par ce deuxième circuit (2) * 


Fig. 84 D, = D: + De. (4. Î 1} 
À son tour le flux ®>: du deuxième circuit créé par le courant i, se 


ferme partiellement en dehors du premier circuit (D22) et partiellement 
en traversant ce circuit (Da) 


De = Par + Dos. (4.12) 
Le flux total à travers toutes les spires du premier circuit est 
Vitot = Wa (D: + Dos) — Yi + Vos (4.13) 


où w — nombre de spires du premier circuit. 
. Le flux total à travers les spires du deuxième circuit (w2 étant le 
nombre de spires de ce circuit) 


VYotot = Wa (Da + Dis) = Ye + Vie. (4.14) 


Le signe + dans ces deux dernières équations doit figurer lorsque le 
flux d’induction mutuelle est dirigé dans le même sens que le flux d’auto- 
induction créé par le courant du circuit considéré. Lorsque ces deux flux 
sont en opposition, il faut utiliser le signe —. 


* Pour rendre Îa fig. 84 plus facilement compréhensible on y a représenté une 
seule ligne de force seulement de chacun des flux. | 
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L'expérience a montré que pour des noyaux des bobines en matériau 
non ferromagnétique ou ferromagnétique à perméabilité u, constante, 
21 est proportionnel au courant i, et 42 est proportionnel au courant ii. 

Désignons les coefficients de proportionnalité par: la lettre M, munie 
d'indices appropriés. Ainsi 


Vos = Milo , (4.15) 

Vie = Mioia. (4.16) 

_Les coefficients M21 et M2 sont numériquement égaux (ce qui sera 
démontré au $ 72): | 

Ma = Mi M. (4.17) 


Le coefficient M est appelé induction mutuelle des circuits (ou des 
bobines). I] a les mêmes dimensions que l’auto-induction L. 
La F.E.M. globale induite dans le premier circuit 


d d di di 
AE — Pitot ME: (Pi + Va) = —L: + + M 2 = Cr + €1me 
(4.18) 
De mêmé pour le deuxième circuit 
di di 
C2tot — — Lie + M T4 = Cor + Com. (4.19) 
La F.E.M. d’induction mutuelle 
eau FM. (4.20) 
eu= TMS. (4.21) 


Dans les deux dernières équations il faut faire figurer le signe — 
lorsque les flux d’auto-induction et d’induction mutuelle ont le même 
sens et utiliser le signe + lorsqu'ils sont de sens contraires. Sous cette 
réserve, le coefficient M sera toujours une grandeur positive. 

En utilisant M comme élément d’un schéma équivalent au circuit 
réel, on tient compte du phénomène d'induction mutuelle dans les cal- 
culs. 


On se sert également parfois d’un autre mode d'écriture de la F.E.M. d'induc- 
tion mutuelle. On écrit ainsi: 


di ? 
eym = ME; (4.20’) 
di , 
EomM = Me (4.21') 


et on admet que le coefficient M peut être soit positif (pour le même sens des flux 
d’auto-induction et d’induction mutuelle}, soit négatif (pour des flux de sens 


opposés), 
L'induction mutuelle M est définie comme rapport 2 ou 2. 


: L 
Elle ne dépend ni de ‘2, ni de é2 (et respectivement ni de %42 ni de à) 
séparément, si les noyaux des bobines ne sont pas ferromagnétiques 
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ou si ces noyaux sont en matériau ferromagnétique à up, constant. L’in- 
duction mutuelle Â{ dépend seulement de Îa position réciproque des. 
bobines, du nombre de spires qu’elles comprennent, des dimensions 
géométriques des bobines et de la constante up, pour le noyau considéré. 

Quelle que soit la forme et la disposition réciproque des bobines. 
magnétiquement couplées entre elles, l’induction mutuelle M entre 
ces bobines peut être déterminée sans difficulté en courant alternatif par 
voie expérimentale ($ 115). Par contre la détermination analytique 
de M, du fait du caractère compliqué de la distribution du champ ma- 
gnétique et des difficultés de nature mathématique, ne peut être faite 
que pour des bobines des formes géométrique les plus simples. 

Si les bobines magnétiquement couplées entre elles ont des noyaux 
ferromagnétiques à u, variable et sont, par exemple, enroulées sur un 
noyau dont u, est une fonction du champ magnétique résultant, M 
est une grandeur variable. 

Il n’est pas rationnel d'utiliser la notion d’induction mutuelle pour 
de telles bobines. 

Exemple 37. Sur le tore de l'exemple 34 on place, en plus du 
premier enroulement à nombre de spires w4 = 1 000, un deuxième énrou- 
lement avec wo — 500. Calculer l’induction mutuelle entre ces enroule- 
ments. 

Solution. Si on admet que la totalité du flux créé par le premier 


uour/iwih in 2 | 
D 1 {voir exemple 34), traverse le deuxième 


enroulement également {en négligeant le flux de fuites), 1 2— w20D et 


enroulement ® — 


DE PES St 
M=—} = (4.22) 
Substituons aux symboles leurs valeurs numériques 


M— NEA _ 0,0655F. 

$ 69. Energie du champ magnétique d’une bobine isolée. Branchons 

à une source de F.E.M. E une bobine d’induction à résistance R et induc- 
tance L. Soit, à l'instant { = 0, le courant de cette bobine 5 — 0 et 
d — 0. Suivant la loi d'Ohm, le courant dans le circuit de la bobine est 


dp 
._Ete_ © dE 
OR R | 
ou 
E=iR+%.. (4.23) 
Multiplions les deux membres de l'égalité par idf. Nous obtenons alors. 
Ei dt = i2R dt + i dy. (4.24) 


Le premier membre de (4.24) représente l'énergie cédée par la source 
de F.E.M. pendant le temps déf-iR dt — énergie dégagée sous forme: 
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de chaleur dans la résistance À pendant le laps de temps d£.i dÿ — 
énergie utilisée pour créer le champ magnétique d’une bobine isolée, 
fixe non déformable; désignons-la par dWx 


dWu = idye (4.25) 


L'énergie totale accumulée dans le champ magnétique de la bobine 
lorsque varie de O à Y», 
Vin 
W y = \ L db. 
0 
Pour les bobines à noyau non ferromagnétique wŸ = Li et dy — Ldi. 
Par conséquent, 
I 
Wir =L ( di =. (4.26) 
0 
Ici /—courant établi dans ce circuit. 
$ 70. Densité de l’énergie du champ magnétique. Admettons qu’un 
noyau en forme de tore, pour lequel le rapport du diamètre intérieur au 
diamètre extérieur est voisin de l'unité *, porte un enroulement à w 
spires ; soit / — longueur de la ligne moyenne du noyau. En vertu de la 


loi du courant total HI = iw ou i — ce . À son tour db — wS dB et 


Ÿ B B 
War = ip = | HidB=V | H dB 
Û 0 
Divisons les membres extrêmes de cette égalité par le volume V du tore 
B 
ou == \ HdB. (4.27 


0 
Ainsi la densité de l’énergie du champ magnétique est 
B 


H dB. 


Si u du noyau du tore est constante, on a 
B=uu-H et dB=uou dH. 


H 


Par conséquent, 


due = bobir | H dH = HR EE, (4.9 
0 
L'énergie de champ magnétique par unité de volume est : 
CT: _ TB 
 _ 2 
* Grâce à cette hypothèse on peut estimer qu'en première app' 
champ À est le même pour tous les points du corps du tore. C4, 


97 


Pour un noyau ferromagnétique un, const et par conséquent, l’expres- 

sion (4.28) ne peut être utilisée pour le calcul de l’énergie par l'unité 

du volume. Pour calculer l’énergie par l'unité 

à de volume d’un noyau ferromagnétique il faut 
7e partir de (4.27) 


NB=f(4) 
Wu —= \ H dB. 


Le produit 4 dB est représenté sur la fig. 85 
par la surface doublément hachurée. L'intégrale 
représente la surface limitée par la courbe 
Fig. 85 B = j (H), l'axe des ordonnées et la droite 
B — const. | 

$ 71. Pertes hystérétiques par cycle d’aimantation. Lors de l’aiman- 
tation périodique d’un matériau ferromagnétique il s’y déroule des pro- 
cessus non reversibles, qui demandent 
une certaine dépense d’énergie, à four- 
nir par la source d’aimantation. Les 
pertes dans le noyau peuvent être 
réparties en pertes hystérétiques et en 
pertes par courants de Foucault. Nous 
examinerons dans le présent paragraphe 
les pertes par hystérésis. Les pertes 
par courants de Foucault seront exa- 
minées dans la deuxième partie de ce 
cours. Âu point de vue physique les 
pertes hystérétiques sont dues essen- 
tiellement aux pertes par courants de 
Foucault microscopiques lors de la 
rotation brusque des vecteurs aimar- 
tation des divers domaines aimantés | 
{effet Barkhausen décrit dans le cours Ps 


de physique). # 
La surface de la boucle d’hystérésis / 
représente l'énergie dégagée par l'unité 4 % 
de volume de la substance ferroma- 
gnétique pendant la durée du cycle Fig. 86 


d’aimantation. 
En effet la surface d’une boucle d'hystérésis est égale à ® H dB *, 


Pour s’en assurer écrivons la surface de la boucle d’hystérésis de la 
Îig. 86 sous forme d’une somme de quatre surfaces 


$ H dB=Si+8S2+83+S4. 


* Le cercle figurant sur le signe de l'intégrale indique que \ H dB doit être 


calculé pour le cycle total de variation de B. 
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La surface S, correspond au déplacement entre le point / et le point 2; 
puisque sur ce tronçon H => 0 et dB >> 0, le produit 


HdB>90 et S>0 


La surface S, correspond au déplacement entre le point 2 et le point 3; 
puisque dans cet intervalle H => 0 et dB << 0 on a S: 0. 

La surface S; correspond au déplacement entre le point & et le point 4; 
S3 > 0, car H<0et dB <0(. 

La surface S, correspond au déplacement entre le point 4 et le point J ; 
S; << 0 puisque H <0 et dB > 0. | | 

Si un noyau ferromagnétique est soumis à une aimantation périodi- 
que (dans des circuits à courant alternatif, par exemple), il doit être 
exécuté en matériau magnétique doux; afin de réduire les pertes par 
hystérésis ($ 46). | 

$S 72. Energie magnétique de deux circuits à couplage magnétique. 
Soit deux circuits fixes couplés magnétiquement entre eux, de dimen- 
sions constantes et se trouvant dans un milieu non ferromagnétique. 
L'’inductance du premier circuit est L;, du deuxième L, et l’inductance 
mutuelle entre les circuits est M. Calculons l'énergie magnétique .des 
deux circuits pour deux régimes ne difiérant entre eux que par l’ordre 
d'établissement des courants i, et £, dans ces circuits. Prenons l’ordre 
suivant d'établissement des courants pour le premier régime : on branche 
d’abord le premier circuit à la source de F.E.M., le deuxième circuit 
étant ouvert, et on branche ensuite le deuxième circuit à la source de 
F.E.M., en maintenant constant Île courant dans le premier circuit. 

L'ordre d'établissement des courants pour le deuxième régime est 
le suivant : branchons d’abord le deuxième circuit à la source de F.E.M., 
le premier circuit étant ouvert. Ensuite branchons le premier circuit 
en maintenant constant le courant dans Île deuxième circuit, 

Calculons l’énergie magnétique des circuits pour le premier régime. 

Lorsque le courant z, croît dans le premier circuit de O.à ë;, le deu- 
xième circuit étant ouvert, l’énergie magnétique emmagaäsinée dans 
le premier circuit est | 


12 
Lait 


ls d (Lits) —= 9 ° 


ee 
St DS 


Lorsque Îe courant ?, croît de O à £2, à t, — const, l'énergie est emma- 
gasinée non seulement dans le deuxième, mais également dans le premier 


circuit. Energie emmagasinée dans le deuxième circuit \ id. Mais 


a —= Lois + Miois (nous avons supposé que les circuits branchés 
soient en concordance). Puisque 


l, = const, 
on à 
dY —= Lo dis 
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et 
î2 


2 
\ lo de = Lo N Lo dis — = , 
Ô 0 
L'’accroissement du courant , donne lieu à une variation du flux total 
à travers les spires du premier circuit. Ce flux devient Yi = Lits + 
+ Mario. Par conséquent, l'énergie due au flux d’induction mutuelle 


i2 
\ LiMon die = Moitiio. 
0 


Energie magnétique globale des deux circuits, couplés magnétiquement 
entre eux, lors de l'établissement des courants suivant le premier régime 


Er Loi Te 
Wu HE + DE Mois. 


En raisonnant de même pour le deuxième régime d’établissement des 
courants, nous obternons 


War = + LÉ = + Miohile. 
Les deux régimes ne différant l’un de l’autre que par l’ordre d'éla- 


blissement des courants, il est naturel que l'énergie magnétique pour 
ces deux régimes soit la même. Il en découle, premièrement, que 


Mas = Mie = M (4.29) 
et, deuxièmement, que : 
Wat + Mio (4.30) 


Le signe + figurant devant le terme … correspond au branchement 
des circuits dans le même sens et le signe — à leur branchement en oppo- 
sition. 

Exemple 38 Un courant de 0,5 À circule dans l’enroulement 
w, du tore de l'exemple 37, l’ enroulement w, du même tore étant parcouru 
par un courant de 0,4 A. Calculer |’ énergie magnétique, lorsque les 
flux dans les deux enroulements ont le même sens ou sens OPposés. 

Solution. Calculons à l’aide de (4.9) l’inductance du deuxième 
enroulement 

Lo — 0,0327H. 


Conformément à (4.30), et pour le même sens des flux 
Vi Lui À La L Mie = Res 
gs om PTE 0,0655.0,5.0,4 — 0,032J. 

Et pour un sens opposé des flux 


We = + LE — Misi, = 0,00585J. 


. $ 73. Principe de réciprocité d’induction mutuelle. Effectuons. les 
deux essais suivants. Lors du premier essai faisons circuler un courant 
variable en fonction du temps é, (f) dans la première bobine (maille) 
et mesurons (calculons) la F.E.M. d'’induction mutuelle induite dans 
la deuxième bobine (circuit), couplée magnétiquement avec la première. 
Cette F.E.M. est 


: dis 


Au cours du deuxième essai faisons circuler le même courant (à ampli- 
tude identique et variant en jonction du temps suivant la même loi 
qu’au cours du premier essai), désigné cette fois-ci £2 (#), à travers la 
deuxième bobine et mesurons (ou calculons) la F.E.M. d’induction 
mutuelle induite dans la première bobine. Cette F.E.M. est 

Eam = — M Fe : 

D'après les conditions d'exécution de l'essai £1 (4) = à () et, par 
conséquent, em = Com. 

En d'autres termes les F.E.M. d’induction mutuelle sont égales dans 
les deux essais décrits ci-dessus. Cet état de:chose est appelé principe 
de-réciprocité de l'induction mutuelle. 

Puisque Mie — Moy = M, il faut pour déterminer M par voie de 
calcul ou expérimentale choisir la méthode la plus simple et la plus 
commode des deux méthodes possibles. 


_Aüïnsi, pâr exemple, supposons qu'un conducteur placé d'une manière quel- 
conque à l’intérieur d’un tore, traverse un enroulement w bobiné d’une- manière 


uniforme sur ce tore (fig. 87). Ce conducteur est une 
portion d'un circuit à spire unique non représenté 
entièrement sur le schéma. On demande de trouver 
l’expression analytique pour M entre le tore et cette 
maille de ce circuit à spire unique. Ce problème peut 
être résolu par deux méthodes. 

Première méthode: faisons passer mentalement 
dans le premier circuit (l’enrouilement w, du tore), 
le courant ë, trouvons W42, qui est la partie du flux 
magnétique totale du premier circuit traversant. le 
deuxième circuit (à spire unique} et écrivons: 


M = Vie 
Hd 
Deuxième méthode; faisons passer mentalement 
dans le deuxième circuit (à spire unique), à nombre 
de spires w, — 1, un courant i, trouvons la partie du flux totale du deuxième 
circuit traversant Île premier circuit (ÿ2) et écrivons: 


Fig. 87 


Au point de vue analytique les deux méthodes ne sont pas équivalentes. 
La première méthode est nettement plus simple que la deuxième. En effet le flux 
créé par le premier circuit se ferme en totalité à l’intérieur du tore et traverse 
entièrement le circuit à une seule spire et, par conséquent, le: flux 42 peut être 
facilement trouvé; tandis qu’il est bien plus difficile de calculer le flux créé par 


7#..99. 


le circuit à une seule spire et traversant le deuxième circuit si le conducteur en 
question est placé arbitrairement à l'intérieur du tore. 
Flux dans le tore 


Re 
D, Ahorwh ( AR _ ihobrtah |, Re 
| 27 Ë R 27 R; | 
1 


Flux total « travers les spires du tore 
Va = WP = 1l-Di=P, 
et 
_. Vas __ Mobr@ah | Ra 4,31 
ho 27 r: EN 
Exemple 39. Un conducteur unique passe à travers le tore de 
l'exemple 34. Trouver M entre ce conducteur et l’enroulement w. 
Solution. À l’aide de 4.31 (la comparer à 4.22) pour w = Î, 
on trouve 
1,256. 1076.80:1000-2-1072-0,41 
M= 27 


Exemple 40. Le courant i;, —100 (1 — et) À circule dans Île 
conducteur unique de l’exemple 39. Calculer la F.E.M. induite dans 
l’enroulement w:. 

Solution. 


en = — M LE = —1,31:10.100.26"2 = —0,2626%. 


= ],31mH. 


$ 74. Coefficient de couplage. On appelle coefficient de couplage 

k des deux circuits magnétiquement couplés, à inductances Li et Lo 
et à inductance mutuelle M, le rapport de M * à V LiL: 

M 
= 0. 4, 

| - VLile ie 

On peut démontrer que k ne peut être supérieur à l'unité. Pour s’en 

assurer écrivons l’équation pour k? et si on arrive à démontrer que k? — 


2 
=LT< 1, on a k<]1. Ulilisons les notations du $ 68 et écrivons: 


wDio tt Dos 
D | 
Lilo Wi(Di2 + Du) o (Dos + Dao) (Duo + Dy4) (Dos + Do) 
Ê lg 


k? n'est égal à 1 que si la totalité du flux créé par le premier circuit 
passe entièrement à travers toutes Îles spires du second. 

$ 75. Energie magnétique d’un système de circuits parcourus par 
des courants. Ecrivons l’expression générale pour l’énergie magnétique 
d'un système de circuits à couplage magnétique. Pour cela prenons 


* Notons à cette occasion que M peut être plus grand que L4 (ou L2}) mais ne 
peut pas être plus grand que L; et L: en même temps. 


1 00 


l'équation (4.30) et récrivons-la de la manière suivante 


_ L,if Miiio Loii Miro . 
Wu is + te 
è 
__ (Liis & Mis) à (Loie + Mi) io __ tu lo __ 1 « 
2 or 2 Er 2 2 > re. 


Une expression analogue peut être établie pour # circuits à couplage 
magnétique au bien de deux seulement 


Wu=z D ixbr (4.33) 


ici 4 est le flux lotal à travers toutes les spires du circuit k. 

$ 76. Forces mécaniques agissant dans un champ magnétique. Nous 
avons décrit dans le $ 66 le phénomène d’induction électromagnétique 
comme l’une des propriétés essentielles d’un champ magnétique. Con- 
sidérons-la comme première propriété. | 


Champ 
Le , = uniforme Champ prapre CRE MID 
| | | | ê extérieur du conducéeur résultant 
r4 
Fig. 88 | Fig 89 


La deuxième propriété importante d'un champ magnétique est son 
interaction mécanique avec un courant électrique. Il existe une inierac- 


tion entre un champ magnétique à induction B (fig. 88) et un élément 
de courant / dl et que Ja force ainsi développée 
F—1I{[di x B]. (4.34) 


\ 


Cette force est perpendiculaire à diet à B. Si l'angle entre di et B 


est nul, le produit vectoriel di x B est nul également et le champ ma- 
gnétique n'exerce aucune action mécanique sur l'élément de courant 


Î d1. La force est maximale si B et d{ sont perpendiculaires. 

L'action mécanique exercée par le champ sur un courant s'explique 
au point de vue physique par la tendance des lignes de force déformées 
du fait de la présence du conducteur de se redresser. 

On voit trois croquis sur la fig. 89 Le premier représente les lignes 
de force d’un champ magnétique uniforme avant l'introduction dans 
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ce dernier d’un conducteur parcouru pat un courant. Le deuxième croquis 
représente les lignes de force d’un conducteur isolé, parcouru par un 
courant. On voit sur le troisième les lignes de force du champ résultant. 
À gauche du conducteur les lignes de force du champ propre de ce con- 
ducteur sont dirigées en sens contraire des lignes de force du champ 
extérieur uniforme et, à droite, elles sont orientées dans le même sens 
que les lignes de ce champ. Par conséquent, le champ résultant est atté- 
nué à gauche du conducteur et renforcé à sa droite. Les lignes de force, 
en tendant de se redresser, exercent sur le conducteur une pression de 
droite à gauche. 

Lorsque le champ magnétique et le conducteur parcouru par le cou- 
rant sont disposés perpendiculairement l’un à l’autre, on peut retenir 
le sens d’application de la force grâce 
à une règle mnémonique, appelée règle de 
la main gauche; elle s'énonce comme 
suit: si on place la main gauche de ma- 
nière que les lignes de force pénêétrent 
dans la paume, les doigts redressés étant 
dirigés dans le sens du courant, le pouce 
redressé indique le sens de la force exercée. 
| L'interaction du champ avec le cou- 

Fig. 90 rant a lieu indépendamment des causes 
| ayant engendré le champ magnétique, 
cette interaction existe, qui soit le résultat de la circulation de micro- 
courants dans des circuits ‘électriques ou celui de la circulation de 
microcourants dans des matériaux ferromagnétiques ou encore d'un 
flux d'électrons dans un tube électronique, etc. Elle est observée dans 
cs champ constant, comme dans un champ variable en fonction du 
emps. | 

Les forces mécaniques engendrées dans un champ magnétique sont 
souvent appelées forcés électrodynamiques, leu dénomination soulignant 
en quelque sorte qu’à la suite de l’action de ces forces il peut apparaître 
dans le système, et apparaît souvent en effet, un déplacement des corps, 
c'est-à-dire un processus dynamique. 

Exemple 41. La fig. 90 représente deux conducteurs parallèles, 
placés à une distance a = 10 cm l’un de l’autre. Le premier de ces conduc- 
teurs est parcouru par le courant 7, — 1000 À et le second 7: — 500 À. 
Les sens des courants sont indiqués par des flèches. Déterminer la force 
d'interaction entre les conducteurs sur une longueur de 1 "1. 

Solution. Utilisons l’équation (4.34). Notons que l’angle entre 


un élément de longueur du conducteur di et l'induction B est égal à 90°. 


Par conséquent, le module du produit vectoriel di x B est égal à d! B 
sin 90° = di B. | 

L'induction magnétique B créée par Île premier conducteur aux 
points où se trouve le deuxième conducteur est égale, conformément 


à la loi du courant total, à B — bols, 
21a : 
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La force 
F= 1, dB = food 
2na 


1000.500-1,256-10-6.1 _ 1}, 
gl Le 


Sous l’effet de cette force les conducteurs tendent à se rapprocher. 


F = 


Pour conclure, notons ce qui suit. On dit habituellement qu’un champ ma- 
gnétique exerce un effet mécanique sur un conducteur parcouru par un courant, se 
trouvant dans ce champ. Cette affirmation demande quelques précisions. 

‘En réalité, un champ magnétique exerce une action mécanique sur les charges 
en mouvement ordonné dans un conducteur (forces de Lorentz, voir $ 66) et ces 
charges, à leur tour, en entrant en collision dans leur mouvement ordonné avec 
d’autres particules de la substance du conducteur transmettent l’effort au conduc- 
teur lui-même. 

$ 77. Expression de Ia force mécanique sous forme de dérivée de l’énergie du 
champ magnétique par rapport à une coordonnée. Prenons un système de n cir- 
cuits parcourus par des courants. Supposons que l'un des circuits se déplace sous 
l'effet de la force mécanique F exercée sur fui par les autres circuits du système, 
de manière que sa coordonnée x varie de dx. I1 faut trouver la relation qui existe 
entre la force F et la variation de l’énergie du champ magnétique dW» du système. 

Ecrivons pour un circuit quelconque À du système l'équation suivante (à com- 
parer avec l'équation 4.23) | | 


eu = Rat. , (4.35) 


où, est le flux total à travers toutes fes spires du circuit k. Il dépend non seule- 
ment du courant £, dans le circuit k, mais également des courants dans les autres 
circuits couplés magnétiquement avec le circuit k. Muiltiplions (4.35) par &x dt: 


ezig dt —jàRe di + ie dy. 


Ecrivons des équations analogues pour les autres circuits et faisons leur 
somme : | 
n nr 3 
D exindt= D ERR dt+ Sir di. (4.36) 
k=1 k k=1 


n 
Le terme >. i, dÿ représente la partie de l'énergie, reçue par tous les circuits 
h=—1 


à partir des sources de F.E.M., après déduction des pertes par effet Joule. 

Lorsqu'un circuit quelconque se déplace d’une distance dx, l’énergie magné- 
tique Wy du système varie de dWA et un travail mécanique F dx, où F est la 
composante de la force agissant dans la direction x, est accompli dans le système. 

Conformément à la loi de la conservation de l’énergie, l’énergie fournie par 
les sources de F.E.M. pendant un temps dé doit être égale à l'énergie dissipée pen- 
dant le même laps de temps sous forme de chaleur dans les résistances du circuit, 
plus l’énergie dépensée à effectuer le travail mécanique F dx, plus l’accroissement 
de l'énergie du champ magnétique dWx : 


n n 
D erindt= VS iRndt+Fdx+dWa. (4.37) 
R=1 k—1 
En confrontant (4.36) et (4.37) on obtient 
nr 
Dé dr = F dx + dWag. (4.38) 
k=1 


103 


L’équation (4.38) indique que le travail mécanique et l’accroissement de 
l'énergie du champ magnétique sont accomplis aux dépens de la partie de l’éner- 
n 


gie D exi, dt des sources, cédée par ces dernières au circuit après déduction des 


kR=—1 
pertes par effet Joule. Il résuite de (4.38) 
n 
> ir dE —dW 
__Rk=1 
Fe dx * 


L'équation (4.39) a un caractère assez général. On peut en déduire deux cas par- 
ticuliers importants. Dans le premier d’entre eux le déplacement se fait de manière 
que le flux magnétique total à travers les spires des circuits reste inchangé. Dans 
ce cas 


(4.39) 


da =0; Fdx= —dWy 
et 
LL dW 
dx 


Le signe — indique ici que le travail mécanique est accompli aux dépens de 
l’énergie du champ magnétique. | 

Pour le deuxième cas particulier, admettons que le déplacernent se fasse de 
manière que les courants dans les circuits restent inchangés (i, — const). Ceci 
peut avoir lieu, par exemple, lorsque Ie déplacement se fait si rapidement que les 
courants n’ont pas le temps de varier. 

I1 découle de ce qui précède (voir équation 4.33) que 


Ê= (4.40) 


I : 
Wu > ERŸE. 
Par conséquent, . 
dWu 9 dEirVŸr 9 Zik ds. (4.41) 

Substituons (4.41) dans (4.39): 

n 1 n L ñr 

> HA dPr— > 8 dYŸR 5 > Ex Pr 

E dx E dx dx L 


Dans le second cas particulier examiné, l’expression de la force mécanique ne 
diffère que par son signe de (4.40). | 

Pour i, — const, l'énergie fournie au circuit par les sources de F.E.M. peut 
être répartie en deux parties égales, après déduction de perte par effet Joule. Une 
de ces parties est dépensée pour accroître l’énergie du champ magnétique dWxw 
et l’autre pour accomplir le travail mécanique Fdx. Les équations (4.40) et (4.42) 
sont souvent utilisées pour trouver la force mécanique. Pour calculer la force F 
il faut soit écrire l’équation analytique pour l’énergie magnétique du système et 
différencier ensuite cette équation par rapport à la coordonnée variable, soit 
relever par voie expérimentale la courbe de variation de l’énergie magnétique en 
fonction de la coordonnée variable et ensuite différencier cette courbe par la 
méthode graphique. 

$ 78. Force portante d’un électro-aimant. Admettons que l’armature d’un 
électro-aimant soit éloignée d’une certaine distance x de sa culasse (fig. 91). L'’ar- 
mature comme la culasse sont en matériau magnétique doux et ne sont pas saturées. 
Désignons par S la surface totale des deux entrefers. Calculons l’énergie du champ 
magnétique emrmmagasinée dans l’entrefer en négligeant l'épanouissement des li- 
gues de jorce. 
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L'énergie magnétique dans un entrefer est égale au produit de la densité 
d'énergie —= par le volume de l’entrefer Sx, occupé par Je champ magnétique: 


2 
BH 
Wm.e.f. = Sx. 


Comme nous l'avons déjà indiqué, l’armature et la culasse sont en matériau 
magnétique doux et ne sont pas saturées., Par conséquent, le champ dans l'une 
comme dans l’autre est des centaines et même des milliers de fois plus faible que 
le champ dans l’entrefer, pour une même induction magnétique. ]1 en découle que 
l'énergie magnétique dans l’armature et la culasse, et F 
à condition que l’entrefer ne soit pas très petit, n’est 
qu une faible partie de l'énergie magnétique emmaga- 4 
sinée dans fl’entreîer 


Won =We. f. + Woutas. et arm. & We, F; 


Pour calculer la force portante, utilisons l'équation 
(4.40), c'est-à-dire calculons cette force en supposant que 
le flux magnétique soit invariable 


Culasse 


Armature 
F=| x *_BH ss ee 4 f 
= dx. … 2 n 2H0 : 
Substituons à p, sa valeur 1,256-107$ H/m et exprimons l 
B en T. Nous obtenons alors : _# 
Fuy=0se1o.prsrem. ta Li KZ? 
Au point de vue physique, l’armature et la culasse Fig. 91 


sont soumises à une force mécanique (tendent à se 
rapprocher) du fait qu’on peut les considérer comme constituées par un très 
grand nombre de mailles infiniment petites, parcourues par des courants. 

La force mécanique est engendrée par l'interaction des microcourants dans 
l’armature avec ceux de la culasse. | 

Exemple 42. La résistance R de fl’enroulement de l’électro-aimant 
(w — 900) de la fig. 91 est égale à 13,8 2. 

En négligeant le flux de fuites et l’épanouissement de lignes magnétiques. 
dans l’entrefer, calculer la valeur de la F.E.M. E de la source d'alimentation pour 
que l’armature de l’électro-aimant soit attirée par la culasse avec une force 
F = 100 kg = 981 N; S = 2-20 = 40 cm; l = 55 cm; x = 0,2 cm; L 15 cm. 
L’armature et la culasse sont en matériau magnétique doux, dont la courbe 
d'aimantation est représentée sur la fig, 70. 

Solution. Suivant (4.43) écrivons 


F _ 981 
EEE -S 4 0,308-106.40.10-4 — 07807: 
Conformément à la loi du courant total ZUy=— 1w: 
EUm—0,8.106.B-2x-+ (14 + lo) He —0,8-0,785.108.4. 103 +0,7.120 = 25894, 
Le courant sera | 


__ ZUm 9589 
1= A = So = 28784. 
Et la F.E.M. 
E— IR = 40V. 


* La force portante est calculée en module. Le signe — figurant dans (4.40) 
indique que cette force est obtenue aux dépens de l’énergie du champ magnétique. 
Si on calcule cette force à l’aide de (4.42) en partant de l'invariabilité du 
ue on peut constater qu’elle est: inversement proportionnelle au carré de la 
istance x. 


— — 
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$ 79. Loi d’inertie électromagnétique. Règle de Lenz. La règle s’énon- 
ce de la manière suivante: en cas de variation quelconque d’un flux 
magnétique encerclé par un circuit conducteur quelconque, des forces 
de nature électrique et mécanique apparaissent dans ce circuit et tendent 
à maintenir constant le flux magnétique. 

Ici là force de nature électrique doit être interprétée comme suit : pour 
chaque variation du flux magnétique encerclé par un circuit conducteur 
fermé il apparaît dans ce circuit une F.E.M. induite qui tend à engendrer 
dans le dit circuit un courant s’opposant à la variation du flux total 
à travers ce circuit. | 

Quant à la force mécanique agissant sur le circuit, elle tend à s’oppo- 
ser à toute modification des dimensions linéaires du circuit ou à sa rota- 
tion. 

Examinons ces forces à l’aide de l’exemple numérique suivant. 

Exemple 43. Soit un conducteur droit de longueur {=—0,5 m 
placé perpendiculairement à un champ magnétique uniforme et invariable 
dans le temps (fig. 81), à induction B — 1,5 T. Ce conducteur est raccordé 
par des fils flexibles à la charge R.. L'impédance de circuit fermé À 
est égale à 20Q. Si le conducteur reste fixe, aucune F.E.M. n'y est induite 
et aucune force mécanique ne lui est appliquée. 

Mais lorsque le conducteur commence à se déplacer, à gauche, par 
exemple, à une vitesse u, — 10 m/s de manière que la maille reste ferrée, 
une F.E.M. y sera induite (voir (4.5)) 


e= Blun = 1,5-0,5-10 —7,5V; 
et le courant suivant circulera dans le conducteur 
i == 0,3754. 


Lorsque le conducteur se déplace à gauche, le flux du champ magnétique 
extérieur traversant le circuit augmente. Le courant induit (dirigé 
dans lesens des aiguilles d’une montre donne naissance à un champ magné- 
tique, dirigé à l'encontre du champ extérieur et tend à s'opposer à 
l'accroissement du flux à travers le circuit. 

Le conducteur est également soumis à une force mécanique. Cette 
force est dirigée en sens contraire de la vitesse v, et tend également à 
maintenir invariable le flux magnétique. 


CHAPITRE V 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES À COURANT SINUSOÏDAL 
MONOPHASÉ 


É ,$ 80. Courant sinusoïdal et grandeurs fondamentales qui le caracté- 
risent. On appelle courant sinusoïdal un courant qui varie en fonction 
du temps suivant une loi sinusoïdale 


= 1m Sin (RE +) = /n Sin (ot +). (5.1) 
Sa courbe est représentée sur la fig. 92. La valeur maximale de cette 
fonction est appelée amplitude. L’amplitude du courant est désignée 
par 1h; T est la période des oscillations, c'est-à-dire le temps nécessaire 
pour qu’une oscillation totale soit accomplie. 
La fréquence 


= (5.2) 


est égale au nombre d’oscillations par seconde. La fréquence / est mesu- 
rée en 1/s ou en hertz (H2). 
La grandeur 


of = + 


appelée fréquence angulaire ou pulsation est mesurée en rad/s ou Î/s. 

L’argument du sinus, c’est-à-dire la grandeur (of + %) est appelé 
phase. La phase caractérise l’état de l’oscillation (c’est-à-dire sa valeur 
numérique) à l’instant { considéré. 

La valeur de la phase pour { — 0, c’est-à-dire l’angle wŸ, est appelée 
phase initiale. | 

N'importe quelle fonction sinusoïdale est entièrement déterminée 
par les trois grandeurs suivantes : son amplitude, sa fréquence angulaire 
et sa phase initiale. | 

En U.R.S.S. et en Europe occidentale la fréquence de 50. Hz est 
normalisée * et les installations à courant sinusoïdal ont habituellement 
cette fréquence. Aux U.S.A. la fréquence normalisée est égale à 60 Hz. 
D'une façon générale, la plage des fréquences des courants sinusoïdaux 
utilisés dans la pratique est très étendue. Elle commence à des fractions 
de hertz comme par exemple, dans la prospection géologique et va jus- 
qu'à plusieurs milliards de hertz en radiotechnique. 

Le courant et les F.E.M. sinusoïdaux à fréquences relativement basses 
(jusqu’à plusieurs kilohertz environ) sont produit habituellement par 
des machines tournantes, à savoir des alternateurs synchrones, étudiés 
dans le cours des machines électriques. 

Les courants et les F.E.M. sinusoïdaux à hautes fréquences sont obte- 
nus à l’aide de générateurs à lampes, étudiés en détail dans le cours de 


* Pour, la production d'énergie électrique. 
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radiotechnique et examinés sommairement dans la deuxième partie de 
ce cours. Le principe de la génération d’une F.E.M. sinusoïdale lorsqu'on 
tourne une spire avec vitesse angulaire constante dans un champ magné- 

tique uniforme, a été décrit dans l’exem- 


J ple 33 (pour À — O0). 

Un générateur de F.E.M. sinusoï- 
/ / dale est désigné dans les schémas 
électriques par un cercle avec le signe 
oi ®t de la sinusoïde — et une flèche tracée 
à côté. Cette flèche indique le sens pris 

comme positif pour la F.E.M. 
Fig. 92 S,$ 81. Valeurs moyenne et efficace 
d’une grandeur sinusoïdale. On entend 
par valeur moyenne d’une grandeur qui varie suivant une loi sinu- 


soïdale sa valeur moyenne au cours d’une alternance _(demi-période). 
Ainsi, la valeur moyenne du courant “ds 


MU 


ah SAVE ES de F AT 
Dia. ei fe ARTS is! L- L'% l 2 ms — 
moy = 7 \ 1m Sin of = nr. (5.4) 
Rene N 
2 0 


autrement dit la valeur moyenne d’un courant sinusoïdal est égale 


à 2 0,638 de sa valeur d'amplitude. De même 


2 2 
a Emi Unoy = Une 


._ La notion de la valeur efficace d’une grandeur sinusoïdale (on l'appel- 
le également valeur moyenne quadratique) est très largement utilisée. 
La valeur efficace du courant 


T T 
1 . | ; ln 
1=V T\ ie dt— |, 7 | la sintat dt = 5 0,707 (5.5) 


Par conséquent, la valeur efficace d’un courant sinusoïdal est égale à 
0,707 de sa valeur d'amplitude. De même 


Sn, St Date 


V2 V5. 

On peut comparer l'effet calorifique (l’effet Joule) d’un courant 
sinusoïdal et l’effet Joule d’un courant continu Zn, circulant pendant 
le même laps de temps dans la même résistance. 

La chaleur dégagée par le courant sinusoïdal pendant une période 
est 


Enoy = 


T 
\ Ri? dt = Ra 
0 


La chaleur dégagée pendant le même laps de temps par le courant con- 
tinu est égale à R/?cns T. En écrivant que ces deux expressions sont 
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égales, on obtient : 
Ra = RlonsT 


ou 
JT 
V2 
[1 en découle que la valeur efficace d’un courant sinusoïdal 7 est numéri- 
quement égale à la valeur d’un courant continu qui dégage pendant un 
temps égal à une période du courant sinusoïdal la même quantité de cha- 
leur que ledit courant sinusoïdal. 

La majorité des appareils de mesure indiquent la valeur efficace de la 
grandeur mesurée *. 


fé. » $ 82. Coefficient d'amplitude et facteur de forme. Parlons maintenant des 
tiotions du coefficient d'amplitude (k.) et du facteur de forme (k;). Le coefficient 
d'amplitude est le rapport de l’amplitude d’une fonction périodique à la valeur 
efficace de cette dernière. Ainsi pour un courant sinusoïdal 


ke = |/2. (5.6) 
On entend par facteur de forme le rapport de la valeur efficace d’une fonction 


périodique à sa valeur moyenne pendant une alternance. Pour un courant sinu- 
soïdal 


Im 
1 V2 TL 
BR & = —_— — —"— — == II : 
f Imoy 2 Im 2 V2 20) 


S. $ 83. Représentation des grandeurs sinusoïdales par des vecteurs du 
plan complexe. Amplitude complexe. Grandeur efficace complexe. Exami- 
nons le problème de la représentation des fonctions sinusoïdales par 
des vecteurs du plan complexe. La fig. 93 représente le plan complexe. 
On peut y représenter des quantités complexes. Une quantité complexe 
comprend une partie réelle et une partie imaginaire. On porte la partie 
réelle de la quantité complexe en abscisses du plan complexe et sa 
partie imaginaire on porteen ordonnées de ce plan. Par convention on affec- 
te l’indice +1 à l’axe des grandeurs réelles et l’indice +ÿj (j = V —1) 
à l’axe des grandeurs imaginaires. 

L'expression d’Euler a été déjà mentionnée dans le manuel de mathé- 
matiques 


eit = cos a + j sin a. (5.8) 


* La valeur efficace est mesurée à l’aide d’appareils des systèmes électroma- 
gnétique, électrodynamique et thermique. Le principe et le fonctionnement des 
appareils de mesure de différents systèmes sont exposés dans le cours des mesures 
électriques. L 

** Pour les courants périodiques non sinusoïdaux k, £ V/2 et kr 1,11. 


La différence entre 4, et V/2 d’une part et entre k; et 1,11 d'autre part permet 
AS Fe différence entre le courant non sinusoïdal considéré et un courant 
sinusoïdal. | 
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La quantité complexe et est représentée dans le plan complexe, par 
un vecteur numériquement égal à l’unité et formant un angle «a avec 
l'axe réel (axe +1). L’angle « est compté à partir de l'axe +1 dans le 
sens contraire aux aiguilles d'une montre. Le mo- 
dule de la fonction e”° est égal à l’unité. En effet 


no Leix|=V cos at sin alt. 


La projection de la fonction e% sur l’axe +1 
est égale à cos « et sa projection sur l’axe +j est 
égale à sin &. Prenons maintenant la fonction 7,,e?* 
à la place de la fonction e*. Il est évident que: 


Fig. 93. 1e = J,, cos a + j1, sin a. 


+/ 


sér@ À 


——“ 
Cds « +} 


Dans le plan complexe cette fonction, de même que la fonction e’°, 
est représentée sous l’angle à par rapport à l’axe +1, mais le vecteur sera 
IA fois plus grand. | 

L’angle a figurant dans l'expression (5.8) peut être quelconque. 
Supposons que a = wéf + w, c'est-à-dire que l'angle à , Varie en raison 
directe du temps. On a alors 


Lei et) = 7, cos (of +) + j1n sin (of + 4). (5.9) 


Le terme /,, cos (wf+-4) représente la partie réelle (Re) de l’expression 
1 meitot+V)) . 
1m COS (of + %) = Re JneKeir), 


tandis que la fonction /,, sin (wé + 1) est le coefficient de la partie ima- 
ginaire (Im) de l'expression /,,e)@t+#)), c’est-à-dire, 


= [mn Sin (@f +4) = Im Jneitet+, (5.10) 


Ainsi on peut affirmer que le courant sinusoïdal i (comparer 5.1 
et 5.10) peut être représenté comme Im /,ef@fF%) ou, ce qui sst revient 
au même, comme la projection d’un vecteur | 
tournant /,e i@t+v) sur l'axe +j (fig. 94). 1 

Pour des raisons d’uniformité on repré- 
sente habituellement les vecteurs des grandeurs 
à variation sinusoïdale en fonction du temps 
sur le plan complexe à l'instant o/—0. À cet 
instant le vecteur 7,,e #1) est 


In = 1 (5.11) 


À Ai eJlowt+y)} 


Fig.. 94 


où 1m est une quantité complexe; dont le mo-, 
dule est égal à /,, l'angle entre le vecteur 7, et l’axe +1 dans le 
plan complexe étant égal à la phase initiale %. 


La grandeur In est appelée amplitude complexe du courant i. L'am- 
plitude complexe représente le courant i dans le plan complexe à l’ins- 
tant wt — 0. Examinons deux exemples numériques de passage de la 


valeur instantanée du courant à son amplitude complexe et de l’ampli- 
tude complexe à sa valeur instantanée. 

Exemple 44. Soit i—8 sin (wf + 20°) À. Ecrire l'expression de 
l'amplitude complexe de ce courant. 

Dans le cas considéré /h — 8 À, 1 — 20°. Par conséquent, 7, 
= — 8ei20° 

Exemple 45. L’amplitude complexe du courant Îm = 256-530 À. 
Ecrire l'équation de la valeur instantanée de ce courant. 

Solution. Pour passer de l'amplitude complexe à la valeur 


instantanée il faut multiplier 1e par ei®t et prendre le coefficient de la 
partie imaginaire du produit ainsi obtenu (voir 5.10) 


i — Im 25e i30eiet — [m 25ei(ot—30°) = 25,sin (of — 30°). 
Introduisons la convention terminologique suivante: nous appelle- 
rons complexe efficace du courant Î le quotient de l'amplitude complexe 


In par V2: 


Î J 

= -—7— eiv = JeiŸ. D.12 

VE V2. at 
Exemple 46. Ecrire l'équation du complexe efficace du courant 

de l'exemple 44. 


. 852 0° 

D = = 5,67e520° 4, 

Ë, » $ 84. Addition et soustraction des fonctions sinusoïdales du temps 
à l’aide d’un plan complexe. Soit à additionner deux courants (£, et ée) 
ayant la même fréquence. Leur somme donne un certain courant i de 
même fréquence 


l=iy+ io; 
= Lam Sin (@f + Vu); Lo = lom Sin (@f + Vo); 
= 1h sin (of +4). 
Trouver l'amplitude 7,, et la phase initiale du courant i. À cette 
fin représentons le courant i, dans le plan complexe (fig. 95) par le 


vecteur / im = limeVi et Île courant é par le vecteur I, om = lomeŸ. La 
somnirne géométrique des vecteurs J im €t Î 2m donne l’amplitude complexe 


du courant total In — ]meit. L’amplitude du courant 7, est déterminée 
par la longueur de la résultante géométrique et la phase initiale wÿ est 
l'angle entre ce vecteur et l’axe +1. 

Pour calculer la différence de deux courants (ou des F.E.M., des 
tensions) il faut effectuer dans le plan complexe non pas l'addition, 
mais la soustraction des vecteurs appropriés. 


Il y à lieu de rappeler que si les vecteurs FER Fe et Ln représentés sur la 
fig. 95, tournaient autour de l’origine des coordonnées avec une vitesse angulai- 
re &, la position réciproque de ces vecteurs les uns par rapport aux autres resterait 
inchangée. 
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S. $S 85. Diagramme vectoriel. Un diagramme vectoriel est constitué 
par l’ensemble des vecteurs du plan complexe et représentant des fonc- 
tions sinusoïdales de même fréquence, avec observations des déphasages 
algébriques. 

_ La fig. 95 est un exemple de diagramme vectoriel. 

>, $ 86. Puissance instantanée. La circulation des courants sinusoïdaux 
dans des tronçons d’un circuit électrique donne lieu à une consommation 
d'énergie, fournie par les sources de ces courants. La vitesse à laquelle 
cette énergie doit être fournie caractérise la puissance. On entend par 
Valeur instantanée de la puissance ou, en bref, par puissance instantanée, 
le produit de la valeur instantanée de la tension x 
aux bornes d’un tronçon de circuit, par la valeur 
instantanée du courant ÿ, circulant dans ce tronçon 


p = ui, (5.13) 


où p est une fonction du temps. 

Avant d'aborder l’étude du calcul des circuits 
compliqués à courant sinusoïdal, examinons les 
relations entre les courants et les tensions dans 
les circuits les plus simples, les diagrammes vecto- 
riels de ces circuits et les courbes des valeurs 
instantanées des diverses grandeurs. 

Les éléments constitutifs des circuits à courant 
sinusoïdal sont une résistance active À, une 
inductance ZL et une capacité C. | 
= Contrairement à ce qui a lieu pour les cir- 

Fig. 95 cuits à courant continu la notion « résistance » 
n'est pas suifisamment complète, pour les cir- 
cuits à courant sinusoïdal ; en effet Îa résistance au passage du courant 
alternatif est opposée non seulement par les éléments du circuit dans 
lesquels l'énergie est dégagée uniquement sous forme de chaleur (on 
les appelle par convention résistances actives), mais également par les 
éléments du circuit dans lesquels l’énergie n’est pas dégagée sous forme 
de chaleur mais est emmagasinée périodiquement dans les champs électri- 
que ou magnétique. Ces éléments de circuit sont appelés réactifs et 
les résistances qu’ils opposent au courant alternatif sont appelées résistan- 
ces réactives ou réactances. Les inductances et les capacités possèdent 
toutes les deux une réactance (voir en détail $ 88 et 89). 
é;,$ 87. Courant sinusoïdal dans une résistance active. Trois croquis 
sont représentés sur la fig. 96. Une résistance active R dans laquelle 
circule le courant i — 7, sin wf figure sur le premier d’entre eux 
{fig. 96, a). D'après la loi d'Ohm, la tension 


u=iR—RI, sin œf 


ou 
u=U,, sin @f, (9.14) 

où Un=Rr,. 
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Les complexes efficaces du courant / et de la tension U, en phase 
avec le courant, sont représentés sur le diagramme vectoriel de la fig. 96, b. 

Les courbes des valeurs instantanées du courant À, de la tension & 
et de la puissance instantanée p sont 


représentées sur la Îig. 96, c nt 5 à 
Ü 
D = Unlm Sin @f sin œ@f — Re a 

b 

— "mm (1 — cos 2wf). 9 ) 


La puissance instantanée a une com- 


posante constante rm et une compo- 


sante “ren cos 2wf, variable à la jré- 
quence 26. L'énergie fournie par la 
source de courant pendant le laps de Ô 
temps dt est égale à p df. Fig. 96 


&,$ 88. Inductance dans un circuit 
à courant sinusoïdal. Pratiquement un 
enroulement (une bobine) quelconque possède toujours une certaine 
inductance L et une résistance active R. Une bobine peut être représentée 
sur un schéma sous forme d’une inductance L et d’une résistance active 
R, couplées en série. | 
Isolons du circuit l’inductance L seule (sans la résistance active) 
(fig. 97, a). Si un courant i — 1, sin œt circule à travers L, une F.E.M. 
d’auto-induction e- sera induite dans 


; : cette bobine 


._ —+4 = LE = _oLl, cos ot = 
Le Usb à di 


Le sens positif de la F.E.M. e, est 
désigné sur la fig. 97, a par une flèche, 
orientée suivant le sens positif du 
courant é. 

Cherchons la différence de potentiel 
entre les points a et b. | 

Lorsqu'on se déplace du point b 
vers le point a on va à l'encontre de 
la F.E.M. e, et, par conséquent, 


Pa — Pr —€r, donc 
Uab — Pa — Pb —= — Ex. 


Le sens positif de la tension w,,, coïncide avec le sens positif du courant. 
Par la suite, nous n’affecterons plus des indices a et b à la tension 
aux bornes de l’inductance (pour la chute de tension dans cette inductance) 


Uab=U—= — Er. (5.15) 
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Par conséquent, 


u = LI, sin (of + 90°) = U, sin (@é + 90°); (5.16) 
Un =0Lln. 
Le produit w L désigné par X, est appelé réactance inductive 
| X:=0L. (5.17) 


Dimensions de [IX] = [ol [IL] = s-1-Q.s — Q. 

Ainsi l’inductance oppose au courant alternatif une réactance induc- 
tive égale à X1 — w L. Cette réactance est directement proportionnelle 
à la fréquence. En outre, il y a lieu de souligner que la phase de la ten- 
sion aux bornes d’une inductance est en avance de 90° sur la phase du 
courant (voir expression 5.16). Ce fait est exprimé sur le diagramme vecto- 


riel de la fig. 97, b par le déphasage du vecteur tension U en avance de 
90° sur le vecteur courant 7. La F.E.M. de l’auto-induction E,; se trouve 


en opposition de phase avec la tension U. 
Les courbes des valeurs instantanées de i, u et p sont représentées sur 
la fig. 97, c. La puissance instantanée 


sin 20. 


p = ui = Un cos ofIn Sin @f — Um 


Elle s’annule lorsque soit uw, soit £ passent par Zéro. Pendant 
le premier quart de période, lorsque x et i sont positifs, p est également 
positive. La surface limitée pendant ce temps par la courbe p et l'axe 
des abscisses représente l’énergie fournie par la source d'alimentation 
et utilisée pour créer l'énergie du champ magnétique dans l’inductance. 
Pendant le deuxième quart de période, lorsque le courant dans Île circuit 
diminue et passe du maximum à zéro, l'énergie du champ magnétique 
est restituée à la source d'alimentation, la puissance instantanée étant 
négative. Pendant le troisième quart de période, l'énergie est de nouveau 
empruntée à la source, elle est restituée au cours du quatrième quart, 
etc. ; autrement dit, l'énergie est périodiquement soit fournie par la 
source à |” inductance, soit restituée à cette source. 
#,$ 89. Condensateur branché à un circuit à courant sinusoïdal. Si une 
tension appliquée à une condensateur reste invariable en fonction du 
temps, la charge g = Cu à l'une de ses armatures et la charge —q — 
— — Cu à l'autre armature (C étant la capacité du re Pi ï 


est invariable et aucun courant ne traverse le condensateur (i = _. = 0). 


Il en ira tout autrement si la tension aux bornes du en varie 
en fonction du temps, suivant une loi sinusoïdale, par exemple (fig. 98, a) 


u = Um sin wf. (5.18) 


* La capacité, utilisée comme élément d’un schéma équivalent à un circuit 
réel, permet de tenir compte dans les calculs dés phénomènes de la charge du con- 
densateur et de l’ accumulation de l’énergie dans ce dernier (pour les capacités, voir 
également le $ 407 de la ]II£ partie de ce cours). 
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Dans ce cas la charge g du condensateur varie également suivant 
une loi sinusoïdale g — Cu — CU, sin ot et la charge du condensateur 
change de signe périodiquement. Il en résulte un courant de charge dans 
le condensateur : on 


= =. = _ (CUn sin ot) = CU, cos ot = oCU, sin (@é + 90°). (5.18°) 


Le sens positif du courant dans le condensateur du circuit de la 
fig. 98, a coïncide avec le sens positif de la tension. En comparant 
(5.18) et (5.18), on voit que le courant à travers le condensateur 
est en avance de 90° sur la tension aux bornes du même con- 
densateur. Par conséquent, le vecteur 


courant sur le diagramme vectoriel de la =; 
fig. 98, b est en avance de 90° sur le 


vecteur tension Ü,. L'amplitude du o 
courant /, est égale à l’amplitude de la Ü 
tension U, divisée par la réaclance ca- 
pacitive Xc 


AË— on (5.19) 
En eflet 
1e = EU = = | 
œoC 


‘La réactance capacitive est inversement 
proportionnelle à la fréquence (à la pulsa- 
tion) et est mesurée en ohms. Les courbes 
des valeurs instantanées de x, i, p sont 
représentées sur la fig. 98, c. La puissance 
instantanée est 


p=ui= "nm sin 2ot. 


Pendant le premier quart de période le Fig. 96 
condensateur absorbe l’énergie fournie 
par la source d'alimentation. Cette énergie est dépensée pour créer 
un champ électrique dans le condensateur. Âu cours du deuxième 
quart de période, la tension aux bornes du condensateur diminue et passe 
de sa valeur maximale à zéro, tandis que l'énergie emmagasinée dans 
le champ électrique est cédée à la source (la puissance instantanée étant 
négative). Pendant le troisième quart de période, l’énergie est à nouveau 
emmagasinée pour être restituée pendant le quatrième quart, etc. 
En intégrant par rapport au temps les deux membres de l'égalité 
; du 
L =C— , 
on obtient 


u =7\ i dt. (5.20) 
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L'égalité (5.20) permet de calculer la tension aux armatures d’un con- 
densateur en fonction du courant qui le traverse. 

En examinant le passage d’un courant sinusoïdal à travers un condensateur 
nous avons supposé que le diélectrique, séparant les armatures de ce condensateur, 
soit un diélectrique parfait ne donnant pas lieu à des pertes d'énergie. Cependant, 
lorsqu'on applique une tension sinusoïdale aux armatures d’un condensateur réel, 
séparées par des diélectriques solides ou liquides, certaines pertes d'énergie se 
produisent toujours dans ces derniers. Ces pertes sont relativement faibles et on 
peut, en général, les négliger. S'il faut en tenir compte dans les calculs, on doit 
remplacer le condensateur par un schéma équivalent représenté sur Ia fig. 98, d 
et dans lequel une résistance active R est branchée en parallèle à la capacité €, 
les pertes d'énergie dans cette résistance simulant Îles pertes d'énergie dans le 
diélectrique réel. 


Le courant / à travers le condensateur est égal à la somme géométrique de 
deux courants: du courant L circulant dans la capacité et déphasé de 90° en avance 
sur Ü aux armatures du condensateur (98, e) et. du courant relativement faible J5. 


circulant dans la résistance active R, en phase avec la tension Ü. 
Ainsi, le courant circulant dans un condensateur à diélectrique imparfait est 
en avance sur la tension d'un angle quelque peu inférieur à 90°. On appelle angle 


Ts Ra l’angle à entre le courant I et le courant 1e Il dépend de la nature du 
diélectrique et de la fréquence et est égal dans le meilleur des cas à plusieurs 
secondes et dans le cas le plus défavorable à plusieurs degrés. La valeur de tg Ô 
est indiquée dans les tableaux (voir p. 694), caractérisant les propriétés de divers 
diélectriques solides et liquides. 


5. $ 90. Multiplication d’un vecteur par jet par —j. Soit un certain vecteur 


À = Aeive (fig. 99). Démontrons que sa multiplication par j donne un 
vecteur dont le module est égal à À, mais qui est tourné de 90° en avance 
(sens contraire aux aiguilles d' une montre) par rapport au vecteur ini- 


tial À. La multiplication de À (par —ÿ) tourne le vecteur À de 90° dans 
le sens du retard (celui des aiguilles d’une montre) 
également : sans modifier son module. 

Pour s’en assurer écrivons le vecteur jet le 
vecteur —ÿ sous la forme exponentielle 

1 = Î -e190° _— ei°0° : 
— j—le-i90 —e—i90, 

Alors 


Aj _ AelŸaei90° _ AePar 209 (5.21) 
— Àj = Aeitag-590 — AePa- 90), (5.99) 


Fig. 99 


Il découle de (5.21) que le vecteur jA, dont le module est égal à À, 
forme avec l’axe +1 du plan complexe un angle ®, + 90°, c'est-à-dire 
qu'il est tourné de 90° dans le sens inverse des aiguilles d’une montre 


par rapport au vecteur À. 


De même il découle de (5.22) que la multiplication du vecteur À 
(par ——j) donne un vecteur dont le module est égal à À, mais qui est tourné 
de 90° dans Île sens des aiguilles d’une montre par rapport à ce dernier. 
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& ,; $ 91. Bases de la méthode symbolique du calcul des circuits à courant 
sinusoïdal, La méthode de calcul des circuits à courant sinusoïdal, appe- 
PIE méthode symbolique ou complexe, est très largement : 
utilisée. 

L'application de cette méthode au régime de courant sinusoïdal 
repose sur le passage des équations, écrites pour des valeurs instanta- 
nées, et qui sont en réalité des équations différentielles (voir équation 
5.23), à des équations algébriques, établies à l'aide des quantités com- 
plexes du courant et de la F.E.M. Pour une équation quelconque, écrite 
en vertu des lois de Kirchhoïf pour un régime permanent, on remplace 
pour cela la valeur instantanée du courant à par l’amplitude complexe 


du courant /,, la valeur instantanée de la 


tension aux bornes de la résistance active R, : 
égale à Ri, par la quantité complexe R1,, FE } f l d 
en phase avec Île ‘courant /,,, la valeur ins- 
tantanée de la tension aux bornes de l’induc- 
| di ue 
tance ur, = L— par la quantité complexe 
PE me EC PE Fig. 100 


lhi wo L, en avance de 90° sur le courant. La 
- Lé e 4 La l e 
valeur instantanée de la tension aux bornes de la capacité uo = \ idé 


est remplacée par la quantité complexe 1, (2) , en retard de 
90° sur le courant. La valeur instantanée e de la F.E.M. est rem- 
placée par la quantité complexe E,,. La justification du remplacement 
de u,, = L Fi par {jo L, repose sur les & 88 et 90. 

En effet, il a été démontré à $ 88 que l'amplitude de la tension aux 
bornes d’une inductance est égale au produit de l’amplitude du courant 
par À 1 = wL. La présence de l’opérateur j indique que le vecteur de la 
tension aux bornes d’une inductance est en avance de 90° sur le vecteur 
du courant. De même, il résulte du $ 89 que l’amplitude de la tension 
aux bornes d’une capacité est égale à l’amplitude du courant multipliée 


par À =: Le retard de 90° de la tension aux armatures d’une 


capacité sur le courant qui y circule a donné lieu à l’utilisation de l’opé- 
rateur. | 

Ainsi, pour le schéma de la fig. 100, l’équation des valeurs instan- 
tanées s'écrit de la manière suivante | 


Ur +Ui Tuüc=e 
ou 


R+ LE + T\ i dt —e. (5.23) 
Ecrivons-la sous sa forme complexe 
LR + Lni@L + (2) = Em 
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Mettons In en facteur : 
# . ; j ; 
1 (R + joL 7) ep. (5.24) 


Par conséquent, nous avons pour le schéma de la fig. 100 


R+jol — 
Cette dernière équation permet de trouver l'amplitude complexe du 
courant en partant de l'amplitude complexe de la F.E.M. É: et des 
résistances et réactances du circuit R, wL et _ : 


._ Cette méthode est appelée méthode symbolique, parce que le cou- 
rant ainsi que chacune des tensions sont remplacés par leurs images 
complexes ou par leurs symboles. 


Ainsi Rin est l’image ou le symbole de Ia chute de tension iR, 
ê 


je LI, est l’image ou le symbole de la chute de tension u, = L _. dans 


une inductance ; — 1, est l’image de la chute de tension 3 id! 


1. Em 


dans un condensateur. 


Le passage de l'équation (5.23) à (5.24) peut être également effectué par une 
autre méthode plus rigoureuse, maïs nettement plus compliquée. Examinons cette 


méthode. Dans (5.23) substituons au courant i son équivalent Im Î met et à la place 


de e écrivons Im Eme®!. 
Nous obtenons ainsi 


CR Im fnei®t + L _. Im Imei®t + \ Im fmeitt dé — 1m Éeñot, 


L'opération de dérivation par rapport au temps de l'expression {me el 
l'opération de séparation de la partie imaginaire (Im) de cette fonction sont com- 
mutatives; autrement dit l’ordre dans lequel elles sont effectuées est parfaitement 
indifférent ; le résultat est ie même si on commence par séparer la partie imagi- 
naire de la fonction /mne°! et qu'on dérive ensuite par rapport au temps l'expres- 
sion ainsi obtenue, ou si on commence par dériver par rapport au temps l’expres- 
sion /me°? et qu’on prenne ensuite la partie imaginaire de la fonction ainsi 
dérivée. | 

Le même raisonnement est valable également pour l'intégrale par rapport au 
temps de l'expression Ime?%t. Par conséquent, on peut écrire 


L _ im net L Im _ Leo! — Im joL Imei®t (5.25) 
Ze im imelot dt = im À inelet ati mel, (6.26 


Nous avons négligé la constante d'intégration en écrivant l'intégrale, car’ pour un 
courant sinusoïdal permanent et en l'absence de composante continue de la F.E.M. 
e, la tension aux bornes du condensäteur ne comprend non plus de composante 
continue. 
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Récrivons l'équation (5.23) en tenant compte de (5.25) et (5.26): 


Im Rinei®t = Im joL ne ®t+ Im _—_ Ime%t = ImEmer®t : (5.27) 
Li (R+ioL —) Imei®t = Im Éneit, (5.28) 
joC 


Si la F.E.M. e et le courant ÿ dans le schéma de 1a fig. 100 variaient non pas suivant 
une loi sinusoïdale, mais suivant une loi cosinusoïdale, à savoir: 


e= Em cos (of + 7%) 
et 
Ê— Im COS (@Ë + V;), 


on obtiendrait par une méthode identique l'équation (5.29) à la place de (5.28). 


Multiplions les deux membres de l'équation (5.28) par j; en l’additionnant avec 
(5.29), nous obtenons: | 


Re {R+iol+ 0) Imelt+jim (R+joL +) fneist 


— Re Émei0t + j Im Eme®t 


ou 
(R LjoL + | Imef®t = Emeiot, (5.39) 


Au point de vue physique, l'équation (5.30) décrit deux phénomènes indé- 
pendants et se déroulant simultanément dans le schéma de la fig. 100, à savoir: 
la circulation d’un courant sinusoïdal Z,, sin (@f + 4;), sous l’effet de la F.E.M. 
E» Sin (œf + 4.) et la circulation d’un courant cosinusoïdal 7, cos (œf + bi), 
sous l’effet de la F.E.M. £,, cos (of + 4%). Les amplitudes des courants /,, et les 
angles de phase We et; dans ces deux régimes sont les mêmes. Les deux phénomè- 
nes se déroulent indépendamment l’un de l’autre puisque le schéma de la fig. 100 
est un schéma linéaire et les paramètres R, 7, C ne dépendent pas des courants. 

Par conséquent, la superposition au régime examiné d’un courant sinusoïdal 
In Sin (@f + 4Wb;), circulant sous l'effet de la F.E.M. E,, sin (of + 1.), d’un 
deuxième régime n'iniluence pas l’amplitude et la phase du courant du premier 
régime. Simplifions expression (5.30) en supprimant le facteur €/% non égal à zéro 
et en fenant compte que 


RL = 
J&C jf jaC oC 
nous pouvons écrire 
Li )i ee , 
(R+io Sc } M = Em (5.31) 


L'équation (5.31) est identique à (5.24). 


ss .$ 92. Impédance complexe. Loi d’Ohm pour un circuit à courant sinu- 
soïdal. Revenons à l’équation (5.24). Le facteur R + joL — _. est une 


119 


quantité complexe, avant les dimensions d’une résistance, qui est désignée 
par Z et est appelée impédance complexe . 


Z=2=R+ jol — + | (5.42) 


Comme toute quantité complexe Z peut être écrite sous forme exponen- 
tielle. Le module de complexe est habituellement désigné par z. Bien que 
Z soit une quantité complexe il ne faut pas placer un point au-dessus 
de cette lettre : ce point ne doit être placé qu’au-dessus des quantités com- 
plexes qui représentent des fonctions sinusoïdales du temps. 

L° équation (5.24) peut alors être écrite de la manière suivante: 


ÎmZ = Em. Divisons les deux membres de cette équation par V® et 
passons des amplitudes complexes In et En aux quantités efficaces 
complexes ÎetE 


I=Z. (5.33) 


L'équation (5.33) représente la loi d’Ohm pour un circuit à courant 
sinusoïdal. 
Dans le cas général Z a une certaine partie réelle À et une certaine 


partie imaginaire jX 
Z=R+;jx, (5.34) 


où À — résistance active, X — réactance effective. 
Pour le circuit de la fig. 100 X = @L —— . 
5. $ 93. Admittance complexe. On appelle admittance complexe Y l’in- 
verse de l’impédance Sd Z 
Y=—- = g — jb — yer iv, (9.35) 


L’admittance est mesurée en cit ou en siemens. Sa partie réelle est 
désignée par g et sa partie imaginaire par b. Du fait que 


NS 
Z'RIIX  RiIX Re Xs JR xs 8 — 0; 
On a 


R | X 
RER RIM 
y=V g +67. (5.36) 
Si X est positif, b est positif également et si X est négatif, b est égale- 
ment négatif. 


En utilisant l’admittance complexe on peut écrire la loi d'Ohm 
(voir 5.33) comme suit 


I=UY 


ou (2.33) 
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Ici 7, — composante active du courant, 7, — composante réactive du 
courant; Ü — tension aux bornes d’un tronçon du circuit dont l’impé- 


dance est égale à Z. 
: $ 94. Triangle des impédances et triangle des admittances. Il résulte 


34) que le module d’une impédance complexe est 
2=VREXE (5.37) 


Par conséquent, on peut se représenter z comme l’hypoténuse d’un tri- 
angle rectangle (fig. 101), dit triangle des impédances, dont l'un des 
côtés est égal à la résistance R et l’autre à la réactance effective X : 


X 
tp +. (5.38) 


De même, le module de l’admittance, conformément à (5.36), est : 
y = V g® + b?. Par conséquent, y est l’hypoténuse d’un triangle rectan- 
gle (fig. 102), dont les côtés sont la corr- 


ductance g et la susceptance b: g 
teo—2. (5.39) 
& Z x : 
Le triangle dit des impédances est u 


l’interprétation graphique du lien entre 

le module de l’impédance z d’une part et 

la résistance active et la réactance du A 

circuit d’autre part. De même le triangle Fig. 101 Fig. 102 
dit des admittances est l’interprétation 

graphique du lien entre le module de l’admittance y d’une part et de 
ses composantes active (conductance) et réactive (susceptance) d'autre 
part. 

$ 95. Utilisation d’une règle à calcul pour passer de la forme algébri- 
de d’écriture d’une valeur complexe à à la forme exponentielle et vice versa. 
Lorsqu'on calcule les circuits à courant alternatif on a affaire continuelle- 
ment aux nombres complexes. En effet, l’impédance d’un tronçon de 
circuit ou du circuit dans son ensemble est une quantité complexe, leur 
admittance est une quantité complexe, le courant, la tension, la F.E.M, 
sont également des quantités complexes. Pour réaliser une opératiorr 
aussi simple que le calcul du courant suivant la loi d’'Ohm, il faut diviser 
la quantité complexe de la F.E.M. par la quantité complexe de l’impé- 
dance. 

Nous avons appris au cours de mathématique qu’une quantité comple- 
xe peut être représentée sous trois formes d'écriture: algébrique 
a + jb, exponentielle ce? et trigonométrique c cos œ+-jc sin q. 

L’addition de deux quantités complexes et davantage peut être effec- 
tuée le plus facilement en utilisant la forme algébrique. Dans ce cas on 
ajoute séparément leurs parties réelles et imaginaires 


(ai + {04} + (ao + jb2) + (as — 1?) = (4; + do + Q3) + j (ba + be — Os). 
12È 


. La division et la multiplication des quantités complexes peut être 
effectuée le plus facilement en utilisant la forme exponentielle d'écriture. 
Supposons, par exemple, qu’il faille diviser la quantité complexe ciei®1 
par la quantité complexe c:2%2. On obtiendra comme quotient à la suite 
de cette opération la quantité complexe c;e/®s 


k ji | 
caeio — 49 — 4 pm), 


Le module de la quantité complexe résultante (c3) est le quotient _ 


et son argument @s = @i — p2. En multipliant deux quantités complexes 
<; eir1 et cei®2 on obtient: 


C 46794 — CaeiP1c,eiP2 — CeCoei (p1+P2). 


En calculant les circuits électriques on est souvent obligé de passer 
de la forme algébrique de la quantité complexe à sa forme exponentielle 
ou d'effectuer l'opération inverse. | 

Le moyen le plus facile de le faire est d'utiliser une règle à calcul. 

Soit a + jb une quantité complexe donnée. Il résulte de ce qui était 
dit précédemment ($ 92 et-$ 94) que a et b sont les côtés de l’angle droit 


d'un triangle rectangle et que son hypoténuse est c = Wa?+b?. Le 
quotient du petit côté par le grand donne la tangente du plus petit angle 
aigu du triangle rectangle et la division du plus petit côté par le sinus 
de cet angle donne l’hypoténuse du triangle ou le module de la quantité 
complexe. 

Ces considérations sont à la base du calcul à l’aide d’une règle à cai- 
cul du module et de l'argument d'une quantité complexe, exprimée sous 
forme algébrique a + jb. A cette fin, le tiroir de la règle est retourné 
afin que le côté du tiroir portant les inscriptions « sinus » et « tangente» 
se trouve sur le recto de la règle. 

Ordre des opérations à exécuter pour trouver l’argument et le module : 

1. Porter la valeur du plus petit côté de l'angle droit sur l’échelle 
inférieure principale de la rêgle et amener en face de la division trouvée 
le trait du curseur. 

2. Porter la valeur du plus grand côté de l’angle droit sur l’échelle 
principale et placer en face d’elle l'extrémité du tiroir. On effectue ainsi 
la division du plus petit côté de l’angle droit par le plus grand. 

3. Lire sur l'échelle des tangentes en face du trait du curseur la valeur 

du plus petit angle du triangle rectangle. 
- 4. Sans déplacer le curseur manœuvrer le tiroir de manière qu’en 
face de son trait retrouve la division de l’échelle des sinus, correspondante 
à l'angle qu'on vient de trouver. Cette dernière opération est la division 
du petit côté par le sinus de l'angle le plus petit. 

5. Lire le module de la quantité complexe (l’hypoténuse du triangle 
rectangulaire) en face de l’extrémité des graduations du tiroir sur l'échelle 
principale fixe inférieure de la règle. 

Le passage de la forme exponentielle à la forme algébrique est effec- 
tué dans l’ordre inverse. Afin d'éviter une erreur lorsqu'on écrit la quan- 
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tité complexe sous sa forme exponentielle, il est recommandé de commen- 
cer par représenter qualitativement la quantité complexe, donnée sous sa 
forme algébrique, dans le plan complexe. Cette construction permettra 
d'exprimer correctement l'angle entre l'axe +1 et le vecteur cherché à 
l’aide de l'angle lu sur la règle à calcul. Les angles dirigés en sens inverse 
du mouvement des aiguilles d’une montre, par rapport à l’axe +1, 
sont considérés comme positifs et ceux orientés dans le sens des aiguil- 
les d’une montre sont tenus pour négatifs. 

Exemple 47. Récrire sous la forme exponentielle les quantités 
complexes suivantes: a) 3 + 2j; b) 2 + 8j; c) 4— 5j; d) —6 —2j; 
e) —0,2 + 0,4j; f) 10 — j0,8. 

Solution. a) Plaçons le curseur en face du chiffre 2 de l’échelle infé- 
rieure de la rêgle et amenons l'extrémité du tiroir en face du chiffre 3. 
Nous lisons sur l'échelle des tangentes : 
l'angle 33°40’. Déplaçons le tiroir de 
manière que l'angle 33°40’, lu sur 
l'échelle des sinus, se trouve en face du 
trait du curseur. Nous lisons ensuite sur 
l’échelle inférieure le module 3,6 en 
face de l'extrémité des graduations du 
tiroir. Le vecteur 3 + 2j est représenté 
qualitativement sur la fig. 103, a. On 
y voit que l’angle entre l’axe +1 et 
le vecteur est égal à 33°40”. Par 
conséquent, 3 + 2j — 3,6 e 35°407, 

b} Trouvons à l’aide de la règle 
l'angle 33°40° et le module 3,6. Le 
diagramme correspondant est représenté 
sur la fig. 103, b. L’angle entre l’axe 
+1 et le vecteur est égal à 90° — 
—33°40 — 56°20’. Par conséquent, 
2 + 3j — 3,66/56°20, 

c) La règle donne un angle de Fig. 103 
38°40° et un module 6,4. On voit sur 
la fig. 103, c que le vecteur se trouve dans le quatrième quadrant. L’angle 
entre l'axe +1 et le vecteur est égal à —51°20". Ainsi 


4—5j—6,4e-151°20", 


dj Trouvons à l’aide de la règle l’angle 1835’ et le module 6,32. 
On voit sur la fig. 103, d que l’angle entre l’axe +1 et Île vecteur peut 
être exprimé de deux façons : soit comme — (180° — 18°35') — —161°25", 
soit comme <+-(180° + 18°35’) —-198°35". Par conséquent, 


—6—9j—6,320-5161°25" — 6,390198°85", 


e) La rêgle donne un angle de 26°35’ et un module de 0,448. Le vecteur 
se trouve dans le deuxième quadrant (fig. 103,e). Par. conséquent, 
—0,2 + j0,4 — 0,448e 169%", 
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f) Le cas présent diffère en principe des ‘exemples examinés: plus 
haut par le fait que les composantes du vecteur (les côtés du triangle 
rectangle) diffèrent plus par valeur absolue que par un ordre de grandeur. 
Ici, l’hypoténuse du triangle rectangle est pratiquement égale au grand 
côté, et l'angle cherché doit être lu sur l’échelle moyenne du tiroir. 
La règle donne un angle de 4°40”, se trouvant dans le quatrième quadrant 
(fig. 103, j). Par conséquent, 10 — j0,8 = 10e-*4°40", 

$ 96. Les lois de Kirchhoîf écrites sous forme symbolique. Coniormé- 
ment à la première loi de Kirchhoïf la somme algébrique des valeurs 
instantanées des courants convergeant:à un nœud quelconque d’un cir- 
cuit est nulle, c’est-à-dire 

| Si=0. (5.40) 


En remplaçant dans cette somme chaque courant par sa représentation 
complexe / nous obtenons 
21 =0. (5.40) 


L’équation (5.40) est la première équation de Kirchhoîf écrite sous forme 
symbolique. 

Examinons ensuite la forme symbolique d’écriture de la deuxième 
loi de Kirchhofi. | 

On peut pour une maille fermée d’un circuit électrique à courantsinu- 
soïdal aussi compliqué soit-il écrire l’équation de la deuxième loi de 
Kirchhoff pour les valeurs instantanées des courants, des tensions et des 
F.E.M. 

Soit un circuit ramifié fermé comprenant #7 branches, dont chacune (k) 
contient, dans le cas général, une F.E.M. e;, une résistance active R?, 
une inductance L, et une capacité C, parcourues par le courant ë,. Alors, 
suivant la deuxième loi de Kirchhoîf, 


n 
D (aRit DE (in dt) = 3 a (5.41) 
k—1 
Mais chaque terme du premier membre de cette équation peut être confor- 
mément au $ 12 remplacé par 7,7», tandis que chaque terme du second 


membre de la même équation peut être remplacé par Ex. Par conséquent, 
l'équation (5.41”} prend la forme suivante 


D JiZn= D En. (5.41) 
k=1 k=1 
L’équation (5.41) est la deuxième loi de Kirchhoîf écrite sous [a forme 


symbolique. 
œ , $ 97. Application au calcul des circuits à courant sinusoïdal de toutes 


les méthodes décrites dans le chapitre « Circuits électriques à courant 
continu ». Un certain nombre de méthodes et de procédés, rendant les 
calculs plus faciles que la solution d’un système d’équations établies par 
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utilisation directe des lois de Kirchhoîf, a été mis au point pour l’ana- 
lyse et le calcul des circuits électriques à courant continu. Nous avons 
énuméré au premier chapitre parmi ces méthodes la méthode des courants 
fictifs maïillés, la méthode des potentiels des nœuds, celle de marche à 
vide et de court- circuit, par exemple. 

Il a été également indiqué au premier chapitre que les expressions 
définitives, utilisées pour les calculs par ces méthodes, ont été obtenues 
à l’aide d'opérations, basées sur la première et la deuxième lois de Kirch- 
hoîf. 

Du fait que les première et deuxième lois de Kirchhoff s appliquent 
également aux circuits à courant sinusoïdal, on aurait pu écrire les 
équations pour les valeurs instantanées de diverses grandeurs existant dans 
les circuits à courant sinusoïdal, passer de ces équations aux équations 
complexes et, ensuite, répéter la déduction de toutes les expressions 
du premier chapitre pour les circuits à courant sinusoïdal également. 

Maïs on peut évidemment, se dispenser de reproduire ces opérations. 

Lorsque les diverses branches d’un circuit électrique à courant sinu- 
soïdal ne sont pas couplées entre elles magnétiquement, toutes les expres- 
sions utilisées pour les calculs dans le premier chapitre sont valables 
également pour le calcul des circuits à courant sinusoïdal, si on y substi- 


tue au courant continu 7 le courant complexe. I, à la conductance £ 
l’admittance Y, à la résistance R l'impédance Z et à la place de la 


F.E.M. continue E on utilisé la F.E.M. complexe E. 

Si, par contre, certaines branches d’un circuit électrique à courant 
sinusoïdal sont couplées l’une à l’autre magnétiquement, ce qui a lieu 
en présence de l'induction mutuelle, la chute de tension aux bornes 
d’un tronçon quelconque du circuit dépend non seulement du courant 
qui y circule, mais également des courants des branches auxquelles [a 
branche considérée est couplée magnétiquement. [1 en résulte que le 
calcul des circuits électriques à courant sinusoïdal, en cas d'existence 
de branches couplées magnétiquement entre elles, comporte un certain 
nombre de particularités dont on ne tient pas compte si on remplace 


simplement dans les expressions du premier chapitre Æ par E,R par Z 
et g par Ÿ. Ces particularités de calcul des circuits à couplage magré- 
tique seront examinées au $ 113. 
£- $ 98. Sur l’utilisation des diagrammes vectoriels pour les calculs des 
ircuits électriques à courant sinusoïdal. Les courants et les tensions dans 
divers tronçons d’un circuit électrique à courant sinusoïdal ne sont pas 
en phase en général. Une idée concrète sur la disposition des divers 
vecteurs peut être obtenue à l’aide d’un diagramme vectoriel des courants 
et des tensions. Il est recommandé, lorsqu'on fait des calculs des cir- 
cuits électriques à courant sinusoïdal par la méthode analytique, de 
construire également des diagrammes vectoriels. Ils permettent de con- 
trôler qualitativement les calculs analytiques. 
Le contrôle qualitatif consiste en la comparaison des directions de 
divers vecteurs dans le plan complexe, à savoir des directions obtenues 
par calcul analytique avec celles résultant des considérations physiques. 
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Ainsi, par exemple, sur un diagramme vectoriel la tension U, aux 
bornes de l’inductance L doit être en avance de 90° sur le courant circu- 


lant dans cette inductance et la tension aux bornes de la capacité Uc 
doit être en retard de 90° sur le courant circulant dans cette capacité. 
Si les résultats du calcul analytique ne sont pas conformes à ces 
considérations évidentes, une erreur a dû être commise et on doit la 
rechercher et l’éliminer. En outre, le diagramme vectoriel est souvent 
utilisé également comme mode de calcul, par 

a 2, e 4 exemple, dans la méthode des grandeurs propor- 


re 1 tionnelles. 

oO Examinons maintenant quelques exemples. 
Exemple 48. Soit pour le schéma de la 
lg. 104,a la F.E.M. e = 141 sin ofV et 
R;:=3Q; R2=2Q; L—=0,00955H. Fréquence 
angulaire @ = 314 s-!. Calculer le courant et la 

tension pour les éléments de ce circuit. 
Solution. Ecrivons l'équation pour les 


valeurs instantanées : 
À di 
L —= (R: + R)+L== €. 
Récrivons cette équation sous forme complexe: 


Î (Ri+ Ro) + joLi = E 


o où 
Fig. 104 IZ=E, où Z=Ri+RkR:+joLl=3 + 
+2+7314.0,00955 = 5 + 3j — 5,82eft°. 
Valeur efficace complexe de F. E. M. 


pes her 
V2 
Trouvons 
 : 100 
= = — © —j31° ; 
I Z Fer 17,2e À 


Tension aux bornes de la résistance R; 
Ürs = Un = LR; = 51,6e-531° . 
Tension aux bornes de la résistance R: 
Uno = Uye = 1R3 = 34,48 31° V. 
Tension aux bornes de liiddétance 
Ur = Üca = joLi = 3j:17,2e-331° = 5],6e5%° V, 
Le diagramme vectoriel en ‘question est représenté sur la fig. 104, b. 


Le vecteur E est dirigésuivant l’axe +1. Le courant est en retard de 
31° sur ce vecteur. 
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Exemple 49. Résoudre le problème de l'exemple 48 par la mé- 
thodé des grandeurs proportionnelles. 
Solution. Prenons 1 À comme courant dans le circuit et diri- 


geons-le suivant l’axe +1 (7 — 1) du diagramme vectoriel de la fig. 104, c. 
La tension aux bornes de la résistance active R:, en phase avec le courant, 
est numériquement égale à 1-3 — 3 V. La tension aux bornes de R:, 
également en phase avec le courant, est égale à 2 V. La tension aux 
bornes de l’inductance est égale à 3 V et est en avance de 90° sur le cou- 
rant. 11 découle du triangle rectangle que pour un courant de 1 À, cir- 
culant dans le circuit considéré, la F.E.M. 

à l’entrée doit être É  ÿ 


| V5? +32— 5,82 V. 
La F.E.M. appliquée en réalité à l’entrée FE 
étant de 17,2 fois plus grande, tous les courants 


et les tensions doivent être multipliés par 17,2. 
Sur le diagramme vectoriel de la fig. 104, c, tous. 
les vecteurs sont tournés de 31°, en sens inverse 
des aïguilles d’une montre, par rapport aux 
vecteurs correspondants du diagramme vectoriel 
de la fig. 104, 6. Il est évident, que la position 
réciproque des vecteurs sur Île diagramme ne Fig. 105 
s'est pas modifiée de ce fait. 
Exemple 50. Une résistance active et: une | 
capacité représentées sur la fig. 105, a sont couplées en série; R — 4Q; 
la fréquence angulaire © — 10%s-1. Calculer la valeur de la capacité C 
si pour une F.E.M. E = 10 mV, le courant dans ce circuit est de 2 mA. 
Solution. Impédance du circuit | 


Z=R— JL. 


AE 


Conformément à la loi d'Ohm 


Son module 


D'où 


Par conséquent, 
Xo=LeVA RIVER 3 
et | 


1 
, C= GXs — 105.3 — 3,33uF. 
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Le diagramme vectoriel correspondant est représenté sur la fig. 105, h. 
Exemple 51. Le tronçon ab d’un circuit ramifié de la fig. 106, a 
comporte une réactance inductive X 7 = wL et une résistance active R, 
numériquement égale à X,, couplées en parallèle. L’ampêremètre A2 
indique 5 À. Calculer les indications de l’ampêremètre À:, en négligeant 
les résistances des ampêremèêtres, considérées 


Z, et A comme très faibles. 
Solution. Construisons le diagramme 
és) G) vectoriel qualitatif, représenté sur la fig. 106, b. 
1, À La tension Us est en phase avec le courant 2. 


Le courant / 4 est en retard de 90° sur le courant 
J, et lui est égal en valeur. Le courant dans 
le tronçon non ramifié du circuit {3 —11+10. 


Le module du courant / 4 est égal à 5)/2 =7,05 A. 
L’ampêremètre À: indique 7,05 À. 
Exemple 52a. Construisons le diagramme 
vectoriel des courants et des tensions pour Île 
SISee de la ne 107, a si le courant 7; = 1 À ; R; = 10Q ; © L1 = 109; 


So 1: utionl. Désignons les a et choisissons pour eux les 
sens positifs conformément à la fig. 107, a. Prenons comme échelle pour 
les courants mz = 0,5 A/cm et pour les tensions my = 4 V/cm. Orien- 


tons le courant /, suivant l'axe +1 (fig. 107, b). La chute de tension 


Ur., numériquement égale à 10 V, est en phase avec le courant l3. La 
chute de tension dans la réactance inductive w Li de même égale à 10 V 


est en avance de 90° sur le courant Î . La somme géométrique Ü Jr + U 1; 


a son module égal à 10/2 = 14,1 V. Le courant capacitif l, est en 
avance de 90° sur la tension. 
Le module de ce courant 


1551 A. 


Le courant dans le tronçon non ramifié du circuit est égal à la somme 


géométrique des courants Î 3 = 1, FU 2e Son module est égal à 0,8 À 
(calculé par la méthode graphique). La chute de tension aux bornes de 
la résistance R3, égale à 2 V, est en phase avec le courant. La chute 
de tension aux bornes de l’inductance L;, en avance de 90° sur le courant 


La, est numériquement égale à 0,8-20 = 16 V. La tension à l'entrée 
du circuit est égale à la F.E.M,, soit à — 18,3 V. 

Exemple 52b. Examinons maintenant un problème inverse à 
celui examiné dans l'exemple 52a. 

Admettons que dans le circuit de la fig. 107, a on ait trouvé par 
voie expérimentale les courants /;,, 7, et I: (des ampéremètres dont 
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on a noté les indications ont été intercalés dans toutes les branches du 
circuit): A4=1 À; 1: =1 4; 1: 0,8 À et qu’on ait également relevé 
les trois tensions suivantes: la tension à l'entrée du circuit égale à la 
F.E.M. E = 18,3 V, la tension aux bornes de la capacité VU, = 14,1! V 
(c'est aussi Îa tension aux bornes de la première branche) et la tension 
U; aux bornes de la troisième branche (de R3: et de Ls) U: — 16 V. 
Ces tensions ont été mesurées en branchant un voltmètre successivement 
aux bornes a ete, aetc,eetc 


Fig. 107 


On demande de construire un diagramme vectoriel en partant de ces 
données expérimentales (d'après les valeurs des trois courants et des 
trois tensions). 


Solution. Sur la fig. 107, c traçons le vecteur Üe égal à 14,1 V. 
Pour faciliter la comparaison avec la fig. 107, b plaçons-le sur ce dia- 
gramme comme il a été placé sur la-fig. 107, b. 


Traçons sur le diagramme le courant Ï > Il est en avance de 90° sur 
la tension Uc et son module est égal à 1 A. Après ceci on peut construire 


les courants L, et I , en partant du fait que les trois courants ( L 1, et Î 3) 
forment un triangle fermé (fig. 107, b). 

Pour construire un triangle en partant de ses trois côtés (autrement 
dit pour déterminer son troisième sommet) traçons à partir de l’extré- 


mité du courant Z, (de l’un des sommets du triangle) un arc de rayon 
égal au courant /, et de l’origine du courant /, (c'est-à-dire du deuxième 
sommet du triangle) traçons un arc de rayon égal à J3. 
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Le point d’intersection de ces deux arcs est le troisième sommet du 
triangle, c’est-à-dire le point où aboutissent les vecteurs des courants 


T3 et Ja. 
Après avoir déterminé sur le diagramme la position du courant L. 
on peut y représenter les vecteurs de tension U, et de la F.E.M. E. 


Les tensions Üe, LU: et la F.E.M. E forment également un triangle 
fermé. Pour le construire procédons de la même manière que pour le 
triangle des courants. 


En partant de l’extrémité du vecteur Ue: traçons un arc de rayon 
égal à Ua et en partant de l’origine du vecteur Us, un autre arc de rayon 
égal à‘. Ces arcs se coupent en deux points: les points e et f 

Du fait que la tension Us représente la chute de tension due au courant 
Î 3 dans R:et Le. couplées en série, elle doit être en avance sur le courant 


1; et non pas en retard sur ce dernier. 
Par conséquent, choisissons parmi les deux points (e et f), le pointe 


(si nous avions choisi le point ÿ, nous aurions pour la tension U3 re- 
présentée en pointillé sur la fig. 107, c un retard sur le courant 7, et non 
pas une avañce par rapport à ce dernier). 

Remarquons en conclusion que dans le triangle des courants les arcs 
se coupent également en deux points, dont le deuxième (non utilisé} 
n’est pas représenté sur la fig. 107, c. 

. $ 99. Représentation d’une différence de potentiel dans le plan com- 
plexe. Les potentiels d’un circuit à courant alternatif sont des nombres 
complexes. Dans le plan complexe un nombre complexe peut être repré- 
senté soit par un point dont les coordonnées soni 
égales aux parties réelle et imaginaire du potentiel 
complexe, soit par un vecteur dirigé de l’origine 
des coordonnées vers le point considéré du plan. 

Deux vecteurs représentés sur la fig. 108, à titre 
d'exemple, représentent les potentiels complexes : 


Das ou d di | 
Fig. 108 Par définition la différence de potentiel U,, = ®, — 


—py =—6+ 4j; U,, sera représenté par un vecteur 
dirigé de b vers a. Le premier indice figuré auprès de la tension 
(l’indice a dans notre exemple) indique le point vers lequel il faut 
diriger la flèche du vecteur tension. Naturellement 


: Ü ba ES — Us. 


6, $ 100. Diagramme topographique. Chaque point d'un circuit élec- 
trique, auquel sont raccordées plusieurs résistances, a son potentiel 
complexe. 


130 


L'ensemble des points du plan complexe, représentant les potentiels 
complexes des points homologues d’un circuit électrique est appelé 
diagramme topographique. 

L'utilisation du terme « topographique » s'explique par la ressem- 
blance de ce diagramme avec une carte topographique d'une localité 
quelconque. Sur une carte topographique chaque point du terrain est 
représenté par un point déterminé. La distance entre deux points sur 
le terrain peut être déterminée en mesurant la distance entre deux points 
homologues représentés sur la carte. | 

Des mesures analogues peuvent être effectuées également sur un 
diagramme topographique. La tension entre deux points quelconques 
d’un circuit électrique, entre les points a et b par exemple, est détermi- 
née en grandeur et en direction par le vecteur tracé sur le diagramme 
topographique et allant du point & au point a. 

Lorsqu'on construit un diagramme topographique, de même que pour 
la construction du diagramme des potentiels (voir $ 9), le potentiel d’un 
point quelconque du circuit peut être pris comme nul. Sur le diagramme 
topographique ce point est placé à l’origine des coordonnées. De ce fait 
la position sur le diagramme de tous les autres points du circuit sera 
parfaitement déterminée. Elle dépendra des paramètres du circuit, 
à savoir des F.E.M. et des courants dans ses diverses branches. Exami- 
nons un exemple de construction d’un diagramme topographique. 

Exemple 53. En partant des données de l'exemple 52a construi- 
re un diagramme topographique pour le schéma de Ia fig. 107, a. 

Solution. Désignons par les lettres a, b, c, ... les points du 
schéma de la fig. 107, a que nous voulons représenter sur le diagramme 
topographique. Considérons que le potentiel du point a est nul: 


Da — 0. 
Exprimons le potentiel du point & à l'aide du potentiel du point a: 
Po = Pa + AR = Pa + 10. 


Le sigrie + placé devant le terme /,R, est dû au déplacement en sens 
inverse du courant /, lorsque nous passons du point a au point b. La 
coordonnée du point b en abscisses du diagramme est égale à +10. De 
même, 


Pe = Po + ajoL, = 10 + j10; 

Pa = Pe+ 1aR3 ; 

Pe — Pa + /sjoLs. 
L'ensemble des points a, b, c, d, e du plan complexe de la fig. 109 re- 
présente justement le diagramme topographique du schéma de la fig. 107, a. 
Il est très commode, en utilisant ce diagramme de déterminer la tension 
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entre deux points quelconques du schéma, ainsi que le déphasage de 
cette tension par rapport à une autre tension quelconque *. 
Examinons quelques exemples d’utilisation de la méthode des poten- 
tiels des nœuds et de celle des courants fictifs maillés. 
Exemple 54 Déterminer par la méthode des deux nœuds Îles 
courants du circuit de la fig. 110. Les sens positifs des F.E.M. sont indi- 
qués par des flèches sur le schéma : 


e=120V 2sinof V; e3=:100 V2 sin (of — 30°) V'; 
° 1 —— ° — 
R=2Q ; ne — 10Q; oœL;—5. 
Solution. Ecrivons la F.E.M. sous sa forme complexe : 


Ë, = 120, Pi= 100e-550°, 


Fig. 109 


Considérons comme sens positifs pour les courants dans les diverses 


branches ceux dirigés vers le nœud a. Calculons les admittances des 
branches 


1 I ; 0 . À °C. 
1 l 
DE “ui uisi ei 


Tension ne nœuds a et b (voir l’expression 1.20): 


ab — — 


—— 
© te "te 


NE nn 8° 
A 2e 2 0,5--0,1j—0,2j 104 V 
Le courant 


nm 6 4 
— 


Z, 2. 


: . " , a — j8° | | 

= Ter LOC 8,54 j7,25—11,17e54025" 4; 
r _Ù b — 10467 38° =: _—j98 . 
CE dues 0: 390° : == 10,4e J À ; 


* [1 y a lieu de signaler qu'en général il n'existe pas de similitude graphique 
entre un diagramme topographique et le schéma électrique pour lequel ce diagram- 
me a été construit. 
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eq nn 


Z3 5} 
= 190 (c05307 = sin 207) 108 (cos 8" Sins") 
= u _ 
_—16,2—35,5  29,16/24580 D ssesg 
ee 0e À. 


Exemple 55. Trouver les courants dans le schéma de la fig. 111, a 
par la méthode des courants fictifs maillés et construire le diagramme 
topographique correspondant : 


Ei=100V; Ei= 100680 V; Xo=-—= 20; 
R=@L = 52. 


Solution. Considérons comme sens positif des courants fictifs 


maillés Fa et le celui des aiguilles d’une montre. Ecrivons sous sa 
forme générale l'équation pour les courants 
fictifs maillés (voir les équations 1.4): 


AT + Lo2Zo = Es; 
VAS nu Loto — Es. 
Où Zy1 — impédance propre du premier circuit 
Zu=R—T=5—2;; Ù 


Zo2 — impédance propre de Îla deuxième 
maille : 
Z22 = R + joL —5+5j. 


Zi2 = Zu — impédance de la branche com- 
mune à la première et à la deuxième maiïlles, 
prise avec un signe contraire 


Zys= —Ri= —5; 


Fig. 111 


Eu—somme algébrique des F.E.M de la première maille 
Eu= E= 100 ; 
Ey»—somme algébrique des F.E.M. de la deuxième maille 


Pie 100. 
Par conséquent, 


Li (5— 2j) — 512 = 100 ; 
— 5111 + La (5 + ÿ5) = — 100j. 
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Le déterminant du système 


_|G—2) — | Soie. 
Le ae _ 10+15j — 18e7 : 
A 
li=; T2 = ; 
A, O2) 100 | 360 500; 5826-15" . 
—5 —1]100; 
100 —5 . 
— 100j (5+5j) 
500 _ go 
hs eme = 27 8e 356°20” À ; 
A 5896 759° ER 09? 
la= <= Taser — 92; 3e—3115°20" À, 


Le courant dans la résistance R (dirigé du point b au point m") 
Lun — Lao = 3051948 À. 
Le diagramme topographique est représenté sur la fig. 111, b. 
G $ 101. Puissances active, réactive et apparente. On entend par puis- 
ance active P la valeur moyenne de la puissance instantanée p pendant 
la période T 


T T 
p= \pdt=+ \ ui dt. (5.42) 
0 


Fu 
Û 


Si le courant i — 7, sin œf, la tension aux bornes du tronçon con- 
sidèré du circuit u = Uhn sin (wf<+), on a 


T 
P= + | ImUmsin of sin (of + @) dé = Lnim mn cos—=Ulcosp. (5.43) 
0 
La puissance active est au point de vue physique l'énergie dégagée 
par unité de temps * sous forme de chaleur (par effet Joule) dans la 
résistance À du tronçon considéré du circuit. En effet, le produit U 
cos o = ZR ; par conséquent 


P= FR. (5.44) 
La puissance active est mesurée en watts (W). 
On entend par puissance réactive Q le produit de la tension U aux 


bornes d’un tronçon du circuit par le courant / circulant dans ce tronçon 
et par le sinus de l’angle @ entre la tension U et le courant 7 


Q = UT sin . (9.45) 
* On suppose qu'une seconde comprend un nombre entier de périodes T. 
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On exprime la puissance réactive en « voltampères réactifs », ou en 
VAr en abrégé. Si sin >0onaQ>0etsising<0onaQ<d. 

Examinons la signification physique de la puissance réactive. À cette 
fin prenons un tronçon du circuit comprenant R,°L et C couplées en 
série. Soit ê = /, sin wf le courant qui y circule. Ecrivons l'expression 
pour la valeur instantanée de la somme des énergies des champs magné- 
tique et électrique de ce circuit: 


__ Li , Cut Lim 


2 
+ Tr cos! ot = 2 (1— cos 2of) +- Tr (1 + cos Zu). 


Il découle de l’expression ainsi obtenue que W,,, a une composante 
continue We invariable dans le temps et une composante alterna- 


tive Wme qui Varie à une fréquence angulaire double. 
We = We — Ware ; 
0 


LI2 F? 
Wie = gt TC 
et 
LF2 F2 


Pour créer la composante continue W,,., on a dépensé une certaine 
quantité d'énergie pendant le processus d'établissement du régime pério- 
dique considéré. Par la suite, lorsque le processus périodique est établi, 
l'énergie We, reste invariable et, par conséquent, la source d’alimen- 
tation n'a plus besoin de fournir d'énergie pour la créer. 

La valeur moyenne de l'énergie we, fournie par la source pendant 


l'intervalle de temps compris entre — ns et FT 


10 


Wie =+ \ One dé = (LE) = EP (Xi Xo)= 


. 1 ; 
= UI sinp=—Q. (5.46) 


Ainsi, la puissance réactive Q est proportionnelle à la valeur moyenne 
de l'énergie fournie pendant un quart de période par la source d’ali- 
mentation pour créer la composante alternative du champ électrique 
magnétique de l’inductance et de la capacité. 

Pendant une période du courant alternatif, l'énergie Wyemoy est 
deux fois cédée par le générateur au circuit et deux fois restituée par 
le circuit au générateur. ; 

En d’atitres termes, la, puissance réactive caréctérise l'énergie échan- 
gée entre le générateur et le récepteur. | 

La puissance apparente (oscillante) 


S=UI. (5.47) 
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Elle est mesurée en voltampères, où en VA en abrégé. La relation suiv'an- 
te existe entre P, Q et S 
P2+Q=S?. (5.48) 


On peut représenter cette relation par la méthode graphique sous forme 
d'un triangle rectangle (fig. 112), appelé triangle des puissances dont 
l’un des côtés est égal à P, l’autre à Q et l’hypoté- 


S nuse à S. 
@ On indique la valeur S sur la plaquesignalétique 
M d'une source quelconque d’énergie électrique à 
P courant alternatif (alternateur, transformateur, etc.). 
Fig. 112 Elle caractérise la puissance que Îa source peut 
fournir à l'utilisateur si ce dernier fonctionne 
avec un cos q — | {c’est-à-dire si c'est une résistance purement active). 
y $ 102. Expression de la puissance sotis forme complexe, Soit une cer- 

taine quantité complexe 


À = AeŸ4 — À cos Pa +jAsinpA. 
Sa conjuguée complexe À sera par définition : 
À = Ae7Ÿ4 = A cos 4 — jA sin Pa. 


Examinons un mode simple de calcul des puissances active et réactive 
à partir de la tension complexe et du courant complexe conjugué. Dési- 


gnons par U = Ue’*u la tension aux bornes d'un certain tronçon du 


circuit, et par Î = Je*i le courant dans ce tronçon. L'’angle entre la 
tension et le courant est @ — p, — w;. Multiplions la tension complexe 
+ 


par le courant complexe conjugué 7 — le-"%: et désignons l'expression 
complexe ainsi obtenue par S 
SU Ule %u-®) L UJeie =UI cos p+jUlsinpg=?+jQ. (5.49) 


Le signe — (le tilde), placé au-dessus de S signifie qu’il s'agit de la 
puissance apparente complexe (et non de sa conjuguée), formée avec 


le courant complexe conjugué J. 
Aïnsi, la puissance active P est la partie réelle (Re) et la puissance 


réactive Q la partie imaginaire (Im) du produit UI 
P=Re ÜUI : 
s * 
| Q=—ImUl. ) 
Exemple 56. Calculer les puissances active, réactive et apparen- 
te en partant des données de l’exemple 48. 


Solution. La tension aux bornes de l’ensemble du circuit est 
égale à la F.E.M.: 


Ü = E — 100 V. 
Le courant dans le circuit / — 17,2 e-%1° À, 
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(5.50) 


Le courant conjugué Î — 17,2 ei”, 
$ = Ü — 100-17,2e31° = 1720 cos 31°+- j 1720 sin 31° = 1475+.j 886 : 
Re ÜI — 1475 : Im ÜI = 886. 


Par conséquent, la puissance active P — 1475 W, la puissance réacti- 
ve Q — 886 VAr et la puissance apparente S = 1720 VA. 
, $ 103. Mesure de la puissance au wattmètre. On mesure habituelle- 
ment la puissance à l’aide d’un wattmètre électrodynamique. C'est un 


appareil dans lequel une bobine mobile solidaire d’une 
aiguille indicatrice peut tourner dans le champ magné- Le 
W 


tique d’une bobine fixe. 
‘La bobine fixe, à quelques spires de gros fil, a 7 
une très faible résistance et est appelée par la suite à 
enroulement en série. Elle est intercalée dans le circuit 

en série, comme un ampèêremèêtre. La bobine mobile est Fig. 113 
exécutée en un fil très fin, sa résistance peut être 

considérée comme purement active et nous l’appellerons par la suite 
« enroulement en dérivation ». Elle est branchée en parallèle au tronçon 
considéré du circuit, comme un voltmètre. 

Dans un schéma électrique un wattmètre est représenté par un petit 
cercle, entourant la lettre W et comprenant quatre fils sortant de ce 
cercle (fig. 113). Deux des bornes du symbole (ce sont habituellement 
les bornes horizontales) appartiennent à l’enroulement en série et les 
deux bornes représentées verticalement en général appartiennent à 
l’enroulement en dérivation. Les bornes de même polarité des deux 
enroulements sont habituellement marquées par des astérisques. 

Le couple moteur du watimêtre et, par conséquent, ses indications 


sont proportionnels au produit scalaire de la tension Ü,, aux bornes 


de l’enroulement en dérivation par le courant ? circulant dans l’en- 
roulement en série. 

La tension aux bornes de l’enroulement en dérivation est prise égale 
à la différence de potentiel entre la borne de cet enroulement désignée 
par l’astérisque (point a sur la fig. 113) et son autre borne ne comportant 
pas d’astérisque (point b). 

Le courant / entre par l’extrémité de l’enroulement en série, désignée 
par l’astérisque. 

En écrivant le produit scalaire, exprimant les indications du wattmé- 
tre, on surligne les vecteurs tension et courant. Ainsi, la valeur indiquée 


par le wattmètre (fig. 113) est calculée comme le produit scalaire Url = 


= Ur À cos (Us ” Î). En général le wattmètre est branché au circuit 
de manière que le produit scalaire de la tension par le courant, mesuré 
par ce wattmètre, soit fa puissance active. 

Cependant. pour un branchement particulier, le produit scalaire de 
la tension par le courant peut donner non pas la puissance active, mais 
la puissance réactive (voir pour détails le. $ 144). 

La valeur d'une division de l'échelle du wattmètre est déterminée 
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comme quotient du produit de la tension nominale par le courant no- 
minal (ces valeurs étant indiquées sur la platine de l'appareil) par le 
nombre de divisions de l’échelle. 

Exemple 57. Tension nominale du wattmètre : 120 V. Courant 
nominal : 5 À. Son échelle comporte 150 divisions. Calculer la valeur 
d’une division de l’échelle. 

Solution. La valeur d’une division est égale à TS = 4 Widiv. 

5 » $ 104. Dipôle branché dans un circuit à courant sinusoïdal. Le schéma 
de la fig. 114 représente un dipôle passif branché à une source de F.E.M. 
Impédance d'entrée du dipôle 


E 
Zent se 
1 


Dans le cas général 
Zent ne Rent +] X ent — — zeiv, 


Si X'ent => 0, l’impédance d'entrée a un caractère inductif et si X'ens << 0 
elle a un caractère capacitif et pour X 4: — 0 elle est purement active. 
L'admittance d'entrée YA: est l'inverse de l’impédance d'entrée 
l 
Fonte: 
dé Zent 

L’impédance d’entrée peut être déterminée soit par voie de calcul si on 
connaît le schéma des connexions intérieures du dipôle et Îles valeurs 

de ses résistances et réactances, soit par voie expéri- 


I _ mentale. 
Si on désire déterminer l’impédance d'entrée par 
© voie expérimentale, le dipôle doit être monté suivant 
le schéma de la fig. 115, a. Dans ce schéma l’ampêremètre 


mesure le courant 7, le ‘voltmètre — la tension Ur = U 
Fig. 114 à l'entrée du dipôle. Le wattmètre mesure le produit 


scalaire de la tension U,4 par le courant 1. Cette valeur 
est égale à la PHESARCE active P = UI cos @. Le module de l impédance 


d'entrée est z — —. La division de P par le produit UZ donne le cosinus 


de l’angle entre : tension et le courant, cos @® — _. ; 


À l’aide de ce cosinus on trouve sin q et ensuite on calcule 
Renr=2cosp et Xeon — 2 sin. 


Du fait que le cosinus est une fonction paire c'est-à-dire que cos (— œ) — 
— Cos p, les mesures exposées ci-dessus pour le calcul de l’impédance 
d'entrée doivent être complétées par ufr deuxième essai, dont le but est 
de déterminer le signe de l’angle @ par comparaison des indications 
de l’ampèremètre au cours de ces dix essais. 

Pour déterminer le signe de l’angle @ on branche en parallèle au 
dipôle examiné une petite capacité C en fermant pour cela l’interrupteur 
K (fig. 115, a). 
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Si les indications de l’ampêremètre aprés fermeture de l’interrupteur 
K dimintent, l'angle q est positif et l’impédance d'entrée Z — z2ei9 
a un caractère inductif (le diagramme vectoriel représenté sur la fig. 115, b 
correspond à cette éventualité). 

Si les indications de l’ampêremèêtre augmentent à la suite de la fer- 
meture de l'interrupteur, l’angle @ est négatif et l’impédance d'entrée 
a un caractère capacitif (diagramme vectoriel de la fig. 115, c). 


Fig. 115 


Sur les diagrammes des fig. 115, b et c Î est le courant circulant 
dans le dipôle; 7, — courant circulant dans la capacité, en avance de 


90° sur la tension U à l'entrée du dipôle. Le courant circulant dans 
l’ampêéremètre, lorsque l’interrupteur est fermé, est représenté en pointil- 


lé. La comparaison du courant représenté en pointillé avec le courant 7 
a permis d'aboutir à la conclusion ci-dissus, 

Exemple 58. Il résulte des mesures effectuées à l’aide du schéma 
de la fig. 115, a que U = 120 V;, 7 — 5 À; P = 400 W. La fermeture 
de l'interrupteur À a donné lieu à la diminution des indications du 
wattmètre. Calculer l’impédance d'entrée du dipôle. 

Solution. Le module de l’impédance d'entrée 


U | P 400 … _ : 
z=—— 240; cos = 27 = 100. — 0,666 ; sino—0,745 ; 
Rens = 2 cos p — 24.0,666 — 16Q ; Xeon —zsinp— 240,745 — 17,90. 
L’impédance d’entrée complexe 
Lent = (16 + j 17,9) Q. 


&, $ 105. Fonctionnement d’un dipôle en régime de résonance. Soit 
un dipôle comprenant une ou plusieurs inductances et une ou plusieurs 
capacités. On appelle régime (ou régimes) de résonance un mode de fonc- 
tionnement d'un dipôle de ce type pour lequel son impédance d'entrée 
de ce dipôle est purement ohmique *. | 


— 


* Il en découle que pour calculer les conditions d'établissement de la résonan- 
ce, il faut écrire que la partie imaginaire de la quantité complexe de l’impédance 
d'entrée du dipôle est nulle. 

Ce mode de calcul des conditions d'établissement de la résonance est juste, 
si on ne néglige pas les résistances actives des bobines d’inductance. 


1.39 


Un dipôle, fonctionnant en régime de résonance, se comporte par 
rapport au circuit extérieur comme une résistance active et, par con- 
I R, ! séquent, le courant et Ja tension à l'entrée 

y —— {y 4 

du dipôle sont en phase. 

La puissance réactive du dipôle est nulle 
dans ces conditions. 

On distingue deux variétés principales 
de régimes de résonance: résonance des 
courants et résonance des tensions. 

%,$ 106. Résonance des courants. Le phé- 
homêne de résonance dans le schéma de la 
fig. 116, a, constitué par deux branches en 
parallèle à réactances d’un caractère diffé- 
rent, est appelé résonance des courants (ou 
résonance en parallèle ou encore antirésonan- 
ce). Admettons que la première branche 
Fig. 116 comprenne une résistance active À, et une 
réactance inductive wL, et la deuxième 

branche une résistance active R: et une réactance capacitive 7 
Le courant 7, dans la première branche est en retard sur la tension 


U = Us (voir fig. 116, b) et peut être écrit: 
DUT: =UÙ (g—jb). 


Le courant L dans la deuxième branche est en avance sur la lension 
Ia = UYa= Ü (g2—i ba). 
Courant dans le tronçon non ramifié du circuit: 
= hi+ le = Ù (g1+ 82) — j U (ba + 62). 
Par définition du régime de résonance, le courant Î doit être en 


phase avec la tension U. Ceci n'est possible que si la somme des suscep- 
tances des branches est nulle 

bi + ba = 0. 
Suivant (5.36) on a 


b 


nr. 
 Ri+oL? 


Par conséquent, la condition d’établissement d’un régime de réso- 
nance des courants pour le schéma de la fig, 116, a s'écrit: 


oL oC 


RO ji. 
Na 7 92P3 
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La ïfig. 116, b représente un diagramme vectoriel pour un régime 
de résonance. Il découle de (5.51) que pour R2 = 0 la résonance s'établit 
pour 

(A) PR 


Dans un cas encore plus particulier, lorsque R2 = 0 et Ri<oL, la 
résonance: s'établit pour 
@’LC & 1. (5.51) 


La résonance peut être obtenue en faisant varier w, L, C ou en modi- 
fiant les valeurs de R14 et R2. Le courant dans le tronçon non ramifié 
du circuit peut être moindre que les courants dans les branches de ce 
circuit. Pour Ro = 0 et R1 Æ 0, le courant 7 peut être infime par rap- 
port aux courants li et D. 

Pour un régime de fonctionnement parfait, pratiquement irréalisable, 
lorsque R1 = R2 = 0, le courant dans le tronçon non ramifié du circuit 
est nul et l’impédance d'entrée du circuit devient égale à l'infini. 

Signalons en outre le point suivant. Cinq grandeurs (L, €, R1, Ro, o) 
figurent dans l'expression (5.51). Si on calcule L ou €, en partant de 
cette expression il peut arriver qu'on obtienne deux valeurs réelles 
pour la grandeur cherchée. L'existence de deux valeurs réelles pour ZL 
et pour C indique que lorsque quatre paramètres du circuit restent inva- 
riables, on peut en faisant varier le cinquième paramètre obtenir deux 
régimes de résonance (les explications de ce phénomène sont données 
dans l'exemple 70). 

Si on obtient pour la grandeur cherchée, w par exemple, une valeur 
imaginaire, ceci veut dire que pour la combinaison donnée des quatre 
autres paramètres, la résonance ne peut pas être obtenue en faisant 
varier le cinquième. 

Exemple 59. Soit pour le circuit de la fig. 116,a R,—309Q; 
oL = 40Q; Re = 0; © = 10 s-!, Quelle est la capacité dans ce circuit 
réalisant une résonance des courants ? 

Solution. Suivant l'expression (5.51) 

Xe=— R? + (L)2 ne 62,50: 


—— mm 
os 
— 


4. $S 107. Compensation d’un Pr L'impédance d'entrée de Ia 
majorité des utilisateurs d’énergie électrique a un caractère inductif. 
Pour réduire le courant qu’ils consomment en diminuant sa composante 
réactive et pour réduire ainsi les pertes d'énergie dans l’alternateur et 
les conducteurs de distribution, on branche une batterie de condensa- 
teurs en parallèle avec le récepteur d’énergie. 

Le processus de la diminution de l’angle de déphasage entre la ten- 
sion aux bornes d’un récepteur et le courant fourni par l'alternateur est 
appelé compensation de déphasage ou amélioration du cos œ. 
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5, $ 108. Résonance des tensions. La résonance existant dans un circuit 
où À L, C sont couplées en série (fig. 117, a) est appelée résonance des 
tensions (ou résonance série). 

En cas de résonance, le courant dans un circuit doit être en phase 
avec la F.E.M. £. Le courant est en phase avec la F.E.M. E si l’impé- 
dance d'entrée du circuit 


Z=R+j(oL——) 


est purement active. La condition d'établissement de la résonance dans 
ce circuit est 

] : 
7 - La tension aux bornes de l’'inductance est égale 


à celle aux bornes de la capacité 


Us = Uc = @LI = U. 


V+ 
oL C 
R R _ Q 


est appelé coefficient de qualité (ou facteur Q) 
d’un circuit de résonance. Le coefficient de 
qualité indique de combien de fois la tension 
aux bornes de l’inductance (ou de la capacité) 
est supérieure à la tension à l’entrée de circuit 
en régime de résonance (on l’appela de ce fait 
également « coefficient de surtension »). 
Pratiquement Q peut atteindre 200 et même 
Fig. 117 plus. Le diagramme vectoriel d'un régime de 
résonance est représenté.sur la fig. 117, à. 
5,6 109. Etude du fonctionnement du schéma de la fig. 117, a en cas 
de variation de la fréquence ou de la variation de l’inductance. Supposons 
que dans le schéma de la fig. 117, a les paramètres R, L, C ainsi que la 
valeur de la F.E.M. E soient constants, mais que la fréquence & varie. 
Examinons le caractère de variation du courant / et des tensions aux 
bornes de l’inductance U, et de la capacité V4 en fonction de «w. 
Le courant dans ce circuit est 


1 Re SE 
veto) 
oC 
Lorsque & varie, la réactance du circuit varie également 


X=@L— 7 : 


On a alors 1 — 


La relation 


(5.53) 
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pour @* —> O0 X —>— oo et 7 +0; 


pour © =—— X —0 tr — 


VLC R”° 
pour @.—> © À — oo et 7 —+ 0. 

L'acuité de la courbe 7 = f (6) est d'autant plus accentuée, que la résis- 
tance active du circuit résonnant en question est plus faible, les autres 
paramètres du circuit restant inchangés; autrement dit, ceci a lieu 
lorsque le coefficient de qualité Q du circuit s’augmente. Soit la tension. 
aux bornes de l'inductance ÜUz — wLI. Pour & — 0 U; — 0; pour. 
o — oo U, —+ E (fig. 118, a). 

Une analyse détaillée, que nous 
Rene montre ue pour 


Qu —- la courbe U; (et la 


courbe DA passent par un 
DUR et que pour Q< 


<7z la courbe U,, tend d’une 


manière monotone vers Æ. 
La tension aux RS de Fig. 118 
la capacité Uc = 71 =C Pour 


wo —>0 tend vers E et pour & — 00 U,; —+0.On voit sur la fig. 118, a que 
le maximum de la tension aux bornes de l’inductance UV, et le maximum 
tension aux bornes de la capacité U, ont lieu pour des fréquences qui 


ne sont pas égales à la fréquence de réSONANC = 27 . Le maximum 
de UZ a lieu pour uné fréquence plus grande que w, et le maximum de 
Uc — pour une fréquence moindre que w+. 

Si dans le schéma 117, a on fait varier non pas la fréquence, mais 
l’inductance L, les valeurs ‘de 1, U. en fonction de À, = wL(w —= const) 
sont représentées par les courbes de la fig. 118, b **. 

Exemple 60. Soit pour le schéma de la fig. 117,a R—=10 9; 
L=1H; C=Iur. 

Calculer la fréquence de résonance, le coefficient de qualité Q, ainsi 
que la tension aux bornes de la capacité, lorsqu'on applique à l'entrée 
du circuit une tension de 10 mV, à fa fréquence de résonance. 

Solution. La fréquence de résonance w; = © 


* La flèche — remplace ici les termes « qui tend» ou « tendant » respective- 


ment. 
Ï 1 
CT 1 = —— — 
Du fait que U, sc l SC 
aspect qualitatif que la courbe 7 = ÿ (wL). 


— const, la courbe Uc = f (wL) a le même 
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Le coefficient de qualité 


La tension aux bornes de la capacité 
Uc=QE = 100-0,01 = 1 V. 


5 r $ 110. Courbe de réponse en fréquence d’un dipôle. L’impédance d’en- 
trée d'un dipôle et son admittance complexe d'entrée sont fonction de 
la fréquence. La variation, en fonction de la fréquence, des parties 
réelle et imaginaire de l’impédance d’entrée ou de l’admittance d'entrée 
d’un dipôle, sont appelées les courbes de réponse en fréquence d’un dipôle. 

Les courbes de réponse en fréquence sont largement utilisées en 
radiotechnique et dans la technique des communications. Elles sont soit 
calculées en partant du schéma des connexions intérieures du dipôle et 
les valeurs des résistances actives, des inductances et des capacités de 
ce dipôle, soit relevées par voie expérimentale. 

Lorsqu'on relève les courbes de réponse en fréquence par voie expéri- 
mentale, on applique à l’entrée du circuit une tension dont la fréquence 
peut varier dans de larges limites et en partant des résultats de mesure 
on calcule Îes parties réelle et imaginaire de l’impédance d'entrée. 

Des inductances, des capacités et des résistances actives couplées 
en parallèle et en série peuvent faire partie d’un circuit d'un dipôle. 
Ce sont les courbes de réponse en fréquence des dipôles, comprenant 
uniquement des inductances et des capacités, qui présentent le plus 
d'intérêt. Si la fréquence de la source d'alimentation du dipôle est élevée, 
les réactances inductives des bobines d’induction deviennent nettement 
plus grandes que les résistances actives propres de ces bobines et pour 
simplifier la construction des courbes de réponse, on néglige souvent 
ces résistances. Un schéma ainsi simplifié et idéalisé ne comporte que 
des inductances et des capacités et la construction des courbes de réponse 
sera nettement facilitée de ce fait. 


Examinons à titre d'exemple la construction des courbes de réponse en fré- 
quence des dipôles représentés sur la fig. 119, a et d. Le dipôle de ïe fig. 119, a 
est constitué par l'inductance Z; et la capacité C1, couplées en série. Le dipôle de 
la fig. 119, d comprend une inductance L>: et une capacité C2, couplées en parallèle. 
Pour construire leurs courbes de réponse en fréquence, supposons qu’il n'existe 
pas de pertes d’énergie dans les réactances de tous les éléments faisant partie de 
ces dipôles. L’impédance d'entrée et l’admittance d’entrée pour les dipôles de la 
fig. 119, a sont respectivement : 


1 , 
OC É 
Lo 


I X 1 
] (ox) ©L4— dc. 


| $ X=w@Li— 
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La droite 7 de la fig. 119, b représente fa fonction ©L4 = f (@); la courbe 2 est 
la fonction C — Ï (@) et la courbe 3 est la fonction X — } (w). 
| 1 

La valeur de @ — @Q pour laquelle la courbe 3 (fig. 119, b) coupe l’axe des 
abscisses correspond à la fréquence angulaire pour laquelle la résonance des tensions 
s'établit dans le dipôle de la fig. 119, à. | _—— 

Pour @ << @ l’impédance d’entrée a un caractère capacitif (X est négatif) 
et pour © > & l’impédance d'entrée a un caractère inductif (X est positif). 


Du fait que la susceptance pour le schéma de la fig. 119, a b — Da la. courbe 
b = f (w), représentée sur la fig. 119, c est réciproquement inverse à la courbe 8 
de la fig. 119, b. Pour © << @o l’impédance d'entrée a un caractère capacitif et 
pour & = @ elle a un caractère inductif. Au point © — @9 la courbe b — f (w) 
subit une discontinuité de — œ à + co. Pour le dipôle de la fig. 119, e, F'impé- 
dance d'entrée et l’admittance d'entrée sont respectivement : 


jéLa ( — | ) 
Z=iX= @Cr 7 OL 
Î (ar L ) _ lp | 
" Co ] 
OU 
—. Lo 
F7 0E 
1 
(OLOPS 
OL 
= [ 
4 à I—o@iL2Cz , | &C2 
Y = —jb= —; UE 2 ET 


Les fonctions X = f (w})} et b — f (w) sont respectivement représentées pour le 
schéma de la fig. 119, d sur les fig. 119,e et f. Pour © = @, la susceptance b 
devient nulle et ia réactance subit une discontinuité de + © à — . Pour w—=« 
la résonance des courants s'établit dans le dipôle de la fig. 119, d. 

En tenant compte de tout ceci, on peut se rendre compte, d’après l'aspect de 
la caractéristique X = f (w) ou de la caractéristique b — f (w) quels seront le 
caractère et le nombre des régimes de résonances pouvant apparaître dans le circuit 
considéré lorsque la fréquence varie entre 0 et oo. | 

Les. points auxquels la courbe X — f (&}) coupe l’axe des abscisses (ou la cour- 
be b = ÿ (w) subit respectivement une discontinuité de — oc à + oo), donnent 
les fréquences angulaires pour lesquelles les régimes de résonance des tensions 
apparaissent dans le circuit étudié. 

Les points auxquels la courbe X = f (w) subit une discontinuité de + oc 
à — (ou auxquels la courbe b — f (w) coupe l'axe des abscisses) correspondent 
aux régimes de résonance des courants. 

Pour illustrer la règle que nous venons de formuler, consiruisons les courbes 
de réponse en fréquence À = ÿ (w) et b — f (@) pour le schéma de la fig. 119, g 
et déterminons à l’aide de ces courbes quels sont les régimes de résonance et 
combien il peut y en avoir dans le circuit considéré, lorsque la fréquence varie 
de 0 à : | 

Pour le dipôle de la fig. 119, g, la réactance est égale à la somme des réactan- 
ces des dipôles des fig. 119, a et d. Il en découle que les ordonnées de la courbe 
X — j (œ) pour le circuit de la fig. 119, g sont obtenues en ajoutant les ordonnées 
des courbes X — f (wo) de la fig. 119,b et e (fig. 119,h). 

La fonction b = f (@) pour Île schéma de la fig. 119, g est représentée sur la 
fig. 119,5. En examinant les fig. 119, k et i on constate que les phénomènes 
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suivants ont lieu dans le schéma de la fig. 119, g lorsque la fréquence croît de () 
à co: pour © — «1 on obtient la résonance des tensions et pour @— @2— la 
résonance des courants, et ensuite la résonance des tensions a lieu à nouveau pour 


l2 
dy [M 
mn Es F- d 
À d) 
x | 
lt y 
l'y 
| i 
| \ 4 à) | 
| \Aésonance. €) 17 \ résonance 
\ tensions b | ÿ des courants 
! | 
lé 
SE NE “re 
j\ | 
F | 
1) 
Fig. 119 


@ — &3. Lorsque la tension continue à croître, on ne rencontre plus de résonances 
dans le circuit. Il est lieu de souligner que les régimes de résonance des courants 
et des tensions se suivent alternativement. 


g) , $ 111. Transport d’énergie d’un dipôle actif à une charge. La charge 
e = Re + jX. est branchée aux bornes du dipôle actif de la fig. 120. 
On cherche quelies sont les conditions à respecter pour 
a qu'une puissance active maximale soit dégagée dans 

z | cette charge. 
: Conformément à la méthode de marche à vide et 


5 de court-circuit ($ 23), le courant dans la charge 
Fig. 120 . pue 
Zent + Ze : 


Ici Zent — Rent +iXent est l'impédance d'entrée du dipôle par 
rapport aux bornes ab. Par conséquent, 


| RER Üobme 
Rent + Re +1 (Xent + Xc) ° 


Les valeurs de Ren: et Xe: sont données et nous ne pouvons pas les 
changer. On ne peut que modifier les valeurs de R, et X,. Choisissons 
X. de manière que le courant dans le circuit soit maximal, ce qui a lieu 
pour Xens + Xe — 0. Dans ces conditions le dipôle fonctionne en régime 
de résonance : le courant circulant dans la charge est en phase avec la 


tension U,pmo 
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De même que dans un circuit à courant continu ($ 24), la puissance 
dégagée dans la charge est maximale si on prend RQ = Rent : 


Dobse 
Tan ARent ‘ 
Ainsi, pour obtenir une puissance maximale possible dans une charge 
branchée à un dipôle actif à impédance d'entrée égale à Rent IX ent, 
il faut choisir la résistance de cette charge de manière que À, = — X 
et Re — Rent. 

$ 112. Chute et perte de tension dans une ligne de transport d’éner- 
te. Soit un alternateur branché à un récepteur d'énergie par une ligne 
de transport. Cette ligne possède une résistance active R; et une réactance 
inductive À; = © Li. 

Construisons un diagramme vectoriel pour un circuit comprenant 
un alternateur, une ligne de transport et un récepteur. Pour fixer les 
idées, supposons que la charge du récepteur 
ait un caractère inductif. Orientons le vecteur 
de la tension à l'extrémité de la ligne (aux 
bornes du récepteur) suivant l'axe +1 


(fig. 121); le courant / sera en retard sur ce 
vecteur en vertu du caractère inductif de la 
charge. La-chute de tension dans la résistance Fig. 121 

active de la ligne ZR, est en phase avec le 

courant, tandis que la chute de tension dans la réactance induc- 


tive de Ja ligne /jX, est en quadrature avant sur le courant. 
Introduisons maintenant deux termes nouveaux couramment utilisés 
dans les ouvrages d’électrotechnique : chute de tension dans une ligne 
de transport et perte de tension dans cette ligne. 
On entend par chute de tension dans une ligne de transport Île module 
de la différence géométrique des vecteurs de tension au commencement 


(U:} et à la fin U:) de la ligne: cette chute est 
IV RE+ (OL). 

La perte de tension est égale à la différence des modules de tension 
au commencement et à la fin de la ligne, c'est-à-dire qu'elle est égale 
à [Uil— [Un 

La perte de tension dans une ligne de transport indique la différence, 
exprimée en volts, entre la tension au commencement et à l’extrémité 
de la ligne. 

_ En général la chute de tension est plus grande que la perte de ten- 
sion. 
Le : $ 113. Calcul des circuits électriques comportant des bobines cou- 
plées magnétiquement entre elles. Les circuits électriques peuvent compren- 
dre des bobines couplées magnétiquement avec d’autres bobines. Le flux 
d'une d'elles traverse les autres bobines et y induit des F.E.M. d’induc- 
tion mutuelle, dont on doit tenir compte dans les calculs. Lorsqu'on 
établit des équations pour des circuits couplés magnétiquement, il faut 


ent 
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savoir si les flux d'auto-induction et d’induction mutuelle sont dirigés 
dans le même sens ou en opposition. 

On le saura si on connaît le sens de l’enroulement des bobines sur 
leur noyau et si on a choisi le sens positif des courants dans ces bobines. 

Les bobines sont branchées en concor- 
dance sur la fig. 122, a et en opposition sur 
la fig. 122, b. Si on représente les noyaux 
des bobines sur les schémas électriques ceux-ci 
deviennent difficilement lisibles: on évite 
donc de le faire et on se limite à indiquer 
les bornes homologues (les entrées des enrou- 
lements, par exemple) par des signes iden- 
tiques, des astérisques, par exemple. 

Le schéma de Îa fig. 122, c est entière- 
b) ment équivalent au schéma de la fig. 122, a, 


tandis que le schéma de la fig. 122, d est 
f, | [; | 
d) 
l; Le | 
d} 


Fig. 122 Fig. 123 


équivalent au circuit de la fig. 122, b. 

Si dans un schéma électrique Îles courants des deux bobines couplées 
magnétiquement sont orientés d'une manière identique par rapport aux 
bornes homologues (désignées par des astérisques) et sont dirigés, par 
exemple, tous les deux vers ces astérisques ou, par contre, partent tous 
les deux de ces astérisques, nous avons affaire à un branchement en 
concordance dans Île premier cas et à un branchement en opposition 
dans le second. Le calcul des circuits couplés magnétiquement est fait 
en général par la méthode symbolique. Examinons sur l'exemple du 
schéma de la fig. 123 la manière d'établir les équations pour calculer 
les circuits couplés magnétiquement. 

Choisissons arbitrairement les sens positifs des courants dans les 
diverses branches du circuit (fig. 123). Prenons également comme 
sens positif de parcours des mailles celui des aiguilles d’une montre. 
Commençons par écrire les équations pour les valeurs instantanées : 


li = Lo + 4. 
Pour la maille gauche (branches 1 et 2) 
dés à ny dés 


: I ; ee ST : .— 
HR +T \ ii dt+ Li +M di + \ L2 dt +i2kRi= es. 
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di LA 
Nous avons mis devant le terme M rs le même signe que devant le 


: di e e . ° | 
terme les puisque le courant ri, et le courant £, arrivent aux bornes 


homologues des bobines couplées magnétiquement, c'est-à-dire que nous 
avons affaire à un branchement en concordance. La somme des termes 
dé di 
FE Ta 
représente la chute de tension dans la première bobine. 

Tous les termes du premier membre de cette équation sont pris avec 
le signe +, car dans tous les tronçons de la première maille, les sens 
positifs des courants coïncident avec le sens du parcours de la maille. 
Ecrivons l’équation pour la deuxième maille (branches 2 et 3). Le courant 
j, étant opposé au sens du parcours de la maille, la somme des chutes 
de tension dans la deuxième branche figurera dans l’équation avec le 
signe — 

dis 


ET. di | 
7 édit BR Le PH M TH Rs = — es: 


Ecrivons maintenant ces équations sous la forme complexe 
h= l, LL < 
h(R-s+iol:) +R) + joM =E ; 


LijoM—}; (Re) + is (Ra + j@Ls) = . 


La résolution de ce système de trois équations à trois inconnues ne pré- 
sente pas de difficultés. 

17: $ 114. Branchement en série de deux bobines couplées magnétiquement. 
Sur la fig. 124 on voit le schéma d’un couplage en série et en concordance 
de deux bobines, et sur la fig. 125, celui de couplage en série et en oppo- 
sition de ces mêmes bobines. Pour le couplage en concordance nous 
avons 


Rita EM L LM LIR—e. 
Ou sous forme complexe 
FIRi+ Rat jo (L+ La + 2M)—E ; 
IZoome = E ; 


Zeone = Ra + Ro + jo (Li + Lo + 2M). (5.54) 
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Le diagramme vectoriel pour un couplage en concordance est repré- 
senté sur la fig. 126. Sur ce diagramme U; est la tension aux bornes de 


Fig. 124 Fig. 125 


la première bobine et U: celle aux bornes de la deuxième. 
‘Pour un couplage en opposition, nous avons 


ER Li M + La DM D iRane. 
d’où 
ÎZep = E. 
Zop = Ri + Ro + jo (Li + Le — 2M). (5.55) 


Le diagramme vectoriel pour un couplage en opposition et pour L, > M 
et L;> M est représenté sur la fig. 127. 


ÂP, 
Fig. 126 Fig. 127 


6 .$ 115. Mesure de M par des essais. Examinons deux méthodes, jouant 
un grand rôle dans Îa pratique de mesures expérimentales de l’induction 
mutuelle M de deux bobines couplées magnétiquement. 

Première méthode. Eïfectuons deux essais. Pour le pre- 
mier les bobines sont branchées en série et en concordance. Mesurons le 
courant et la tension à l’entrée du circuit, ainsi que sa puissance active. 
Pour le deuxième essai les mêmes bobines sont branchées en série et en 
opposition et on mesure également 7, U, P. En partant des résultats 
de mesures, écrivons 


AE —= O (L; + Lo + 2M) 
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et 
X op = @ (Li + Li —2M). 
La différence 
X conc — X op nec 40M, 
et, par conséquent, 


— X 
X conc op 
M = —— , 


4o 


(5.56) 


Deuxième méthode. Branchons la première bobine à une 
source de F.E.M. sinusoïdale, en passant par un ampêremèêtre (fig. 128) 
et raccordons aux bornes de la deuxième bobine un voltmètre à grande 
résistance interne. Mesurons le courant Z, et la tension Us. 

La valeur instantanée de la tension est 


la — M _ $ 
Sa valeur efficace 
U — OM}. 
Par conséquent, 
__ Us 
nm (5.57) 


Exemple 61. Le voltmètre représenté sur le schéma de ja fig. 128 
indique 100 V et l’ampêèremètre — 10 À; w — 314 s-1 Calculer M. 

Solution. D’après l’expression (5.57) nous 
trouvons O > 

100 _… 

M= 355 = 0,0319 A. ÿ 
b, $ 116. Transformateur. Impédance introduite. 
Le transformateur est un dispositif statique * 
destiné à transformer la valeur d’une tension Fig. 128 
variable dans le temps. 

Dans un transformateur le transport de l'énergie d’un circuit à un 
autre se fait en utilisant le phénomène d’induction mutuelle. 

Un transformateur possède deux enroulements placés sur un noyau 
commun. Supposons que la perméabilité du noyau soit constante. Les 
paramètres de l’enroulement primaire sont R; et L:, ceux du secondaire 
Ret L:. L’induction mutuelle entre les deux enroulements est M (fig. 129). 
L’impédance de la charge branchée aux bornes de l’enroulement secon- 
daire est égale à Z.. 

Choisissons les sens positifs pour les courants 7, et 7. Désignons par 
U. la tension aux bornes de la charge. Ecrivons l'équation sous forme 
complexe. 


* C'est-à-dire dépourvu de parties mobiles. 
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Nous avons pour le premier circuit 


et pour le second circuit 
LR + lojoLe + LieM LU, =0. (3.99) 


Construisons sur la fig. 130 le diagramme vectoriel qualitatif, en 
supposant, pour fixer les idées, que la charge Z, = 2,ei®t ait un caractère 


inductif. Le courant /, est dirigé suivant l’axe +1]. La tension aux 


Fig. 129 Fig. 130 


bornes de la charge. U, est en avance de l’angle @. sur le courant /.. 
La chute de tension /:R: est en phase avec le courant /:. Le vecteur 
Tajw L2 est en avance de 90° sur le courant J2. 


Conformément à l'équation (5.59), traçons le vecteur /ijwM de 
manière que la somme géométrique des chutes de tension dans le circuit 
secondaire soit nulle. 


Le courant i, est en retard de 90° sur le vecteur Î jo M. Le vecteur 
LR; est en phase avec le courant Î . et le vecteur I jo L, est en avance 
de 90° sur Î 1. 

Le vecteur / jo M est en avance de 90° sur. 12. Conformément à l’ équa- 
tion (5.58) la somme géométrique LR; + Lijo Li + Lio M donne Ex. 

Substituons dans (5.59) à U. 


Ue= lole= lo (Re+iXe) 


et résoivons les équations (5.58) et (5.59) par rapport à r 

FINE NN. RER 
NE (Ri+ Rin) +i (Xi — in) ‘ 
Où 


2M2 ; 
Ra = ere og (Re Ro); Xi= els; 


o2M? 
An TREE RE Qt ge (92 + À): 
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On appelle R;, et X;1 — résistance active et réactance introduites dans 
le circuit secondaire par le circuit primaire. 

Les résistances introduites sont des résistances qu'il faudrait intro- 
duire dans le circuit primaire (en les branchant en série avec R, et X:} 
pour tenir compte de l'influence de la charge du circuit secondaire du 
transformateur sur le courant dans le circuit primaire de ce transior- 
mateur. 

Exemple 62. Calculer les courants pour le schéma de la fig. 131, a 
et construire le diagramme topographique et le diagramme vectoriel des 


Fig. 131 


courants ; © L1 = 2Q, ©Lo = 8Q, M = 1Q, R, = 4Q, E = 100 V. 
Solution. Ecrivons les équations suivant les lois de Kirchhoif 


here 


Pour les équations résultant de la deuxième loi de Kirchhoîff les 
mailles du circuit sont parcourues dans le sens des aiguilles d’une montre 


LjoLi+bioM+iR=E; LjoM+bjoLs— LR =0. 
Remplaçons dans les deux dernières équations I e par Î = 
li (Re+ joLs) +R GOM—Ro)=E; (OM — Ro) + la (Re+ jOLa) = 0. 
Introduisons les valeurs numériques : 
11 (44-25) + 2 (1 —4) = 100; 
À (—4)+ À (4+ 3j) =0. 
En résolvant ces équations obtenons 
li=17,7e-i6% À; 
L= 14,6e-i114° 4 : 
L=li—12=14,12e-554 À, 


Le diagramme topographique et le diagramme vectoriel des courants 
sont représentés sur la fig. 131, b 
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Exemple 63. Construire le diagramme topographique pour le 
schéma de la fig. 132, a en le rattachant au diagramme vectoriel des 
courants. Les deux branches du circuit sont couplées magnétiquerment. 
Les paramètres ont les valeurs suivantes : 


oL,=38Q; œ@L;,=4Q; @M—3Q; Ri—=R:—2Q; E—100V. 


Solution. Désignons les courants dans les branches par let J; 


et le courant dans le tronçon non ramifié du circuit par 7. Ecrivons les 
équations suivant la deuxième 


lb loi de Kirchhoff pour un cou- 
plage des bobines en concor- 
dance : 
£ + a Li=(Ri+joL:) + hioM = E ; 


LijoM + 1, (Ro joLe) = E. 


La solution de ces équations 
donne 


L, — 16e-360° À : 
L= 14,97e-i86°30 À, 


Le diagramme topographi- 
que rattaché au diagramme 
vectoriel des courants est 
représenté sur la fig. 132, b. 

y $ 117. Théorème du bilan 
“des puissances actives et réac- 
tives. Dans un circuit électri- 
que linéaire quelconque Ja 
somme des puissances actives 
des sources de F.E.M. est 
egale à la somme des puis- 
Fig. 132 sances actives des récepteurs, 
tandis que la somme des 
puissances réactives des sources des F.E.M. est égale à la somme des 
puissances réactives des récepteurs d'énergie. 

On entend par puissance réactive des récepteurs d'énergie la somme 
des produits des carrés des courants dans les branches, multipliés par 
les réactances des branches, calculées sans tenir compte du phénomène 
d’induction mutuelle *, plus la somme algébrique des puissances trans- 
portées de certaines branches dans d’autres par les flux magnétiques, 
en vertu du phénomène d’induction mutuelle. 


| * Nous voulons dire ici qu’on doit calculer sans tenir compte de l'induction 
mutuelle uniquement les réactances des branches. Par contre, les courants doivent 
être calculés en tenant compte de l’induction mutuelle. 
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Démonstration. Supposons que le circuit comprenne } nœuds, b 
branches et que toutes les branches ou une partie d’entre elles soient couplées ma- 
gnétiquement les unes aux autres. Suivant la première loi de Kirchhoff, la somme 
des courants arrivant à un nœud quelconque et partant de ce dernier est nulle. 
Ainsi, pour le nœud À auquel aboutissent n branches on a 


ñ 02 
> Lrp=0. 
p=1 
Ou 
n 
> 1,0 


Multiplions chaque terme de cette somme par le potentiel Pa du nœud À 
e n + 
p=1 
Ajoutons les expressions analogues pour l’ensemble des } nœuds du circuit 
0 LE" 
> PR >] Tap = 0. 
k=—1 p=i 


. Un courant quelconque de ce circuit, par exemple le courant /,,4, figure dans 
la double somme ci-dessus deux fois et 


avec des signes contraires. En effet, pour Zrg Exg 
k = met p = g le terme correspondant Zrg — a — 
. + 
de la double somme est égal à Pr» 1ma et > Ce (>) < 
| | “ 
pour k = qg et p— m.ce terme est égal Xwng 
à Palgm. Du fait que sr 
*k % ÿ 
Tgm—= — Img- r 
Zsr Æ— — 
Zsr Esr 


En groupant ces termes on obtient 


% . 
Tmg (Pm — Pa). Admettons qu’une branche 
quelconque du circuit, La branche kg, par 
exemple, soit magnétiquement couplée à Ia branche sr, de manière que la 
réactance d’induction mutuelle soit égale à Xw;, (fig. 133). 


Fig. 133 


On aura alors conformément à la fig. 133 


Pq — PR — Exq _— Trg2kq 7 FsriX M9 £ 


sr 
Et à son tour, pour la branche sr 
Pr — Ps = Esr — Toner — 1hqiÀ Mo 
sr 
Si on considère que: 
: ip : ji 
lBa = Tage ka, Tor = Îsre 7, 
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et si on tient compte qué 
*% —) * —j 
Ing=lage VA et lon = lare 57 
la somme des deux termes est 


+ e ; ® *# L « 
TRalsriX Mg ni TralsriX gg = lralsriX 
ST is ° ST 
= j2X My, ThaTsr cos (Pa — Per). 
sr 


Ainsi, le groupement deux par deux des termes de la double somme permel 
de récrire cette dernière sous la forme suivante: 


+ + : = pos 
D Enplap= D Ikp£rp+i 2 laglsrX Mug (Pag — Pr) - (5.60; 


sr 


pe (Pag Per) he Pa Per 


e + : 

Les termes du type Explx:n représentent le produit de la F.E.M., intercalée 
dans la branche kp (k et p étant les indices courants des nœuds du circuit}, par la 
valeur complexe conjuguée du courant dans cette branche; / La — carré du module 
du courant dans [a branche kp; 

Zrp= Rap + iXRp 


Les produits deux par deux des courants des branches couplées magnétique- 
ment multipliés par les réactances d’induction mutuelle correspondantes et par 
les cosinus des angles entre Îles courants de ces branches figurent une fois dans la 
somme 


2 D) TnglorX pr, COS (Pag— Par). 


sT 


Ainsi, par exemple, si dans un circuit quelconque trois branches sont vau- 
plées magnétiquement (branches 12, 13, et 23 par exemple) la somme 


j2 pa liplerX mn, cos (Pka — Psr) 


ST 


peut être écrite comme suit : 
Ï-2 (aplasX ar, COS (Pie — Pas) + lszlas X nr, COS (P42— Pas) + lo3la3 COS (23 — Pas)}- 
43 23 


Le premier et le second membre de l’équation (5.60) sont des quantités complexes. 
L'égalité des parties réelles donne l'équation (5.61} et l'égalité des valeurs imagi- 
naires, l’équation (5.62) 


* 
Re D Enplrp= D TkpRap (5.61) 


.. + 
ST 
Dans cette dernière expression Xw,, est considéré comme positif lorsque 
8 
les flux d’induction mutuelle et d’auto-induction des branches kg et sr ont un sens 
concordant, et comme négatif lorsque ces flux sont opposés. 


Les équations (5.61) et (5.62) sont la formulation mathématique du théorème 
énoncé ci-dessus. 


156 


Exemple 64 En partant des données de l’exempie 62 s’assurer 
qu’au point de vue numérique le théorème du bilan des puissances est 


satisfait pour le schéma de la fig. 131, a. 
Solution. La puissance active fournie par la source de la F.E.M. 


est 
ReËÏ — Re 100-17,7ei6% — 1770 cos 63° = 800 W. 
La puissance active absorbée par les récepteurs 
FRe=14,12?-4 — 800 W. 


Par conséquent, l’égalité des puissances actives est réalisée. 
La puissance réactive de la source de F.E.M. 


Im EI = 1770 sin 63° — 1582 VAr. 


La puissance réactive des récepteurs d'énergie, compte tenu du couplage 
des bobines en concordance, est | 
Pol, + Lol: +211,%M cos (qi —pi,) = 

= 17,7%.24+14,6-3+2.17,7-14,6 cos (63° — 114°) — 1582 V Ar. 


Ainsi le bilan des puissances réactives est également réalisé.’ 


CHAPITRE VI 


THÉORIE DES QUADRIPÔLES ET DIAGRAMMES 
CIRCULAIRES 


$ 118. Quadripôle et ses équations fondamentales. On appelle qua- 
dripôle un circuit électrique ayant deux bornes d'entrée et deux bornes 
de sortie. À titre d'exemple, nous pouvons citer un transformateur, une 
ligne de transport d'énergie, un circuit en pont, etc. 

Le quadripôle est habituellement représenté sous forme d’un rectangle 
d'où partent les fils (les pôles) mn et pq (fig. 134). 

Si le circuit électrique représenté par un quadripôle comprend une 
F.E.M. on écrit la lettre À (première lettre du mot « actif ») dans ce 
quadripôle. 

Si la lettre À n'y figure pas, le quadripôle en question est passif, 
c'est-à-dire qu'il ne comprend pas de F.E.M. Nous examinerons ci- 
dessous la théorie d’un quadripôle passif. 


m : 
Désignons le courant d'entrée par /1, la tension 
d'entrée par U,; le courant et la tension à la sortie 
7 g par let U, repsectivement. 


Fig. 134 Le quadripôle est un élément de raccordement 

de la source d'alimentation à la charge. Les bornes 

mn sont les bornes d'entrée; c'est à ces bornes qu'on branche en 

général la source d'alimentation. Les bornes pq sont les bornes de 
sortie; la charge est branchée habituellement à ces bornes. 

Lorsqu'un quadripôle est utilisé comme élément de raccordement 
entre la source et la charge, on considère que cette dernière, ainsi que 
la tension à l’entrée du quadripôle peuvent varier, mais que le schéma 
des connexions intérieures du quadripôle et la valeur des résistances de 
toute nature de ce montage restent invariables. 

Pour un quadripôle passif (ne comprenant pas de F.E.M.) linéaire 


quelconque, la tension et le courant à l'entrée, c'est-à-dire . Ua et 1, 


sont liés à la tension et au courant à la sortie Le et J + par deux équations 
qu'on appélle habituellement équations caractéristiques du quadripôle 


Di = AUDE (6.1) 


PCU SDL (6.2) 

Dans ces équations les coefficients complexes À, B, C, D dépendent 

du schéma des connexions intérieures du quadripôle, des valeurs des 

-impédances incorporées et de la fréquence. Pour chaque quadripôle, ces 

coefficients peuvent être déterminés par des calculs ou expérimentale- 

ment. 

Ces coefficients sont liés entre eux par l'expression 

AD — BC =]. (6.3) 
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Etablissons les équations (6.1) et (6.2). A cette fin branchons aux bor- 


nes mn une source de F.E.M. E, = Un = U, et aux bornes pg la charge 
Zo (fig. 135, a). 


La tension aux bornes de la charge Us = lolo = Ü pa- Conformément 
au théorème de compensation ($ 16) remplaçons la charge Z2 par la 


F.E.M. Eo, bé à en sens inverse du 2. I et parus égale 


17 PL 
a@] de < in SLT. 
7 
q) 


Fig. 135 


à Uz (fig. 135, b). Ecrivons les équations des courants Ï 1 ET Î ° en fonction 
de E, et Ë > ainsi que les admittances d'entrée et mutuelles des branches 
(voir $ 13). 


Si on considère les courants /, et 7, comme des courants fictifs mail- 
lés, les F.E.M. des mailles dont Île sens est le même que celui des courants 
lictifs maillés figurent dans les équations, de même nature que l’équation 
(1.7), avec le signe +, et les F.E.M. de sens inverse aux courants fictifs 
maillés correspondants entrent dans ces équations avec le signe —. 


La F.E.M. E est dirigée dans le même sens que Î 1 et, par conséquent, 
elle figure dans les équations (6.4) et (6.5) avec le signe + ; Es est dirigée 


en sens inverse de /2 et, par conséquent, elle figure dans les équations 
(6.4) et (6.5) avec le signe —: 


I — EYu — E2Ÿ 32 ; (6.4) 
Je — Eva Es Yo: (6.5) 
On déduit de (6,5) 
Ë= Éxÿe+ ay Fe (6.6) 
Substituons (6.6) dans (6.4) 
LR Vues Vis n Len 
L 1 Eo SE PE L 27, (6.7) 
Désigrions par: 
__ Po, ni. _ Vaso — Vie, Ya | 
_ Yy° Su Y12” ci Y'te D Ye" (90) 


Remplaçons dans (6.6) et (6.7) FE: par U, et Es par U>, utilisons les nota- 
tions de. (6.8) ; nous -obtenons les équations de base du quadripôle (6.1) 
et (6.2) 


U= AU: + Bla A CU: D. 
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Rassurons-nous qu’on a bien (6.3): 
__VauVaos VaVog —ŸVia 
AD— BC = — Va = |, 
Examinons ensuite quelle est la relation entre U, et /;, ainsi qu'entre 


Î 2 et Le si la source de F.E.M. E, est branchée cette fois-ci aux bornes 
pa et si la charge est raccordée aux bornes mn (fig. 136). . | 
Comme dans la démonstration précédente remplaçons Ze par ia 


F.E.M. E: opposée au courant /:, et écrivons les équations pour les 
courants /, et 22 


= Pi ETS (6.9) 
La = — En 9 + ÉnVos. (6.10) 
‘On déduit de (6.9) 
« : . Yu « nn 
E=Egi+thye. (6.11) 


Substituons (6.11) dans (6.10) 


s VyaYoo— Yo | jp Yo 


fi EE; Yi +Thye: (6.12) 


Remplaçons FE: par U, et Êa par Un, utilisons (6.8) et récrivons (6.11) 
et (6.12) comme suit 


Ü, = DU + BL, (6.13) 
1, = CU, + AL. (6.14) 


Les équations (6.1) et (6.2) décrivent le fonctionnement d’un quadfri- 
pôle lorsqu'il est alimenté à partir des bornes mn et lorsque la charge est 
raccordée aux bornes pq, tandis que les 
équations (6.13) et (6.14) décrivent 
le fonctionnement du même quadripôle 
quand il est alimenté à partir des bornes 
pq, la charge étant raccordée aux bornes 
mn. 

Le quadripôle est considéré comme 

Fig. 136 symétrique si lorsqu'on permute JÎa 

source d’alimientation et la charge, les 

courants dans la source d’alimentation et dans la charge ne varient 
pas. Dans un quadripôle symétrique À = D. | 


Notons que les systèmes d’équations (6.1 — 6.2; forme À) et (6.4 — 6.5, 
forme Ÿ) ne sont pas les seules formes possibles d'écriture des équations des quadri 


pôles. Ainsi, après avoir résolu le système (6.1 — 6.2) par rapport à VU, et Us 
nous obtenons une nouvelle forme d'équations, appelée forme Z: 


Us = Zagla + Zaolo ; Ua = Zogl + Zola. 
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En résolvant ces équations (6.1 — 6.2) par rapport à U, et J2, nous obtenons la 
forme H des équations d’un quadripôle 


Ui= Hi + HU = Hal + HogU2. 
Les équations d’un quadripôle peuvent être écrites sous d’autres formes encore. 


$S 119. Détermination des constantes d’un quadripôle. Comme nous 
l’avons déjà signalé dans le paragraphe précédent, le comportement d’un 
quadripôle en différents régimes est décrit par les équations (6.1, 6.2, 
6.13 et 6.14). Toutes ces équations comprennent les constantes complexes 
À, B, C, D. Le calcul de ces constantes peut être fait soit à l’aide de 
l'équation (6.8), si le schéma des connexions intérieures du quadripôle 
et ses paramètres sont connus, soit par utilisation des impédances caracté- 
ristiques d'entrée du quadripôle, obtenues par des calculs ou par voie 
expérimentale. 

La détermination des impédances d'entrée complexes peut être 
faite par voie expérimentale à l’aide d'un wattmèêtre, d'un ampêremèêtre 
et d’un voltmêtre montés conformément à un schéma, analogue à celui 
de la fig. 115, a avec la seule différence qu’à la place d’un dipôle on 
branche à la source d’alimentation par l'intermédiaire des bornes mn ou 
pq (suivant qu'on mesure l’impédance d'entrée ou de sortie) le quadri- 
pôle à essayer. | | 

Effectuons des essais pour déterminer l’impédance d’entrée d’un 
quadripôle en trois régimes de fonctionnement différents. 

1. Déterminons l’impédance d’entrée complexe du côté des bornes 
mn, la branche pq étant ouverte (marche à vide de la branche pq, indice 
zéro) 

PAT — Z106° 910 


2. Mesurons l’impédance d’entrée complexe du côté des bornes 
mn, la branche pq étant court-circuitée (court-circuit, indice cc) 
Zice = ice” 1€ . 
3. Cherchons l’impédance d’entrée complexe du côté des bornes 
pq, les bornes mn étant court-circuitées 


Li Li) 
Zoce _—_— Z2cce 2ec, 


En dépouillant le résultat des trois essais, nous obtenons les impé- 
dances complexes Zi0, Zice» Z2ce. EXprimons-les à l’aide des constantes 
À, B, C, D. A cette fin, calculons, Z1 et Zi à partir des équations (6.1) 
et (6.2) en fonction de À, B, C, D et en partant de (6.13) et de (6.14) 
exprimons Zoe à l’aide de B et À. 

Au cours du premier essai, lorsqu'on cherchait Z:0 la branche pq 
était ouverte et, par conséquent, /, — 0. De ce fait, on déduit de (6.1) 
et (6.2): 


Uio = AU : Lio = CÜ2o- 
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L'impédance d'entrée sera donc 


10 


Dans le deuxième essai, lorsqu'on cherchait Zi, la branche pq était 
court-circuitée et, par conséquent, U:, = 0; nous déduisons de (6.1) 
et (6.2) 


5e Si Bloc ; Le = Dloce 


et 


Zice = 


Üice _ B 
D: * 
icc 


Au cours du troisième essai, l’alimentation se faisant à partir des bor- 
nes pq, et les bornes mn étant court-circuitées, on a à partir des équations 
(6.13) et (6.14) avec U» = 0, 

7 = Blace 
ace 
Ainsi, pour calculer les quatre constantes inconnues À, B, C et D nous 
disposons de quatre équations 


AD — BC = | ; (6.3) 
A 
AT on C ; (6. 15) 
B 
Lie = ; (6.16) 
B 
Zee = * (6.17) 
Ecrivons la différence 
p_Zice _ y BC 1 
Zi AD — AD 
ou 
Z10 — Zicc . | 3. LX 
2 D: (6. 1à) 
Divisons (6.17) par (6.16) 
Zoce _ D 
Ze — ne (6.19) 
Multiplions (6.18) par (6.19) 
(Z10-— Zice) Z2ce LS 
Zi10Zicc A2 
Nous obtenons ainsi 
= Zi0Ztce 
À 5 V3 (Z10 — Zicc) (6.20) 


1 62 


L? équation (6.20) permet d'exprimer À à partir de Zi0, Zice ET Zee 
Après avoir déterminé À calculons la constante C à l’aide de (6.15), B 
à l’aide de (6.17) et D à l’aide de (6.16). 
Les constantes À et D sont sans dimensions, la constante B a les 
dimensions de l’un ohm et la constante C celles du siemens. 
Exemple 65. Les essais ont donné Z4, = 7,815 e—i50 12° Q, Z,e— 
= 12,5 e’ 66°2%3/Q et Z.. — 3,33 e? ?7°33/Q, 
Calculer les constantes À, B, €, D du quadripôle. 
Solution. Ecrivons i 
Z40 — Zee — 5— 6j —5— 12j = — 18j — 18e—/50°, 


À l’aide de (6.20) calculons À 


7,815e 779012" ,19,5e186°23" 

ane © Lr28eH00 ; 

A 1 ,28e729° 40° 
Zn 7, 8l5e 16072 
B = AZoee = 1,28e339°40°.3,338ei27°33" & 4,26e567° Q ; 


D= B ___4,26e707 
Zice  192,5e66°23? 


A = 


 0,166ef°%°S ; 


= 0,34. 


Exemple 66. Une charge Z, — (6 + j6) Q est branchée aux bor- 
nes pq (fig. 134) du quadripôle de l’exemple 65. Une source de F.E.M. 


est branchée aux bornes mn. Trouver U, et L y Si I 2 = 1 À. 
Solution. D’après (6.1) 
U,= AU, + Bl = AloZ2 + Bl= (AZ: + B) ; 


U,=1:(1,28e139°40".6 / Deis5® + 4,966i87°) — 14,85ei79%45" V, 
Suivant l'expression (6.2) 


= CÜs+ Di: = 12 (CZ2 + D) = 1:(0,166ei90°.6 V Deiis° + 0,34) — 
— 1,165ei123° À. 


Exemple 67. Une charge Z, = (6 + j6) Q est branchée aux bor- 
nes nn du quadripôle de l’exemple 65. La source de F.E.M. est branchée 
aux bornes pq. Pour quelle tension de la source de F.E.M. le courant 
1, circulant dans la charge est égal à | A? 

Solution. Conformément à l'expression (6.13), on a: 


U,= 12 (DZ2:+ B} = 0,34 (6 + j6) - 4,26587° — 6,98e558°20 , 


$S 120, Circuit équivalent d’un quadripôle passif. Les fonctions 
d'un quadripôle passif, considéré comme élément de raccordement entre 
la source de courant et-la charge, peuvent être assurées par des circuits 
électriques les plus simples, considérés comme circuits équivalents, 
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à savoir : étoile à trois branches (circuit en 1), la fig. 137 et un triangle 
qui lui est équivalent (circuit en ID) fig. 138 * 

Les trois impédances des circuits en T ou en [1 doivent être caleu- 
lées de manière que le circuit équivalent ait les mêmes constantes À, B, 
C, D que le quadripôle qu'il remplace. 

C'est un problème univoque, puisque le circuit équivalent comporte 
trois paramètres et le quadripôle est également caractérisé par trois 


Î, 7, Z, L 
"3 P 
u,| 2 |4 
7 (4 
Fig. 137 Fig. 138 


paramètres (l’une des relations entre À, B, Cet D étant donnée par l’équa- 
tion AD — BC = 


Exprimons la bien U, et le courant 1: à l'entrée d'un circuit en 


T (fig. 137) en fonction de la tension Ü, et du courant /: à la sortie de 
ce circuit: 


= à, + tin =Di-+ h (1+2) à (6.21) 


di Ua hs = 0 (+2 7)+h (242452) . (6.22 


Comparons (6.22) avec (6.1), et (6.21) avec (6.2). Cette comparai- 
son donne 


A=1+2; B=Zi+A+; C=g; D=-1+2 
Par no d 
Zs=— : (6.23) 
Z= TT : (6.24) 
2 — (6.25) 


Les expressions (6.23—6.25) permettent de trouver les impédances 
Za, Z1, Ze du schéma de la fig. 137 en partant des constantes 4, C, D 
du quadripôle. Les mêmes opérations exécutées pour le circuit en IT de 
la fig. 138 Fo 


A=1+%4 mn B=7;: C=— = Aftits ; D=1+{. 
5 5 


* En d’autres termes, un quadripôle linéaire quelconque, que la fréquence 
est fixe, peut être remplacé par un circuit équivalent en T ou en 
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Par conséquent, 


Zi=B:; (6.26) 

Zs= — : (6.27) 
B 

Zs=-— (6.28) 


Si le quadripôle est symétrique À = D, et dans le circuit équivalent 
en T Zi = Z», tandis que dans le circuit en IT Z; = Z4. 

Exemple 68. Trouver les paramètres d’un circuit en T, équiva- 
lent au quadripôle de l'exemple 65. 

Solution. Ecrivons conformément aux équations (6.23) — (6.25) 


ne —390° LR as p0° — 


Le fonctionnement des circuits électriques est souvent étudié par 
des méthodes graphiques, en construisant des diagrammes circulaires 
et linéaires. Avant d'aborder l’étude des diagrammes circulaires, exa- 
minons la construction d'un arc de circonférence connaissant la corde 
qu'elle sous-tend et l’angle inscrit. 

$S 121. Construction d’un arc de cercle en partant de sa corde et de 
l’angle inscrit. On appelle en géométrie angle inscrit un angle dont le 
sommet se trouve sur la circonférence et dont les côtés sont des cordes 
de cette circonférence. 

L'’angle inscrit est mesuré par la moitié de l’arc qu’il découpe. Ainsi 


AN t LAS | 
ABC=% (fig. 139) est mesuré par + ADC et ADC est mesuré par 


1 SN AIN 
2 ABC. La somme des angles ABC + ADC = x. 
NX | RS 
L’angle EDC est un angle complémentaire à x pour ADC et, par 


X 
conséquent, EDC = Y 

Quelle que soit la position occupée par le point D dans l'intervalle 
entre À et C, l’angle entre le prolongement de la corde AB (c.-à-d. la 
ligne DE) et la corde DC reste invariable et égale à Y. 

L'angle entre le prolongement de la corde AC et la tangente à la 
circonférence au point C est également mesurée par l'angle w. 

Le centre © de la circonférence se trouve à l'intersection de la per- 
pendiculaire élevée au milieu de la corde et de la perpendiculaire à la 
tangente (fig. 140). 

Il découle de ce qui vient d’être exposé que pour trouver le centre 
de la circonférence (voir fig. 140) en partant d’une corde et de l’angle 
inscrit w, il faut effectuer les opérations suivantes: 

1. Elever une perpendiculaire au milieu de la corde. 

2. Tracer sous un angle 4, par rapport au prolongement de la corde, 
une droite qui sera la tangente à la circonférence. 
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3. Elever une perpendiculaire à cette tangente. L’intersection de là 
pérpendiculaire à Ja corde et la perpendiculaire à la tangente donne 
le centre de la circonférence. 


Fig. 139 Fig. 140 


$S 122. Equation d’un arc de cercle écrite sous forme vectorielle. Les 
constructions analogues à celles de la fig. 139 peuvent être exécutées égale- 
ment dans le plan complexe. Dans ce cas toutes les cordes, les cordes CA, 
DA et CD, par exemple, seront des vecteurs. 
Dans le plan complexe de Ia fig. 141 
—> 


faisons coïncider la corde CA = F avec l’axe 
+1. Si l’angle + est: positif, il doit être 
tracé dans le sens contraire des aiguilles 
d'une montre par rapport au prolongement 
de la corde, et si ÿ<0, il doit être tracé 
dans le sens des aiguilles d’une montre. 


 — —+ — . 

Désignons DA = G et CD = H. Alors 
G+H—F. (6.29) 

Le vecteur H est en avance de l’angle 4 sur le vecteur G. Supposons 


le module du vecteur À k fois plus grand que le module du vecteur G. 
On a alors 


H = kGeït. (6.30) 
G=—F 


Pour k — oo, H=—FetG=—0. 
Substituons (6. 30) dans (6.29). Nous obtenons 


G( +" keiŸ) — F. 
ou 


- à 
_ =. 4.31 
* 1 keiŸ Men 


L’équation (6.31) est l’équation vectorielle d'un arc de cercle. 
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Lorsque le coefficient k varie de 0 à oo, les deux vecteurs Get À 
varient également, mais de telle manière que l’angle # entre eux reste 


— 
invariable et la somme de ces vecteurs soit égal au vecteur F. L’extré- 


mité du vecteur G décrit un arc de cercle dont le vecteur F est la corde. 
Par conséquent, on peut dire que l’arc de cercle est le lieu géométrique 


des extrémités du vecteur G. 
Il faut souligner ici que la partie utilisée de la circonférence ou l’arc 
utilisé est la partie de la circonférence située du côté du prolongement de 


la tangente par rapport à la corde F (l’arc utilisé est tracé sur la fig. 141 
en trait plein et l’arc non utilisé est figuré en pointillé). 

S 123. Diagrammes circulaires. 11 découle du $ 83 que les fonctions 
sinusoïdales (les courants et les tensions, par exemple) peuvent être 
représentées par des vecteurs dans un plan complexe. Si un phénomène, 
se déroulant dans un circuit électrique, peut être décrit par une équation 
de forme identique à (6.31), le lieu géométrique des extrémités du vecteur 
courant ou tension, jouant dans l’équation du circuit électrique le même 


rôle que le vecteur G dans l'équation (6.31), est une circonférence. 
_ On appelle diagramme circulaire du courant ou de la tension un 
arc de cercle, lieu géométrique des extrémités du vecteur courant ou, 
respectivement, tension, lorsque le module d’une impédance quelconque 
du circuit électrique varie, les autres impédances, la fréquence et la 
F.E.M. des sources d'énergie restant invariables. 

Le fonctionnement des circuits électriques peut être analysé par la 
méthode graphique à l’aide des diagrammes circulaires. 

$S 124. Diagramme circulaire de courant pour un couplage en série de 
deux impédances. Soit Z, — z4ei"1 et Z = zeiv (fig. 142) des impédances 
couplées en série avec une source de F.E.M. L’impédance Z,; est inva- 
riable, tandis que Z peut varier uniquement en module et, par consé- 
quent, l’angle @ reste constant. Le courant dans ce circuit 


| Ë 
; E Z 
| (6.32’) 
Z1+2 2 j(p—®.) 
Eee € 1 
Ici 
Ê : 
7 = lee 


est le courant, circulant dans le circuit lorsque l’impédance Z est court- 
circuitée. 
Désignons q@ — @1 = vw. Alors 


RE CCS (6.32) 


L'équation (6.32) est identique à (6.31). 
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= rôle du vecteur F est joué par Ï ce; Celui du coefficient À est jou 
par < Z ; Je rôle de G est joué par le vecteur /. Lorsque 2 varie, le vecteur 


1 clisée sur l’arc d’une circonférence, dont la corde est 1e 
Le diagramme circulaire correspondant est construit sur la fig. 143. 
Sur ce diagramme Île vecteur de la F.E.M. est dirigé suivant l'axe +1. 


Le courant est en retard de l’angle , sur la F.E.M. E. Pour fixer les 
idées, construisons le diagramme pour 7 << 0. Choisissons l’échelle des 
courants : admettons que le tronçon ac exprime à l’échelle mu le module 


du courant J. <. De même, le tronçon da représente le courant I, le tronçon 
cd, conformément à |” équation +) 
(G. 32), représente le produit 


I = 7h Portons dans le sens de 


Le "Je tronçon ae à l'échelle 
arbitraire m, exprimant le 
module de l’impédance cons- 
tante 21: 


ZA =ue Mi. 


Fig. 142 Fig. 143 


Traçons à partir du point esous l’angle—1 par rapport à ae, la droite 
ef; cette droite est comme ceci sera démontrée plus loin, la droite du 
module de l’impédance variable z, mesurée à partir du point e. Portons 
sur cette droite à l'échelle m, Îles divisions nécessaires pour mesurer z. 

I1 découle de la similitude des triangles adc et ae que 


— =—; ef=ae = 4 A - 
ou 
z2=e}-m;. 
Par conséquent, fe tronçon ef représente à l’échelle m, le module de 
l’impédance variable z. 
La projection de Î sur la direction E, le tronçon ag représente à 
l'échelle m, = Em la puissance active 
Pag-.m=ag.Em=ag.E. = El cos q. 


17 gd ? "7 Me à 
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La projection de Î sur la direction, perpendiculaire à Ë, autrement dit 
sur ah, représente, à l’échelle m,, la puissance réactive 


Q=ah-mp=ahE. = El sin q. 
$S 125. Diagramme circulaire de tension pour deux impédances cou- 
plées en série. Miltiplions les deux membres de l’équation (6.32) par Z, — 
zei91. Rappelons que 121 = U,,. I] vient: 
Ë 
= 7" . .33 
Uz, 14 2 eV V5) (6.58) 
L’équation (6.33) montre que le lieu géométrique des extrémités 
du vecteur U, est un arc de cercle, dont la corde est E. 


$S 126. Diagramme circulaire pour un dipôle actif. Le courant L cir- 
culant dans la charge Z, — zefvc du dipôle actif de la fig. 120 est 


i Usb mn D 
U Zent 
Ji 00m, = = "ent 6.34} 
Zent 


ZLent = Zent é/%ert l’impédance d'entrée d’un dipôle, évaluée par rapport 
aux bornes ab de la branche isolée. 


Il découle de l'équation (6.34) que le courant L. glisse le long de 
l'arc de circonférence lorsque le module de l’impédance de la charge 
Z Varie. 

” Examinons deux exemples simples de diagrammes circulaires. 

Exemple 69,. Soit E = 120V; Z=R=—24Q les paramètres 
du circuit de la fig. 142 ; l’impédance Z est purement capacitive et son: 
module varie de 0 à co. Construire le diagramme circulaire du courant 
et le diagramme circulaire de la tension aux bornes de l’impédance Z1. 


Solution.Lecourant 7, — 7 = 5 À . Choisissons comme échel- 
le pour les courants m; — 1,31 A/cm, et pour les tensions l’échelle 
Mu — 26 V/cm. 

Trouvons l'angle 4 = p — mi = — 90° — 0° = -— 90°, 

La fig. 144 représente un diagramme circulaire de courant, basé 
sur le courant /,. utilisé comme diamètre et le diagramme circulaire de 
tension, utilisant la F.E.M. Æ comme diarnètre. L’échelle pour les. 
impédances est m1, — 10 Q/cm. Pour une valeur quelconque de l'impé- 
dance z trouvons à l’aide du diagramme le courant et la tension U.. 
Ainsi pour z = 9,5 Q 7 = 4,65 À et U,, = 111,5 V. 

Exemple 70. Construire le lieu géométrique des extrémités du 


courant / du tronçon non ramifié du schéma de la fig. 145 et étudier 
par la méthode graphique la possibilité d'apparition des régimes de réso- 
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nance en partant des données suivantes : E = 30 V: Ro = 60, Xc = 
= 8Q; Ri = 3Q; X, peut varier de 0 à co. 


Fig. 144 


Pig. 145 


Solution. Le courant 7, dans ce circuit reste invariable: 


= 30 


6—;8 


= 3e553°10" À, 


Il est en avance de 53°10’ sur la F.E.M. Ë (fig. 146). Lorsque X4 
varie, le courant J, varie de manière que son extrémité décrit l’arc d'une 


Lieu géométrique des 

extrémités du vecteur I, 
et lieu géométrique des 
| extrémilés du vecteur I 


Fig. 146 


circonférence dont le diamètre est 
le courant 


: Ê 
Tice Den R — 104 ; 
Mi = 2,65 Afcm. 
Le courant dans la partie non 
ramifiée du circuit { = 14 + Lo. 
Son lieu géométrique est égale- 
ment un arc de cercle a12b. Pour les 


régimes correspondants aux points { 
et 2, le courant est en phase avec la 


F.E.M. E. Par conséquent pour ces 
régimes une résonance des courants 
apparaît dans ce circuit. 

Choisissons comme échelle des 
impédances m, = 2Q/cm. Trouvons 
par la méthode graphique X, pour 
les points J et 2. 


Pour le point 2 X, # 0,8Q, pour le point {1 Xr — 10,60. Dans ces 


conditions le courant 7 est égal à 11,1 À et à 2,4 À respectivement. 
$ 127. Diagramme circulaire d’un quadripôle. Supposons que la ten- 


sion ÜU; à l'entrée du quadripôle de la fig. 135, a soit invariable en gran- 
deur, phase et fréquence, tandis que la charge Z2 == 22692 à la sortie 
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du même quadripôle varie seulement en module, l'angle œ2 qui la 
caractérise restant constant. 
Alors des diagrammes circulaires peuvent être construits pour le 


courant / 2, la tension U ° et le courant 1 1. Démontrons qu'un tel diagram- 


me existe pour le courant /:. À cette fin, remplaçons l’ensemble du 
quadripôle de la fig. 135, a, à.l’exception de la charge Z:, par un dipôle 
actif et trouvons le courant 7, dans la branche pq par la méthode de 
court-circuit et de marche à vide 


Le Upq m0 
: Zent pq + Z2 | 


On entend par Us la tension entre les points p et qg lorsque la bran- 
che pq est ouverte et par Zen: pa = Zace = Zac." l’impédance d'entrée 
par rapport aux bornes pq, lorsque les bornes mn sont court-circuitées. 
Divisons le numérateur et le dénominateur du second membre de (6.35°) 
Par Zent pa — Ze et, en tenant compte que 


(6.35’) 


ÜUpa mv 
Su 
où Î>°— Courant de court-circuit dans la branche pg 
= lue (6.35) 
Lo 22 V2 Pace) 
Zacc 


Il résulte de l'équation (6.35) que le vecteur courant 1 glisse sur un arc 


de circonférence, dont la corde est Zoe. 
Discutons ensuite le problème du diagramme circulaire du courant 


I, à l'entrée du quadripôle. 

Il a été déjà dit (voir par exemple l'expression 1.14), que dans uncir- 
cuit linéaire deux courants quelconques, lorsque l’impédance d’une 
branche quelconque de ce circuit varie, sont liés l’un à l’autre par une 
relation de la forme | 

In =0a+bl. 
Par conséquent, le courant i, peut être exprimé linéairement en fonction 
de ls: 

l=a+blk (6.36) 

Cherchons les coefficients a et b. Si la branche pq est ouverte, 
on a / —0 et 


L’'équation (6.36) donne 
a = l40. (6.37) 
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Si la branche pq est en court-circuit, on a ES A el Lt. Par 
conséquent, | 

ice = 10 + Olace- 
D'où 

b=— Mec ho, (5.38) 


Lce 


1 


Substituons (6.37), (6.38) et (6.35) dans (6.36); nous obtenons 


1 Dee 1 liée 156 ut 
L, —= 40 + 11 2 à 2 ECS ; (Q 99) 
Zcc 


L'équation (6.39) montre que le lieu géométrique des extrémités du 


vecteur J, est également un arc de cercle. 

Nous avons examiné ci-dessus le problème de la construction d'un 
diagramme circulaire pour le courant, Le diagramme circulaire pour 
la tension est construit d’une manière analogue. Ainsi, lorsque dans 
un circuit l impédance Zo = 29€5% d’une branche, la deuxième branche, 
par exemple, varie en module, la tension aux bornes d’un certain tronçon 
ab de ce circuit peut être écrite sous forme d’une équation analogue à 
(6.39) 


US co — Job mv 
Üe = Ée Lis mv ir za Pa Pace) 


Z2cc 


Ici Ur mv — tension aux bornes de ab pour 2: = co, Up ce — 
tension aux bornes ab pour 22 = ©. 

La grandeur Zoe = 222% est l’impédance d'entrée de l’ensemble 
du circuit, par rapport aux bornes auxquelles est branchée l’impédance 
Z. 

Précisons l’ordre des opérations de construction d’un diagramme cir- 
culaire à l’aide d’un exemple numérique. 

Exemple 71. Construire Île diagramme circulaire du courant 


A pour le quadripôle de l'exemple 65, si U, = 80 V et pr'== — 32°27'. 
Solution. 1. En partant des données de l'exemple 65 écrivons 
les valeurs des impédances d'entrée : 


Zio— 7,815e-F 012; Ziee = 12,5e766°28" ; 
Zoce Pr 3,33ei21°337, 
2. Trouvons 


U N o Q 
7 RS 6,4e—366 23 À 
Acc 


= U, : , , 
h=ze= 10,2e150°12" : Luce 


3. Traçons Île vecteur U, sur la fig. 147 à l’échelle "y — 20 V/cm. 
4, Portons sur la fig. 147 à l'échelle my, — 4 A/cm, les courants 
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Î 10 et ] Le L est en avance de 50°12’ sur U, et Lies est en retard de 66°23’ 
par rapport à Ui. 


: Traçons la corde le — ) Pa et en partant de cette corde et de 
l'angle 
Ÿ = Po — Pace = — 32°27’ — 27°33 — — 60° 


trouvons le centre de la circonférence. 

6. Choisissons comme échelle pour les impédances m, = 2 Q/cm et 
portions à cette échelle le long de la corde, à partir du point "1, le tron- 
çon m représentant le module de l’impédance 22, = 3,33 S; mg-m, — 
= 22: Mg = 1,66 cm. 


Fig. 147 


7. Sous l'angle —w, c'est-à-dire +60°, traçons la droite gr, la ligne 
du module de l’impédance variable z, et portons sur cette dernière, à 
l'échelle m,, les divisions permettant de lire la valeur de l’im- 
pédance 22. 

L'arc mnp est le lieu géométrique des extrémités du courant /, lors- 
que 2, varie. Pour calculer la valeur et ia phase du courant 7;, la valeur 
de 2: étant donné, il faut sur la droite de l’impédance variable, autrement 
dit sur gr porter un tronçon, le tronçon gs par-exemple, qui représente 
à l'échelle m, l’impédance z, et réunir ensuite le point s au point m. 
L'’intersection de la droite "ms avec l’arc mnp donne le point n. À l’échelle 


muy, le vecteur nO représente le courant Î . L'angle entre U, et Je vecteur 
1; est l'angle y. Ainsi, par exemple, pour z, = 6 @, 7; = 9,1 À etp = 16°. 


$S 128. Calcul de Z,, U:, P, et Q, à l’aide d’un diagramme circulaire 
d’un quadripôle. Le diagramme circulaire d’un quadripôle, représenté 


sur la fig. 147, sert non seulement au calcul du courant l1 pour une valeur 
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quelconque de z:. Il peut être également utilisé pour calculer le module 
du courant /:, le module de la tension VU, aux bornes de la charge, les 
puissances active P; et réactive Q, pour une impédance quelconque 22. 
Chacune des grandeurs énumérées est représentée sur le diagramme par 
un tronçon. Ainsi, le courant /, mesuré à l’aide du tronçon mn; Un 
par np; P, par OT ; Q; par Of *. Nous allons nous en assurer. 

En partant des équations fondamentales du quadripôle (6.1) et (6.2) 


calculons Ü» et J 5: 
Ü, = DÜ, — BI, : (6.10) 
L= Al, —CÜ. (6.41) 
I] résulte de l'équation (6.40) que 
U,— B (rt) = B (lice — 14). 

D 
La différence I dec — l _est représentée sur le digramme circulaire par le 
pn. Ainsi, le segment pn est proportionnel à U2. 


En marche à vide, lorsque 1 » = 0et Î = Î 0, le point #7 se confond 
avec le point m et la corde mp donne la valeur Us. L'échelle my, à 
l’aide de laquelle le segment np exprime la tension U, est 


Uoo 


MUa —= mp ‘ 


En partant de l'équation (6.41), on trouve 


——+ 


de LL ” don 
C 


La différence /; — 110 est représentée par le segment mn. Puisque pour 
le quadripôle considéré, À est une grandeur constante, on peut dire 
que Île segment mn est proportionnel au courant 72. 


Lorsque les bornes pq sont en court-circuit, on a la = ace et Li = Les 


le point n coïncide avec le point p et la corde mp exprime le courant 1. 
Ainsi l'échelle du courant /: 


Lecc 
Ma mp , 


Le segment OT représente la projection du vecteur courant I sur 
la direction de la tension U,; à l’échelle m1 = Uanu, il donne la puis- 
sance active P, — U,l4 cos LE La projection du vecteur courant 7, sur 


une direction perpendiculaire à U;,, à savoir le segment of, exprime, -à 
la même échelle, la puissance réactive Q: — U;Jisin ®. 


* Indiqué par une parenthèse sur la fig. 147. 
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Pour chaque valeur de z on peut trouver sur le diagramme circulaire 
les valeurs de Z,, 12, U>, Pa et Q: et construire les courbes de ces gran- 
deurs en fonction de z, c'est-à-dire effectuer une analyse graphique 
très poussée du fonctionnement du quadripôle. 

Exemple 72. Construire à partir du diagrame circulaire du qua- 
dripôle de l’exemple 71 et à l’aide des données de l'exemple 65, les 
courbes de /;,, 1, et U, en fonction de z°. Chercher quelle sera la valeur 
de z: pour un régime de résonance. 


———_————_—_—_——_dl—___5 1" -—_ 
0 1 2 3 4 £8 6 7 8 3 2,8 


Fig. 148 


Solution. Calculons la tension Ü, en marche à vide 
Üno = B (lice — Lao) = 45268367 (6,46-566°23 — 10,2615012) — 61,368 V. 


La longueur de la corde mp représentée sur la fig. 147 est égale à 3,6 cm. 
L’échelle 


Le courant 


Loge = Alice — CU, = 6,46=186°23". 1,28ei3940" __80.0,166j 


z 18,9e—i66°30" 4. 
L’échelle 


18,9A 


— le _ . 
Mr: = on — 5,26 A/cm. 


mp 


L’échelle des puissances m, = Ui-mr, = 320 Wicm. 

Les courbes /,, /, et U, sont représentées sur la fig. 148 en fonction 
de z:. Dans ce circuit la résonance a lieu pour z: & 8,88Q, le courant 
14 étant alors en phase avec la tension Ui. | 

Exemple 73. Construire le diagramme circulaire du courant 


I, du Schéma de la fig. 149, a: Xc = 5Q, R = 5Q, E = 100 V. La 
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charge du quadripôle est une réactance inductive X, pouvant varier 
entre 0 et co. 


Solution. Trouvons le courant de marche à vide /0 (lorsque le 
circuit de la charge est ouvert) : 


4 E 100 | 
a ge 345° 
L B—j5 14,15e145° À, 


Calculons le courant de court-circuit 1. (lorsque la charge est en 
court-circuit) : 


—= 12,82ei71°20° 4, 
Calculons l’impédance d'entrée Z. du côté des bornes pq, les bornes 
mn étant en court-circuit 
; : — jX ; 
Zace = 29000 20e = —jXo + RS = 7,8e-i11 20"), 
Par conséquent @see = — 71°20. 


L'angle %Ÿ — pa — Pace = 90 — (— 71°20°) — 161°20. 
Le diagramme circulaire du courant 7, est construit sur la fig. 149, à. 


Quadripôle 
ee tn 
I, | 


Fig. 149 


La corde de cette circonférence représente la différence Lace — Lio. 
L’angle est positif et, par conséquent, pour déterminer la position 
de la tangente, il a été porté dans le sens contraire des aiguilles d’une 
montre à partir du prolongement de la corde. 

Ce diagramme a un caractère quelque peu particulier : la partie uti- 
lisée de l’arc occupe la quasi-totalité. de la circonférence. 


Pour trouver la position de l'extrémité du vecteur courant I 1, traçons 


à partir de l'extrémité du vecteur li une droite passant par le point se 
trouvant sur la ligne X, et correspondant à la valeur donnée de X,, et 
prolongeons-la jusqu’à son intersection avec la partie utilisée de l'arc 


d 76 


de la circonférence. Pour X,; - 5Q, le courant i, est en avance de 90° 


sur la F.E.M. Ë. | 
$ 129. Diagrammes linéaires. On appelle diagrammes linéaires les 


diagrammes pour lesquels le lieu géométrique des extrémités du vecteur 
courant où tension est une ligne droite. 


a) b) 


Fig. 150 


En fait le diagramme linéaire n'est qu’un cas particulier d’un dia- 
gramme circulaire puisqu'une droite n'est qu'un arc de cercle de rayon 
infiniment grand. 

Exemple 74 Construire le lieu géométrique des extrémités du 
vecteur. courant 7 pour le schéma de la fig. 150, a lorsque X + varie. 
La tension U,,—const, R, et X,; sont invariables. 


“Solution. Représentons sur la fig. 150, b le vecteur Ue. Le 
courant /, est en retard sur ce vecteur d’un angle 


D] 


p = arc ee | 
1 


Le courant /: est en avance de 90° sur Vi Le lieu géométrique des extré- 
mités du courant total 7 = 7, + 7, est la ligne droite pq. C’est juste- 
ment le diagramme linéaire du courant /. 


S 130. Equations d’un quadripôle actif. Supposons que dans la première. branche 


(la branche mnn) du quadripôle de la fig. 151, a, il existe une source de F.E.M. Ëx, 
qu’une charge Z. soit intercalée dans la deuxième branche (pq) et que dans les au- 
tres branches (3—p), se trouvant à l’intérieur du quadripôle, il existe ou puissent 


exister des F.E.M. E,4 (l'indice k peut avoir n'importe quelle valeur entre 3 et p). 
Alors en remplaçant, conformément au théorème de compensation, l’impédance Z: 


par la F.E.M. ÊËs (fig. 151, b) écrivons les équations pour Îles courants A et lo 


. À : by 

li= EY—EnViot D Enr (6.42) 
kR=3 

. PTE CR D s 

12= ÉYo—E2Y2ot D ExVon. (6.43) 
k=3 
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Mettons en court-circuit simultanément les bornes mn et pq. Dans ces conditions, 
e D La 
il circulera dans la première branche le courant Ji = Ÿ ExYax et dans la seconde 


p 
le courant Loge = 2. Es 


- p . i p . 
Substituons dans (6.42) /4, à D ExYir et dans (6.43) Joe à ?, ExYor. En 
R=3 k=3 
outre, remplaçons E par 4 et Êo par Us. Nous obtenons ainsi 
la — ice = Ua ar —UoY au (6.42) 
L Poe Dec — UiYo — ÜUoY 99. (6.43) 


Les équations (6.42’) et (6.43) diffèrent des équations (6.4) et (6.5) uniquement 
par le fait qu’on trouve dans leurs premiers membres {4 — fce et 12 — Î2ce, à la 


Fig. 151 


place de Z, et J2 respectivement. Il s’ensuit que toutes les équations obtenues par 
transformations de (6.4) et (6.5), seront satisfaite pour un quadripôle actif égale- 


ment, sous réserve qu'on y remplace Ï4 par l — li et Là par fa — 1: 
Ainsi, à la forme À des équations d’un quadripôle passif 


= AU BL. 
= CÜ3+ Dis 
correspond la forme À des équations pour un quadripôle actif 
Üs= A+ B (lg — 1300)» 
he hiasCU ED LE 
Les constantes À, B, C et D d’un quadripôle actif satisiont à la condition 


AD n BC = 1 et sont calculées de la même manière que pour un quadripôle 
passi 


CHAPITRE VII 


CIRCUITS TRIPHASÉS, CHAMP MAGNÉTIQUE 
TOURNANT ET MÉTHODE 
DES COMPOSANTES SYMÉTRIQUES 


$ 131. Système triphasé de F.E.M. On appelle système triphasé de 
F.E.M. un ensemble de trois F.E.M. sinusoïdales de fréquence et ammpli- 
tude égales, déphasées de 120° l’une sur l'autre. Le diagramme de leurs 
valeurs instantanées est représenté 
sur la fig. 152. Le diagramme vec- 
toriel de ce système est donné 
sur la fig. 153. 

On peut obtenir un système 
triphasé de F.E.M. à l’aide d’un 
alternateur triphasé. Le principe 
de son fonctionnement est illustré Fig. 152 
par la fig. 154. Dans un champ 
magnétique uniforme tournent à une vitesse angulaire constante & 
trois bobines identiques, rigidement fixées les unes aux autres. 

Les. plans de ces bobines sont déplacées de 120° dans l’espace. Une 
F.E.M. sinusoïdale d'amplitude identique, mais déphasée de 120° par 
rapport aux deux autres, est induite dans chacune des trois bobines. 


+. 1RRRRE 


Fig. 153 Fig. 154 


On peut obtenir d'une manière analogue des systèmes de F.E.M. 
diphasés, quadriphasés, etc. 

Dans la pratique, c’est le système triphasé qui est le plus souvent 
utilisé. | | 

Pour distinguer l’une de l’autre les trois F.E.M. d'un alternateur 
triphasé, on les désigne d’une manière appropriée. Ainsi, par exemple, 
si l’une des F.E.M. est désignée par E4, la F.E.M. en retard de 120° 
sur celle-ci est appelée ÆE >», et celle qui est en avance de 120”, Eee. 

L'ordre dans lequel les F.E.M. passent par des valeurs identiques 


(par la valeur nulle, par exemple) est appelé ordre du système poly- 
phasé: 
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$ 132. Circuit triphasé. Extension de la notion de phase. Lun 
ensemble constitué, par un système triphasé de F.E.M., une 
charge ou des charges triphasées et des conducteurs de raccordement 
est appelé circuit triphasé. 

Les courants circulant dans divers tronçons des circuits triphasés 
sont déphasés l’un par rapport à l’autre. On appelle phase d’un circuit 
triphasé un tronçon de circuit parcouru par le même courant *. 

: $ 133. Schémas de couplage principaux des circuits triphasés, défi- 
nition des grandeurs de lignes et de phases. Les enroulements d’un.alterna- 
teur doivent être raccordés à une charge. Le moyen le moins économique 
de réaliser ce raccordement est de coupler chaque enroulement de l’al- 
ternateur à la charge à l’aide de deux conducteurs. Ainsi réalisé, le système 
comprendrait six conducteurs de raccordement. Pour réduire le nombre 
de ces conducteurs, les enroulements d’un alternateur triphasé sont 
couplés en étoile ou en triangle. La charge triphasée est également couplée 
en étoile ou en triangle. Par cet artifice le nombre des conducteurs de 
raccordement entre l’alternateur et la charge est réduit de six à trois 
ou à quatre. ‘. 

L'’alternateur triphasé est habituellement représenté dans un schéma 
électrique par trois enroulements, décalés de 120° l’ un par rapport à 
l’autre. Lorsque ces enroulements sont couplés en étoile on raccorde au 
même point les bornes homologues (les sorties par exemple) des trois 
enroulements. On appelle ce point — point neutre de l’alternateur et on 
le désigne par la lettre O (fig. 155). Les entrées des enroulements de 
l'alternateur sont habituellement désignées par les lettres À, B, C. La 
lettre À désigne l’entrée de la première phase, B, l’entrée de la seconde, 
et C, l’entrée de la troisième. 

Lorsque les enroulements de l'alternateur sont couplés en triangle 
(fig. 156), la sortie du premier enroulement de l’alternateur est raccordée 
à l'entrée du deuxième enroulement, la sortie du deuxième enroulement 
est raccordée à l’entrée du troisième et la sortie du troisième, à l'entrée 
du premier. La somme géométrique des F.E.M. dans un triangle fermé 
est nulle. Par conséquent, si aucune charge n’est branchée aux bornes 
À, B, C, aucun courant ne circulera dans les enroulements de l’alterna- 
teur. 

Les cinq modes les plus simples de raccordement d’un alternateur 
triphasé à une charge triphasée sont représentés sur les fig. 157—160. 

Le point auquel sont raccordées les trois sorties de la charge triphasée 
lorsque celle-ci est couplée en étoile, est appelé point neutre de la charge 
et on le désigne par 0’. On appelle fil neutre le conducteur raccordant 
le point neutre de l'alternateur au point neutre de la charge. Appelons 
lo le courant circulant dans le conducteur neutre. Prenons comme sens 
positif pour ce courant celui allant du point O° vers le point O. 


* Nous allons également continuer à appeler « phase » l'argument d’une gran- 
deur qui varie suivant une loi sinusoïdale. 

Ainsi, suivant la question qu’on est en train de traiter, la phase est soit un 
tronçon d’un circuit triphasé, soit l'argument d’une grandeur sinusoïdale. 
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Les conducteurs raccordant les points À, B, C de l'alternateur à Ja 
charge sont appelés conducteurs de ligne. 

Le couplage réalisé sur le schéma de la fig. 157 est appelé étoile — 
étoile à conducteur neutre, celui de la fig. 158 étoile — étoile sans con- 
ducteur neutre; celui de la fig. 159, a étoile — triangle; celui de la 
fig. 159, b triangle — triangle et celui de la fig. 160 triangle — étoile. 

Les courants circulant dans les conducteurs de ligne sont appelés 


courants de ligne et désignés par La, 18 et lo. On prend par convention 


Fig. 153 Fig. 156 


comme sens positif pour ces courants le sens allant de l'alternateur 
vers la charge. Les modules des courants de ligne sont souvent désignés 
par /,, sans leur affecter aucun indice complémentaire. Cette désigna- 
tion est utilisée surtout lorsque tous les courants de ligne ont le même 
module. | 

_La tension entre les conducteurs de ligne est appelée tension de ligne 
{ou encore tension entre phases ou tension composée). Comme toute 


Conducteur de 
Êgne 


A 


DEUTTE L, S 2 
£ L Pr, 


Fig. 157 Fig. 158 


tension elle est pourvue de deux indices. Aïnsi, par exemple, Un est 
la tension de ligne entre les points À et B. Le module de la tension de ligne 
est désigné par U:. u 

Présentons maintenant la notion de tensions de phase et de courants 
de phase (ou de tensions et de courants simples). Chacun des trois enrou- 
lements de l'alternateur est appelé phase de l’alternateur. 

Chacuhe des trois charges est appelée phase de la charge. Les courants 
qui y circulent sont appelés courants de phase 7, de l'alternateur ou, 
respectivement, de la charge, tandis que les tensions aux bornes de ces 
enroulements ou de ces charges, sont appelées tensions de phase ou tensions 
simples (U;»). 
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$ 134. Relations entre les tensions et les cottrants de ligne et de phase. 
Lorsque l'alternateur est couplé en étoile (fig. 157, 158, 159, a) la tension 


de ligne U, est en module V/3 fois plus grande que la tension de phase de 
l'alternateur (Upn,,,). Ceci résulte de ce que U: est la base d’un triangle 


isocèle, à angles aigus de 30° (fig. 161) 
Ur=Uas = Upn-2 cos 30° = 3 Un... (7.1) 


Fig. 159 


Le courant de ligne /;, lors du couplage de l’alternateur en étoile, est 
égal au courant de phase de cet alternateur 


Li lx; 


Lorsque l'alternateur est couplé en triangle, la tension de ligne de 
l'alternateur est égale à sa tension de phase. Ceci résulte de la fig. 156. 


Ur = Upon y. (7.2) 


Fig. 160 Fig. 161 


Lorsque la charge est couplée en étoile (fig. 157,1158, 160) le courant 
de ligne est égal au courant de phase respectif de la charge 


Li= lon. 


Lorsque la charge est couplée en triangle, les courants dans les côtés 
du triangle sont également dotés de deux indices (fig. 159, a et b). 
Les sens positifs de ces courants sont ceux des aiguilles d’une montre. 
Les indices désignant ces courants correspondent aux sens positifs 
choisis pour ces courants. Le premier indice du courant est celui du point 
dont part ce courant, et le second, au point où le courant arrive. 

Lorsque la charge est couplée: en triangle (fig. 159, a et b) les 
courants de ligne ne sont pas égaux aux courants de phase et doivent 
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être calculés en fonction de ces derniers conformément à la première 
‘oi de Kirchhoff 


lala lo : AN PET Te lolo 


$ 135. Avantages des systèmes triphasés. Tous les éléments des systé- 
mes triphasés : alternateur, transformateur, moteur asynchrone triphasé, 
ligne de transport triphasée ont été étudiés dans leur principe en 1891. 

La très large diffusion des systèmes triphasés s'explique en premier 
lieu par les trois raisons essentielles suivantes : 

a) le transport d'énergie à grandes distances est au point de vue 
économique plus avantageux en courant triphasé que son transport 
en courant alternatif à un autre nombre de phases; 

b) les éléments d'un système triphasé, à savoir le moteur asynchrone 
triphasé et le transformateur triphasé sont très simples à construire, sûrs 
et économiques en service ; 

c) le système triphasé est caractérisé dans certaines conditions 
par l'invariabilité de la valeur de la puissance instantanée du système 
pendant toute la durée d’une période du courant sinusoïdal. Il-en est 
ainsi lorsque la charge dans les trois phäses de l’alternateur triphasé 
est la même. 

$ 136. Calcul des circuits triphasés. Les circuits triphasés ne sont 
qu’une variété de circuits à courant sinusoïdal et, par conséquent, leur 
calcul et leur étude se font par les méfhodes et procédés qui ont déjà été 
discutés aux cinquième et sixième chapitres. 

On peut utiliser également pour les circuits à courant triphasé la 
méthode symbolique de calcul, comme on peut construire les diagrami- 
mes vectoriels, topographiques et circulaires. 

Il est recommandé de faire suivre le calcul analytique des circuits 
triphasés par la construction des diagrammes vectoriels ou topographi- 
ques. Les diagrammes vectoriels facilitent la recherche des angles entre 
les courants et les tensions, évitant des erreurs éventuelles dans le calcul 
a Qi et rendent plus évidentes les relations entre les diverses gran- 

eurs 

Examinons les circuits triphasés les plus simples. 

$ 137. Etoile — étoile à conducteur neutre. Si le conducteur neutre, 
du schéma de la fig. 157, a une impédance très faible, le potentiel du 
point O’ est pratiquement égal au potentiel du point O; les points O° et 
O ne sont alors en réalité qu'un seul et même point. Dans ces conditions 
le circuit peut être décomposé en trois mailles séparées. Les courants 
dans ces maïlles ont les valeurs suivantes : 


a J Ég. J Ëc 
la=e; ÎB= 7: lez ° 


Suivant la première loi de Kirchhoîïf, le courant dans le conducteur 
neutre est égal à la somme géométrique des courants de phases 


l= la +54 le. (7.3) 
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Si Za - Zp — Ze (une telle charge est appelée uniforme ou symé- 


trique), le courant /, est nul et le fil neutre peut être supprimé du cir- 
cuit, sans modifier en rien son régime. 


Si la charge de phase n’est pas symétrique, le courant /, n’est pas 
en général nul. 

Lorsque le conducteur neutre a une certaine impédance Z, le calcul 
du circuit doit se faire par la méthode des deux nœuds (voir $ 140). 

Exemple 75. Dans le circuit de la fig. 162, a, la F.E.M. de cha- 
que phase de l'alternateur triphasé est égale à 127 V. Les impédances des 
phases de la charge ont des valeurs égales (6,35 Q), mais un caractère 
différent : 

Za=Ri Zr=iol; Zoe. 

Calculer le courant circulant dans le conducteur neutre. 

Solution. Construisons le diagramme vectoriel représenté sur 
la fig. 162, b. Les courants dans toutes les phases ont un module égal 


à Te = 20 À. Le courant 1, est en phase avec Eu. Le courant le 


est en retard de 90° sur Æ 8. Le courant L: est en avance de 90° sur 


Ec. La somme 7, + 74 + 14 donne le courant /,. Son module est 
égal à 14,6 À. 

Exemple 76. Quelle doit être la valeur de la résistance R de 
fa phase À du circuit de la fig. 162, a pour que le courant dans le con- 
ducteur neutre soit nul? 


Fig. 162 


Solution. La somme géométrique des courants I3+ ie est égale 
en module à: 


2.20-cos 30° — 20 V3 À. 


Le courant dans le conducteur neutre s’annule si le courant 74, dirigé 


en sens contraire à la somme re + Le, a pour module 20 V3 À: Dans 
ce cas, la résistance de la phase À est : 


E 127 


— 


=" —= = — à, . 
20 V3 20 1/3 ee 
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Exemple 77. Calculer le courant dans le conducteur neutre du 
schéma de la fig. 162, a si une résistance active de 3,669 est intercalée 
dans la phase À et si on intervertit l’inductance et la 
capacité des phases B et € 


oL = _. = 6,350. 


Solution. Le diagramme vectoriel corres- 
pondant est représenté sur la fig. 163. Il découle de 
ce diagramme que 


1 = 34,6 + 34,6 = 69,2 À. 
$ 138. Couplage en triangle de la charge. Choisis- 


sons Île sens des courants dans les phases du Fig. 163 
triangle conformément à la fig. 159, a. Le courant 


la est dû à la tension Das Son intensité et sa phase par rapport 
à la tension Us sont déterminées par l’impédance de la charge 
Zap. Le courant 1 gc €St dû à la tension U gc. SOn intensité et sa phase 
par rapport à Usc dépendent de l’impédance Z,ç. Le courant Î ca eSt 


dû à la tension Le et dépend de Zo4. Les courants de ligne sont cal- 
culés à partir des courants de phase suivant la première loi de Kirchhoff 


Li — lis Es les ; 
hs: (7,4) 
lo —— 162 7 Tee. 

Lorsque la charge des phases est uniforme (symétrique), les courarits 


de ligne ont un module J/3 fois supérieur à celui des courants de phase. 
En cas de charge non uniforme les courants de ligne peuvent être supé- 
rieurs ou inférieurs aux courants de phase, 

Exemple 78. Dans le schéma de la fig. 164,a 


Zap — — 19j; AE 19; ; Lea = 190. 


La F.E.M. de chaque phase de l'alternateur est égale à 220 V. Calculer 
tous les courants et construire le diagramme vectoriel. 

Solution. Construisons le diagramme vectoriel (fig. 164, b) en 
même temps que nous effectuons les calculs. Les tensions aux bornes des 


phases de la charge sont V/3 fois supérieures aux F.E.M. des, phases de 
l'alternateur et sont égales à 220 V'3 — 380 V. Le courant 1 AP est en 


avance de 90° sur la tension U Ag et son intensité est égale ie TS — 20 À. 


Le courant 12 est en retard de 90° sur Üpc etest de même Fe à 20 À. 
Le courant /ç,4 a un module égal à 20 À et est en phase avec la tension 
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Ua. Déterminons les courants de ligne 14, Ip et 1 c_par la méthode 
graphique en utilisant les (7.4). Par leur module 74 = Jo = 104: 
de — 204. 


Fig. 164 


$ 139. Opérateur & d’un système triphasé. Désignons par a le nombre 
complexe ei120°, dont le module est égal à l’unité, et appelons-le opé- 
rateur du système triphasé. 

Alors 


ei240° = (pi120°)2 = Q2, 


Les trois vecteurs: 1, a et a? forment un système triphasé symétri- 
que (fig. 165) 


l+a+a=0. (7.5) 


La multiplication d’un vecteur quelconque par l’opérateur a Île fait 
tourner d’un angle de 120° dans le sens contraire des aiguilles d’une 
montre, sans modifier son module. La multiplication d’un vecteur par 

a? le fait tourner d’un angle de 240° dans le 


+7} sens contraire des aiguilles d’une montre ou, ce 
qui revient au même, le tourne de 120° dans le 
/ sens des aiguilles d’une montre. 


En utilisant l'opérateur a on peut exprimer 

la F.E.M. Eket la F.E.M.E, d’un système tri- 

, phasé symétrique des F.E.M. en fonction de 
2 Ja F.E.M. Eu: 


ÉL=0E; ; Éc=aË. (7.6) 


$ 140. Couplage étoile — étoile sans conducteur neutre. Le schéma 
de la fig. 158 est un schéma à deux nœuds (points 0 et 0’). La méthode 
la plus rationnelle de calcul de courant dans ce circuit est la méthode 
des. deux nœuds ($ 19). La tension entre ces deux nœuds est 


a 
Fig. 165 


ie EnVa+EsYB+EcYc _ Ex (Ya+aYp+aŸc) 


Ya+Ye+ŸYc a+ te (7.7) 


16 


Si la charge est symétrique (Ÿ 4 = ŸYr = Ÿ£) on a (conformément 
à (7.5) 


boro= ÉAta ta+ ep 


et la tension dans chaque phase de la charge est égale à la F.E.M. cor- 
respondante 


Die p:: L'une bi PRES 
1! en est tout. autrement si la charge est dissymétrique. Dans ce cas 
Voro # 0 et Us = Êa — Uoo, Ugo’ = Ep — Uoro, Üco’ = 
- Ëc — Üo:o. Les courants dans les phases de la charge sont 
La Do | ss … US; 5 = ue 
la = 7 ; 18 — 79 ) Îc Ze . 
Pour les calculs numériques voir l'exemple 80. 
Si les charges dans deux phases sont égales, par exemple Ze — 


Ze 5 La, l'équation (7.7) prend après transformation, la forme sim- 
plifiée suivante : 


, B—Z 
ÜUo:0 — Ex DZ: (7.8) 
$ 141. Circuits triphasés en présence d’induction mutuelle. Le calcul 
des circuits triphasés comprenant des bobines couplées magnétiquement 
se fait de la même manière que le calcul des circuits couplés magnéti- 
quement à courant sinusoidal monophasé. 
Exemple 79. Calculer les indications de l’ampêremètre et celles 
du voltmètre dans le circuit de la fig. 166. Construire un diagramme 


Fig. 166 Fig. 167 


topographique conjointement avec le diagramme vectoriel des courants. 
Soit: Epn = 127 


OL = 40; oM = 20. 


Solution. FN ns les sens positifs des courants conformé- 
ment à la fig. 166. Suivant la première loi de. Kirchhofi, 74 + 15+ 
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Te — 0. Supposons que la F.E.M. ÆE, soit dirigée suivant l’axe + I. 
Ecrivons l’équation suivant la deuxième loi de Kirchhoîff pour la maille: 
0A0"BO 


LajoL + 13joM ns (ajioL + LajoM) = Das 
En substituant aux symboles leurs valeurs numériques, nous obtenons 
2j (La — Î5) = 2206530 
ou 


: . 30° 
Er RE er — 1106-560° À. 


21905 
Pour la maille OCO’BO 
lc ( _ +) de (lajoL + LajoM) — Us 
ou 
—4jlo—2j14 — Ajly = 220j. 
La résolution de ces trois équations donne 
La 110, Îp—110e60, Je—110V3e-150 À, 

Le diagramme topographique, construit sur le diagramme vectoriel du 
courant, est représenté sur la fig. 167. L’ampéremèêtre indique 110 À et 
le voltméêtre — 640 V': 

Do: = o+ Ea — lajoL —]3joM. 


$ 142. Puissances active, réactive et apparente d’un système tri- 
phasé. On entend par puissance active d’un système triphasé la somme 
des puissances actives des phases, plus la puissance active dégagée dans 
la résistance intercalée dans le conducteur neutre 


P=Pa+Ps+Po+ Po (7.9) 


La puissance réactive est la somme des puissances réactives des phases, 
plus la puissance réactive de la réactance intercalée dans le conducteur 
neutre. 


Q=Q4 + Q8 + Qc + Qo. (7.10) 


Puissance apparente : 
S—=V P?+Q. (7.11) 
Si la charge est symétrique, on a 
Po = Qo = 0; Pa Pg= Pc=Uppl pr COS Pr ; 
Qa = Qn = Qc— Üphl ph sin Pph- 


Ici par q>A on entend l’angle entre la tension U,, aux bornes de la phase 
de la charge et le courant /,, circulant dans la phase de la charge. En cas 
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de charge symétrique des phases on a 
P = SU pnl ph COS Dh ; À ù 


Q = SU pnlph sir PpA ; (7. 12) 
Su 


$ 143. Mesure de la puissance active dans un système triphasé. Pour 
mesurer la puissance active d'un système triphasé dans le cas le plus 
général (charge dissymétrique et présence d’un conducteur neutre) il 
faut disposer de trois wattmètres, branchés suivant le schéma la fig. 168. 


La puissance active du système cest égale à la somme des indications 
des trois wattmètres. S'il n’y a pas de conducteur neutre, la puissance 
peut être mesurée à l’aide de deux wattmètres branchés suivant le schéma 
de la fig. 169. La somme des indications des deux wattmètres du schéma 
de la fig. 169 donne la puissance active de l’ensemble du système, indé- 
pendamment du couplage en étoile ou en triangle de la charge (le triangle 
de la charge peut être toujours transformé en une étoile équivalente). 

L'indication du premier wattmêtre est égale au produit scalaire de 
la tension U,c par le courant 7,4, c'est-à-dire à U,QfA1; les indications 
du deuxième à Uzcl%#: La somme des indications des deux wattmètres 


Uacla + Usclz= (Uao — Uco) La + (Uso — Uco) 13 — 
= Üol a + Usols — Uco (Ia + 13) = Uaola + Unols + Ücolc. 
* Pour une charge symétrique et indépendamment du mode de son couplage 
en étoile ou en triangle | 
SÙ phlph == V3 V3 Uhlph = V3 Uils. 


Ici U; tension de ligne aux bornes de la charge, /;—courant de ligne circu- 
iant dans la charge. | 
Par conséquent, à la place des équations (7.12) on utilise souvent les suivantes : 


P= V8 Uil cos p; 
Q= V3Uil: sin y; 
S= VU. 
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Cette dernière expression n’est autre chose que la somme des puis- 
sances actives des trois phases. 

Lorsque la charge des phases est symétrique, il suffit de mesurer la 
puissance de l’une des phases et de tripler le résultat obtenu. 


Si dans le schéma de la fig. 169 la charge est symétrique, on peut, en partant 
des indications des deux wattmètres (P1 et P2), calculer la tangente de l'angle (PE 
de la charge. Discutons la manière de le faire. 

Le diagramme vectoriel représenté sur la fig. 170 correspond à une charge: 


inductive symétrique. L’angle entre la tension Uc et le courant /, est égal à 
(g — 30°) et l’angle entre la tension Uzc et le courant /3 est égal à (p + 30°). 
Par conséquent, les indications du premier wattmètre: 
Pi = acla = Ut cos (p— 30°) 
et celles du deuxième 
Pa=Ugclp=Uih cos (p-+ 30°). 


Si p=>> 60°, on a @ + 30° >> 90° et Ps << 0. L’aiguille: 
du deuxième wattmètre pour >> 60° devient à fond: 
à gauche. Dans ce cas pour mesurer la valeur de P: il 
faut intervertir les extrémités de l’enroulement parallèle. 
et prendre la puissance mesurée avec le signe —. 

Ecrivons la différence et la somme des indications. 
des wattmètres 

Pi — Po = Un; sin y; 


Pi+P:— V3 Ul COS ®. 
D'où, divisant membre à membre: 


P,—P 
ep VIRE. (7.13) 


S 144. Mesure de la puissance réactive pour une charge symétrique des. 
phases. Démontrons que les indications du wattmêtre du schéma de la 
fig. 171 pour une charge symétrique sont proportionnelles à la puissance 
réactive de l’ensemble du système. Le wattmètre mesure la valeur 


Fig. 170- 


TES = Uzcla cos (Us *1,) : 


L’angle entre D et {A est égal à 90° — œ (fig. 170). Par consé- 
quent, le wattmètre indique 


V3 Urlph sin ®. 


De ce fait, la puissance réactive du système (voir l'équation 7.12) est 
égale à l'indication du wattmètre multipliée par V3. 

Exemple 80. Trouver les indications des wattmêtres du schéma 
de la fig. 172 et comparer la somme de leurs indications avec la puissance 
active du système calculé comme 


RÉ 
ZER ; R=oL=== 1766. 
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Solution. Pour simplifier les écritures désignons F4 alors 
les admittances des phases sont: 
1 hs et 


, l ; : 
Pan ed RE LR eo In Jo I0e je 


Suivant la méthode des deux nœuds 


Des : e Ya+aYp+aYe . 1— jaè+ ja . 7 
Door ve Paeper HaU=Vs)= 
— —0,73-220 = — 160 V 


Fig. 171 


La tension aux bornes de la phase A de la charge Üaw— E4 — Ugo = 


— 220 — (— 160)—380 V. Le courant de la phase 41, = 5 A. 
Il est en phase avec Li (voir diagramme vecto- 
riel de la fig. 173). La tension aux bornes de la 
phase B de Ïa charge Üp0 = Êz — DE — 50 — 
j 191. Le module de la tension Die est égal 
à 197 V. Le module de la tension Uco: est de 


même égal à 197 V. Les courants 7/3 = 10 — T= 
— 2,6 A. L'angle entre le courant /, et la 
tension U;c est egal à 30°. L’angle entre le À. 7 
courant /# et la tension Uc est égal à 76°. Fig. 173 


Indication du premier wattmèêtre 

Pi=Uacla cos (Uac° la) = 380-5 cos 30° =: 1650 W.. 
Indication du deuxième wattmètre 

P2 = Upclp COS (Ü pc * 2) — 380.5-cos 76°—253 W.. 


Puissance globale 
Pi + Po = 1903 W. 


L'exactitude de ce chiffre est confirmée par le calcul de la puissance 
du système à l’aide de l'expression 


ZPR. 
Du fait qu’une résistance active n'existe que dans la phase À, on 4 
ZPR = TAR = 5?-76 — 1900 W. 


Ce résultat concorde avec la somme des indications des wattmètres, aux 
erreurs d’une règle à calcul prés. 

Exemple 81. Quelles seront les indications des wattmèêtres du 
schéma de la fig. 172 en cas de rupture du conducteur de ligne C au 
point m, se trouvant à l'entrée de la phase C du récepteur. 

Solution. Par suite de la rupture du conducteur au point m, le 
circuit cesse d'être un circuit triphasé et devient un circuit monophasé. 

La résistance À et l’inductance L se trouvent 


branchées en série sous la tension de ligne Ü AB 
= be RÉ pe 2,54 
Le diagramme vectoriel correspondant 
est représenté sur la fig. 174. Indication du 
premier wattmèêtre : 
P; = Ünel à = 380 -3,54 cos 15° — 1295 W. 
[Indication du deuxième wattmètre 


Po = Ünclz = 380:3,54 cos 105° = — 345 W. 


Fig. 174 Vérification : 
AR = 3,542.76 à 950 W. 
Exemple 82. Soit P, — 766 W et P,; = — 174 W les indications 


des wattmètres du schéma de la fig, 169 en cas de charge inductive symé- 
trique des phases. Calculer l’angle q de la charge, ainsi que les puissances 
réactive et apparente du système. 

Solution. Conformément à l'équation (7.13) 


x 766—(—174) | Ro 
eo VS gr 265: pæ 6920"; 


Step: Q=Ptep=—(766—174)-2,65— 1600 VAr; 
S=V PE + Q—1716 VA. 


$S 145. Diagrammes circulaires et linéaires des circuits triphasés. 
Lorsque le module de l’impédance d’une des phases d'un circuit triphasé 
varie, le lieu géométrique des extrémités du vecteur tension ou courant 
d’une quelconque des phases du circuit est soit une circonférence soil 
une ligne droite. 
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À titre d'exemple, examinons le problème du diagramme circulaire 
de tension du schéma de la fig. 175, a pour Z3 = Zo = r — const, le 
module de l’impédance Z, de la phase À étant seul variable. 

Utilisons à cette fin la méthode de marche à vide et de court-cir- 
cuit. Lorsque la phase À est en marche à vide, les deux impédances 
ZB=Zc = r des phases B et C sont couplées en série sous la tension 
de ligne Uk. Les chutes de tension dans ces impédances sont les mêmes 
et égales à la moitié de la tension U4c. Par conséquent, le point neutre 
du récepteur, à savoir le point O’, se trouvant dans ce schéma entre les 
deux résistances lorsque la phase À est en marche à vide, est situé au 
milieu du BC (au point désigné par m sur la fig. 175, b). 


a) 


Fig. 175 


La tension à vide entre les points À et 0” du schéma de la fig. 175, a 


(U 40m) est égale à Ia différence des potentiels des points À et O’ (ce 
dernier se trouve, comme nous l’avons déjà dit, au point m en cas de 
marche à vide. II découle du diagramme vectoriel de la fig. 175, b que 
cette tension ést une fois et demie plus grande que la F.E.M. de phase 


E\1 et est en phase avec cette dernière. 

Le schéma équivalent à utiliser pour le calcul du courant dans l’im- 
pédance Z\; par la méthode de marche à vide et de court-circuit est 
représenté sur la fig. 176. 1 découle de ce schéma que 


(7.14) 


ici Zens — impédance d'entrée du schéma de la fig. 175, a par rapport 
aux bornes AO”. Il résulte de la fig. 177 que 


r 


Zen =. 
La tension : 
: : 1,5E , 
bon = Ta — (7.141) 
= 4 À A ent 
Zent 


Pour Za = OÙorm = 1,5 E, et le point O” coïncide avec le point À 


de la fig. 175, b. Pour Z4 = ©, Usrm = 0 et ie point O’ coïncide avec 
le point m de la fig. 175, b. 
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Ces deux positions limites du point O’ sur le diagramme circulaire 
de Ja fig. 175, b (pour ZA = 0 et pour Z4 — ) ne dépendent pas du 
caractère de l’impédance de la phase À. 

En ce qui concerne les positions du point O” (lieu géométrique de 
ce point) pour les valeurs de ZA, se trouvant dans l'intervalle compris 
entre 0 et , elles dépendent non seulement du module de l’impédance 
ZA, mais également du caractère de cette impédance (c.-à-d. de l’angle 


PA). 
Si l’impédance Z, est purement active et est égale à R, on a ma = 0, 
Pa — Dent — 0 et 


Le lieu géométrique des extrémités du vecteur Uo'm dans ce cas est 
l5 droite Am de la fig. 175, b. Pour R = r Uom = 0,5 Êa, 


À  ” 
156) 
é 24 0 0° 
Zent 
0° 
M 
Fig. 176 Fig. 177 
Si l’impédance ZA est purement capacitive, on a œ@4 — — ‘WU, 
Da — Pent — -— 90° et le lieu géométrique des extrémités du vecteur 
Uo'm est la demi-circonférence mpA. Pour 
er. Üorm = — — 0,67E ei88°25", 


: l . | ; ; ; 
En ce régime (pour ==) la position du point O” est représentée sur 


la fig. 175, b. Si l’impédance Z4 est purement inductive (Z4 = jo L), 
ON 4 Pa — Pent — 90°, et le lieu géométrique des extrémités du vecteur 


Uo'm est la demi-circonférence mgA. 

Ainsi, lorsque l’impédance de la phase À du schéma de la fig. 175, a 
varie, le point neutre du récepteur se déplace le Iong de la demi-circon- 
férence mpA de la fig. 175, b si ZA a un caractère capacitif ; il se déplace 
le long de la droite mOÀ, si ZA est une résistance purement active, et 
le long de la demi-circonférence mgA, si Z, est une réactance purement 
inductive. 

La tension entre le point neutre du récepteur (point 0”) et. le point 


neutre de l’alternateur (point O), c'est-à-dire U,:0 est représentée sur 
la fig. 175, b par le vecteur allant du point O au point mobile O”. 
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$S 146. Indicateur de Î’ordre des phases. L'ordre ou la séquence des 
phases dans un système symétrique triphasé de F.E.M. ou de tensions 
est déterminé à l’aide d’un dispositif appelé indicateur de l’ordre des 
phases. Cet indicateur est constitué par deux lampes à incandescence 
identiques et une capacité C (fig. 178). La valeur de la capacité C est 


. e » 5 e * | e Ld \ ‘ LE Ÿ 
choisie de sorte que la réactance capacitive Re soit égale à la résistance 


r de chaque lampe. 

Si les trois bornes de l'indicateur de phase sont branchées aux trois 
sorties d’un système triphasé symétrique de F.E.M., le potentiel du 
point neutre du schéma de la fig. 178 est 
déterminé par la position du point O’ sur Î 
le diagramme vectoriel de la fig. 175, b. 

On voit sur ce diagramme que la tension 
aux bornes des lampes à incandescence 
n’est pas la même. Aux bornes de la lampe 
intercalée dans la phase B, elle est donnée 


par le vecteur U 20’, tandis qu'aux bor- Fig. 178 
nes de la lampe branchée dans la phase 


C elle est donnée par le vecteur Us. Dufait que Ü 30° > Uco: la 
lampe de la phase B aura un éclat plus vif que celui de la phase C. Par 
conséquent, si la phase d’un système triphasé de F.Ë.M. à laguelle est 
branchée la sortie de la capacité est considérée comme phase À, la phase 
à laquelle est branchée la lampe à éclat vif est la phase B ef la phase com- 
prenant la lampe à éclat pâle est la phase C. 

L'une des propriétés les plus importantes des courants polyphasés, 
et des courants triphasés en particulier, est leur propriété de créer un 
champ magnétique circulaire tournant. | | 

- $ 147. Définition d’un champ magnétique circulaire tournant. Un 

champ magnétique circulaire tournant est un champ magnétique dont 

le vecteur d’induction magnétique résultante a une 

8 grandeur constante et tourne avec une vitesse 
angulaire constante «. 

$ 148. Champ magnétique d’une  bobiné 
parcourue par un courant sinusoïdal. Commençons 
par nous assurer que le champ magnétiqué 
ÿ | Ê d’une bobine unique parcourue par un courant 

y sinusoïdal est un champ magnétique pulsatoire * 

et non un champ magnétique tournant. À cette fin 

Fig. 179, rapportons-nous à la fig. 179. La bobine représen- 

tée sur cette figure est parcourue par le courant 

sinusoïdal, ? — /» Sin of. Un champ magnétique est caractérisé 
par le : vecteur d'’induction magnétique B. La direction de B 
dépend du sens de fl’enroulement de Ia bobine et du sens du 


, Lampe 
a éclat vif 


D Lampe," 
a éclaë pâte 


A à 


_. * On appelle champ pulsatoire un champ dans lequel le vecteur de l’induc- 
tion magnétique varie (pulse) le long de l’axe de la bobine parcourue par le courant 
ayant engendré ce champ magnétique. n. 
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courant circulant dans cette bobine à l'instant considéré. Désignons 
par E l'entrée et par S la sortie de la bobine sur la fig. 179. Le vecteur 
d'induction magnétique est dirigé vers le haut, si le courant entre par 
la borne E et sort par la borne S {ce sens de courant est considéré comme 
positif; il correspond à l'intervalle de temps compris entre 0 et x). 
Au cours de l’alternance suivante, lorsque le courant est négatif, le 
vecteur B est dirigé vers le bas. Aïnsi, le lieu géométrique des extré- 
mités du vecteur B est l’axe même de la bobine. 

:$ 149. Production d’un champ magnétique circulaire tournant. Pla- 
çons trois bobines identiques de manière que leurs axes soient décalés cle 


Fig. 180 Fig. 181 


120° l’un par rapport à l’autre (fig. 180). Raccordons les bobines à un 
système de F.E.M. triphasé symétrique. Admettons que les courants 
entrent par les bornes d'entrée des bobines et qu’ils varient de la ma- 
nière suivante : 

dl — 1m Sin ©f ; 

Î2 = Îmn Sin (@{ — 120°) ; 

i3 = In Sin (@f + 120°). 


Leurs courbes sont représentées sur la fig. 181. Chacun de ces courants 
va créer un champ pulsatoire, dirigé le long de l'axe de sa propre bobi- 
ne. Désignons par +1 le sens positif de l’axe de la première bobine, 
par 2 celui de la deuxième bobine et par +3 celui de la troisième. 
Désignons par B; l’induction de la première bobine, par B, l'induction 
de la deuxième et par B3 celle de la troisième. 

Représentons sur la fig. 182 les valeurs instantanées B,, B;, et B3, 


ainsi que l’induction résultante aux instants of = 0, . y T, Lx. Le 
premier [croquis de la fig. 182 est construit pour wf == 0, le deuxième 
pour œf=<, etc. 


Lorsque le temps augmente, le vecteur de l'induction magnétique 
résultante, tout en conservant constante sa valeur de 1,5 B,, tourne 
avec une vitesse angulaire © dans le sens dirigé de l'entrée de la pre- 
mière bobine parcourue par le courant 7, sin œf vers l’entrée de la 
déuxième bobine à courant 7, sin (@f — 120°). 
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On peut donc dire que le vecteur d’induction magnétique résultante 
tourne dans le sens de la bobine dont le courant est en retard. 

Si on fait circuler un courant 7, sin (of — 120°) dans la troisième 
bobine et un courant / m Sin (of 120°) dans la deuxième, le sens de 
la rotation du champ s’inverse. 

Nous avons déjà signalé au $ 53 que pour un circuit magnétique 
exécuté entièrement ou partiellement en matériau ferromagnétique, le 

2 


"| Bnes 


wt=0 
Fig. 182 


flux magnétique dans ce circuit est nettement plus grand, que le flux 
magnétique qui y aurait existé en l’absence de tout matériau ferroma- 
gnétique. 

Pour intensifier un champ magnétique tournant, on place à l’inté- 
rieur des bobines (fig. 180) un cylindre creux où massif en matériau 
ferromagnétique et on enferme Îes côtés des bobines dans les encoches 
d'un cylindre ferromagnétique extérieur (fig. 183). 

Les champs magnétiques tournants sont utilisés dans les moteurs 
électriques. | 

$ 150. Principe de fonctionnement d’un moteur asynchrone. Le type 
de moteur à courant alternatif le plus répandu dans l’industrie est un 
moteur asynchrone triphasé. Il est constitué par 
une partie fixe, appelée stator, dans Îles encoches 
duquel sont placées trois bobines produisant un 
champ magnétique circulaire tournant et une 
partie mobile, appelée rotor, dans les encoches 
duquel se trouvent trois bobines formées sur 
elles-mêmes ou sur une résistance extérieure 


(Fig. 183). 
Afin de rendre la fig. 183 plus facilement 
lisible, les bobines y sont représentées en coupe, Fig. 183 


les faces des bobines ne sont pas figurées 
du tout et chacune d'elles n'occupe qu'une faible partie de Îa 
circonférence du stator (ou du rotor). 

En réalité chacune des bobines (ses conducteurs d’aller ou de retour) 
occupe un tiers de la circonférence de l’alésage du stator (ou de la cir- 
conférence du rotor). 
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L'arbre du rotor du moteur est couplé à l’arbre de la machine à en- 
traîner. | | 

Supposons . qu’au début le rotor soit au repos. Dans ce cas le champ 
magnétique tournant, créé par les enroulements statoriques, coupe les 
conducteurs des bobines du rotor, immobile à cet instant, à une vitesse 
angulaire & et y induit des F.E.M. Ces F.E.M. engendreront des courants 
dans les bobines rotoriques. Conformément à la loi de Lenz, ces courants 
tendent à affaiblir par leur champ magnétique propre le champ magné- 
tique qui les a engendrés. 

L'’interaction mécanique des courants rotoriques et du champ magné- 
tique tournant oblige le rotor à commencer à tourner dans le même sens 
que le champ magnétique tournant (on peut s’en assurer ‘en utilisant 
la rêgle de la main gauche). . 

En régime établi la vitesse de rotation du rotor &,,: est égale à 
(0,98 0,95) w. Ce moteur:est justement appelé asynchrone parce que 
son rotor ne tourne pas rigoureusement en synchronisme avec le champ 
tournant; @,,, he peut être en principe égal à la vitesse angulaire du 
champ tournant. Ceci.est évident puisque pour &,,4: —.w.le champ 
tournant ne coupe plus les conducteurs des enroulements rotoriques, 
aucun courant n'y circule et le rotor n'est plus soumis à un couple moteur. 

Dans ce cours d’électrotechnique théorique nous nous bornerons à un 
examen qualitatif des notions essentielles caractérisant le principe de 
fonctionnement d’un moteur asynchrone. Ces problèmes sont examinés 
plus en détail dans le cours des machines électriques. 


APPENDICES À la lre PARTIE DU COURS 


APPENDICE A 


GRAPHES DIRECTIONNELS (DE TRANSFERT) 
ET NON DIRECTIONNELS 


$ 151. Introduction. On àppelle graphe un ensemble des nœuds et des branches 
qui les réunissent. Chaque graphe est caractérisé par sa topologie, c.-à-d. par 
l'information qu’il donne sur les branches reliant les uns aux autres les divers 
nœuds du graphe et sur les transmittances de ces branches. 

Cette information peut être fournie soit sous forme analytique, par un systè- 
me d'équations, soit sous forme graphique par un schéma, sur lequel sont figurés 
les nœuds, les branches qui les raccordent, et est donnée l'information sur la 
transmittance de chaque branche. 

Dans la théorie des graphes on traite les propriétés topologiques générales 
des graphes et les méthodes de calcul qui en découlent. 

Cette théorie présente un grand. intérêt pour les électriciens, les spécialistes 
de radio-électricité, les personnes travaillant dans le domaine de l'automatique 
et de la télémécanique, de la cybernétique et de la théorie d’information. Elle 
est également utilisée dans d’autres branches de la technique, telles, par exemple, 
que l’analyse de la capacité du transport d'un réseau ferroviaire rarmifié et complexe. 

Du fait que l'information sur un graphe peut être exprimée de deux manières 
différentes, la théorie des graphes s’est développée suivant deux voies relativement 
indépendantes, quoique liées l’une à l'autre et se complétant mutuellement. 

Dans la première de ces voies on part de l’information sur le graphe, donnée 
sous forme d'un système d'équations. 

La deuxième voie utilise l'information sur le graphe, exprimée sous forme 
d'une certaine image géométrique ou, en d’autres termes, sous forme de squelette 
d'un certain circuit électrique où de son équivalent, sur lequel sont représentés 
les nœuds et les branches seulement (et parfois le sens du transmission pour chaque 
branche). 

se la première voie les propriétés des graphes sont étudiées à l’aide des pro- 
priétés générales des matrices et des déterminants *. 

Dans la deuxième voie **, les propriétés des circuits sont étudiées soit en 
utilisant un certain nombre de règles de transformation de graphes, soit, et ceci 
est particulièrement important, les règles de Mason. 

A son tour, la deuxième voie d’étude de la théorie des graphes s’est dévelop- 
pée dans deux directions différentes. La première d’entre elles est la théorie des 
graphes directionnels ($ 152—156) et la deuxième est la théorie des graphes non 
directionnels ($ 157—160), | 


1. GRAPHES DIRECTIONNELS (DE TRANSFERT) 


$ 152. Définitions fondamentales, concernant les graphes directionnels. On ap- 
pelle graphe directionnel ou de transfert (graphe d’un signal, diagramme de cir- 
culation: du signal), l’ensemble des nœuds et des branches qui les relient, les 
flèches figurant sur ces dernières indiquent le sens de la transmission du signal 
(de l’action) d'un nœud sur l'autre. 

Les nœuds dans les graphes directionnels sont habituellement constitués par 
les courants et les tensions des circuits électriques étudiés et non pas par les points 


* Louis P. A. Robichaud, Maurice Boisvert, Jean Robert. « Graphes de 
fluence. Québec, Canada, Presses de l’Université Laval, 1961. 
*# Samuel J. Mason and Henry J. Zimmerman. « Electronic circuits, signal 
and system», N. Y. Willey, 1960; Sundaram Seshu and Myril B. Reed. 
« Linear graphs and Electrical Networks », N. Y. Willey, 1961. 
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nodaux de ces circuits, comme ceci a lieu dans les graphes non directionnels 
($ 157—160). Chaque branche du graphe est caractérisée par sa transmittance. 
On appelle ici transmittance de la branche le rapport de la valeur d’entrée à celle 
de sortie. Ainsi, par exemple, la valeur de sortie x2 d’une branche (fig. 184, a) est 
égale au produit de la valeur d'entrée (du signal d’entrée) x; par la transmittance a: 


X9 — ax. 


La transmittance d’une branche peut avoir les dimensions d’une conductance 
(admittance), d’une résistance ou des dimensions nulles. Dans le cas le plus géné:- 
ral plusieurs branches peuvent aboutir à tel ou tel nœud du graphe ou partir de 
ce dernier, sauf des nœuds d'entrée et de sortie. Sur la fig. 184, b nous von: 


Fig. 184 


représenté à titre d'exemple un certain graphe à nœuds ©, 1, 2, 3, 4, 8 et 6. Les 
transmittances des branches de ce graphe sont désignées par les lettres a, b, c.. 
Le sens de la transmittantce est indiqué par des flèches. 

On entend par x; le signal nodal du premier nœud, par x2 le signal nodal du 
deuxième nœud, etc. 

Le signal nodal du nœud À est égal à la somme des signaux arrivant au 
nœud À. Il y a lieu de souligner ici qu’en composant le signal nodal du nœud k on 
ne tient pas compte des signaux partant de ce nœud; on en tient compte par contre, 
en composant les signaux nodaux des nœuds auxquels ces signaux arrivent. 

Ainsi, le signal nodal du premier nœud du graphe de la fig. 184, b: x — 
= /{.x9 + dx,. On a pour le deuxième nœud %e — bxa + gx5; Xa = gx, etc. 

Le nœud du graphe exprimant la valeur considérée dans le système étudié 
comme valeur d'entrée, est représenté à gauche du schéma, et le nœud du graphe 
correspondant à la valeur de sortie est placé à droite. 

Lorsqu’on dessine un graphe il est convenu de le représenter de manière qu’une 
seule branche parte du nœud d’entrée et qu'il n'existe pas de branches arrivant 
à ce nœud. 

De même une seule branche doit arriver au nœud de sortie et il ne doit pas 
y avoir de branches qui en partent. Ceci peut toujours être réalisé en introduisant, 
s’il le faut, des nœuds et des branches complémentaires dans le graphe, les trans- 
mittances de ces branches étant égales à 1. Ainsi, dans le graphe représenté sur 
la fig. 184, b, les nœuds complémentaires sont les nœuds 7 et 5. Entre le nœud 
d'entrée @ et le nœud complémentaire 1 il existe une branche à transmittance 1. 
De même le nœud complémentaire 5 est raccordé au nœud d’entrée 6 par une 
branche à transmittance égale à /. On désigne souvent de la même manière les 
nœuds, la transmittance entre lesquels est égale à 7. Aïnsi, pour le schéma de la 
fig. 184, b, le nœud © peut être appelé nœud f, et alors il existe sur Île schéma 
deux nœuds désignés par J. 

$ 153. Passage du système étudié au graphe directionnel. Pour passer du systé- 
me étudié, d’un circuit électrique, par exemple, au graphe directionnel correspon- 
dant, on peut adapter des méthodes différentes, du fait que les équations pour ces 
circuits peuvent être écrites soit suivant les lois de Kirchhoïf, soit en utilisant la 
méthode des potentiels des nœuds, soit en faisant appel à La méthode des courants 
fictifs maillés, etc. 
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Le graphe directionnel contient la même information que le système d’équa- 
tions. dont on est parti. Mais cette information est donnée maintenant sous forme 
graphique. 

Si en construisant le graphe on part des équations écrites directement à par- 
tir des lois de Kirchhoîff, les nœuds du graphe seront constitués par les courants. 
des branches et les tensions aux bornes des éléments du circuit. 

Lorsqu'on part des équations écrites à partir de la méthode des potentiels 
des nœuds, les nœuds du graphe vont exprimer les potentiels des points nodaux 
du circuit et les courants (les tensions) cherchés. 

Lorsqu'on a acquis une certaine expérience, le graphe peut être tracé, même 
sans écrire les équations sur lesquelles il repose. Examinons plusieurs exemples. 
de construction de graphes. | 

Exemple 83. A titre du premier exemple, construisons le graphe pour 
un cathodyne. Le schéma d’un cathodyne, établi pour de faibles accroissements. 
est représenté sur la fig. 185, a. 11 comporte une source de F.E.M. E = pÜ,, où 


Fig. 185 


U, est l’accroissement de la tension à la grille du tube,  — gain propre du tube. 
Désignons par r,; la résistance interne du tube. La tension de sortie U, est préle- 


vée des bornes de la résistance cathodique R.. 
La tension d'entrée est désignée par UA et l’accroissement du courant anodique 


par /,. Pour construire le graphe on part des équations suivantes : 
Ur =Ui—Ur; Uo=npUe—U:; 
. t 
[= < ; Uo=R.la. 
Ta 

Le graphe correspondant à ce système d'équations est représenté sur ja 
fig. 185, b. Dans ce graphe le nœud à l’exirême droite VU; est raccordé au nœud 
qui le précède LU: par une branche, dont la transmittance est /. Ceci a été fait 
conformément au $ 152, afin qu’une seule branche arrive au nœud de sortie. 

Exemple 84 À titre de deuxième exemple, construisons deux graphes 
pour le schéma échelonné de la ïig. 186, a, en prenant comme grandeur d’entrée 
la F.E.M. E, et comme grandeur de sortie le courant 75. Le graphe de la fig. 186, b 
est établi à partir des équations des courants fictifs maïillés, écrites sous forme 


opérationnelle 
a (Zo+ 24) — 9921 = Es; 
— 1121 + l20 (Zi + Z2 + 23) — 9323 = 0; 
— Î92Z3 + 133 (234 Zi + Z5) = 0. | 
Les transmittances des branches de la fig. 186, b sont désignées par les let- 
tres m, n, p, q et r respectivement où 
a 
Zo+ Zi | Z1+Z2t Z3 ? 
D g=— D 
Zs+ Zi +25" Zo+ Zi 
28 
Zi+22+ 23 : 
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Le graphe de la fig. 186, c est formé à partir des équations des potentiels des 
1 1 1 l 1 
Pa (++) + Pb ( —;-) = Ej- 2: 
Éthntleis 
ne Z ITRUZTZ TZ, FZ ! 


RE 
PP Z TZ 


nœuds : 


Les désignations utilisées sur la fig. 186, c sont : 


Le 
F7 T L 
2 22 


TAiz À 


1 
 b=- _ Lo 
Aa 
JL 
SE  _— 
E l +. 1 


Z2 ‘ Z3 Ÿ Zi+Zs 


Supposgns qu'aucun des dénominateurs des expressions m, n, p, q, r et a, 
b, c, d n'est nul pour les valeurs des paramètres du schéma, se trouvant dans la 
plage d'utilisation. | 
L'ordre de disposition des nœuds sur le schéma en général, peut être quel- 
conque (sauf pour les nœuds d’entrée et de sortie dont nous avons déjà parlés). 


Z 4 Fr Zz Ph 2 & 


Fig. 186 


Cependant il est recommandé de dis- 
poser tous les nœuds de manière qu’en 
parcourant le graphe de gauche à droite 
on rencontre les nœuds autant que 
possible, dans l’ordre de circulation 
du signal (de l’information) de l'entrée 
vers la sortie. 

La structure et la complexité du 
graphe peuvent être différentes pour 
un seul et même schéma, en fonction 
des grandeurs, choisies pour servir de 
nœuds. Notons que s’il existe plusieurs 
sources de signaux (plusieurs. sources 
de courant ou de F.E.M.) dans un 
circuit, on doit utiliser le principe 
de superposition; pour cela on com- 
mence par déterminer la valeur desortie 
d’un graphe dans lequel Île signal est 
dû à la première source et on calcule 
ensuite la valeur de sortie pour le gra- 
phe parcouru par un signal provenant 
de la deuxième source, etc. Ensuite, 
on additionne les expressions, obtenues 
pour les valeurs de sortie ainsi trou- 
vées. | 

Après que Île graphe a été cons- 
truit, on l'utilise pour calculer la 


transmittance du signal entre la source et Ia sortie. La transmittance du graphe 
peut être calculée par les deux méthodes suivantes: 

1. par sa simplification successive à l’aide des règles exposées au $ 154; 

2. en utilisant l’expression générale pour le calcul de la transmittance d’un 
graphe directionnel (la règle de Mäson), voir $ 156. On peut également utiliser 
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une voie intermédiaire, dans laquelle on commence par simplifier partiellement 
le graphe et on applique la règle de Mason ensuite. 

$ 154. Règles utilisées pour simplifier les graphes directionnels. Exposons 
les opérations de simplification des graphes. 

1. La transmittance des branches couplées en série (fig. 187, a) est égale au 
‘produit des transmittances de ses branches (fig. 187, b). En effet x: = ax ; 


U4 a 
a+ 
O0 
a b ab né. Z , T; 
O0 D e———"}) 
X X Xy y X b b 
4) î) a) b) c) 
Fig. 187 Fig. 188 


xs = bx2. Substituons à x: dans cette dernière expression son équivalent, tiré de 
l'expression précédente. Nous obtenons ainsi x: = abx. | 

2. La transmittance de deux branches couplées en parallèle et dirigées iden- 
tiquement est égale à la somme des transmittances de ces branches (fig. 188, a, b). 


Fig. 189 


Cette dernière transformation ne peut être appliquée aux branches, couplées 
en parallèles mais dont les flèches ne sont pas dirigées dans le même sens. Ainsi, 
cette transformation n’est pas applicable à la fig. 188, c. 

8. Elimination d’un point nodal simple. | 

On appelle, par convention, point nodal simple d'un graphe, le point auquel 
arrive et dont partent dans le cas le plus général, plusieurs branches, mais qui ne 
fait pas partie d’une boucle de réaction. Les points nodaux simples de la fig. 189, a 
et c sont respectivement les points 4 et 5. On a pour le graphe de la fig. 189,.a 


Xe = 0Xi; X2—=DX,; Xa—Crs. 
Par conséquent, 
Xo— ab; X3=acx4. (A.1) 
Le graphe de la fig. 190, b est équivalent au graphe de la fig. 189, a. On a pour le 
graphe de la fig. 189, c 
| X5 = OXi + CXg; 
Xo—= bxs —abx; +bcx,; 
Xa= dx; = a dx; +dcxs. 
Le graphe de la fig. 189, d est équivalent au graphe de la fig. 189, c. 
4. Elimination d'une maille, se trouvant sur le chemin de parcours. 
Le graphe de la fig. 190, a comprend une branche à réaction à transmittance 


centre les nœuds 8 et 2. Appelons la maille fermée constituée par les branches b 
et c, maille trouvant sur le chemin de parcours ou maille de parcours. A l'aide de 
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transformations simples, cette maille peut être éliminée et le graphe réduit à cæiui 
de la fig. 190, b. Nous avons pour le graphe de la fig. 190, a: 


Xo — AX1 + CX3 ; X3—= bxo. 
Par conséquent, | 
== abx; + bcxs. (A. 4) 
La branche, partant d’un certain nœud et se terminant au même nœud est app. 


lée boucle. 
La boucie bc, de la fig. 190, b correspond au terme bcx: du second membre 


de l'égalité (A.2). 
5. Elimination d’une boucle. 


£ be 
4 Li Y | 
/ J 1 ab 3 
&) ë) 
Fig. 190 


Le graphe de la fig. 191, a comprend une boucle à transmittance €. Cette 
boucle peut être éliminée et Je graphe réduit à celui représenté sur la fig. 191, 6. 
En effet, on peut écrire pour le graphe de la fig. 191, q 


Xo—= 0 Xy + CXo et X3 —DXo. 


; \ . DE Ed LS ; ax n 
Trouvons à partir de la première équation x: = ï _ et substituons verlle 
expression dans la deuxième. Nous avons alors 


L3— cu X4- (A.3) 


On suppose que [c|< I. 
6. Remplacement de deux boucles et plus par une seule. Les boucles de la 
fig. 192, a à transmittances b et € peuvent être remplacées par une seule boucle 


<Q,,#, Te nt 


a) 
Fig. 191 Fig. 192 


de la fig. 192, b à transmittance b + €. Ceci découle des transformations suivantes 
effectuées pour Île schéma de la fig. 192, a: 


Xo = AXa ++ bxo + CXo = ax4 + (b + c) x. 


Le schéma de la fig. 192, b satisfait à cette ligne. 

7. Allongement (extension) d'un nœud. 

Dans certains cas il est utile dans les transformations des graphes d’allonger 
(d'étendre) un nœud. Supposons qu’on désire allonger le nœud 2 du graphe repré- 
senté sur la fig. 193, a. À cette fin: 

a) subdivisons le nœud ? en deux nœuds (fig. 193, b) dont le, premier est le 
nœud déjà existant 2, d’où partent les mêmes branches que dans le graphe initial, 
et le second est le nouveau nœud 2”, auquel aboutissent les mêmes branches, qui 
arrivaient déjà au nœud 2 dans le graphe initial; 
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b) raccordons par une branche à transmittance 1 [es nœuds 2’ et 2. 
Assurons-nous que cette transformation est correcte. À cette fin écrivons pour 
le graphe initial de la fig. 193, a le signal nodal au nœud 2. 


Xa = QXi + Cx4. 
Les signaux nodaux des nœuds 2’ et 2 du graphe de la fig. 193, b sont: 
Xo = OX + Cxy et Xo== l:Xxe. 


Ainsi je signal nodaï au nœud 2 n’a pas changé. Les signaux nodaux aux autres 
nœuds du graphe n'ont pas varié non plus. 


Fig. 193 


8. Inversion du parcours. 

Nous avons déjà signalé que l'information, contenue dans un graphe est équi- 
valente à l'information donnée par un certain système d’équation. Supposons que 
nous ayons l'équation 

Xa = C(AXi + Xe). (A.3') 


Le graphe de la fig. 194, a correspond à cette équation. Dans ce graphe x et xe 
sont les causes et x, est leur effet. On peut inverser la cause et l'effet en résolvant 
l'équation (A.3’) par rapport à x; ou x. Ainsi, si on 
considère x3 et x, comme cause et x, comme effet, 
on obtient 


1 b 
he r+(-—) Xo. 


Le graphe de la fig. 194, b correspond à cette û) 
dernière équation, on a réalisé dans ce graphe l’inver- 
sion du parcours par rapport au graphe initial de la 
fig. 194, a. | 

Pour passer du graphe initial au graphe inversé, 
il faut: a) inverser le sens des flèches des branches: 
b) inverser les transmittances des branches, se trou- 
vant sur le parcours entre la nouvelle cause et le nouvel 


effet (c.-à-a. au lieu de a et c prendre respectivement 


_ et —): c) transporter l’extrémité de la branche 24 à 


transmiîttance b, raccordant les nœuds ne jouant pas le rôle ni de cause ni d'effet, 
au nœud de sortie (au point 1) et considérer la transmittance de cette branche, 


Fig. 194 


comme égale à A 


Examinens un exemple, montrant l'utilité de l’inversion du parcours. Suppo- 
sons qu'on doit trouver la transmittance d’un amplificateur à trois étages, dont 
le graphe est représenté sur la fig. 195, q. L’amplificateur comporte quatre boucles 
de réaction (bf, cg, dh, bcde). Le graphe inversé est représenté sur la fig. 195, b. 
.Jl n’y existe plus de boucles de réaction et la transmittance inverse pour ce graphe 
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est plus facile à trouver que pour le graphe initial 


Un 1 ( 1 h ( 1 F £ b . 

17e cd =) ab —) abd æ | si 
Remarquons que l’extrémité de la branche g est transportée du nœud 3 au 
nœud / en passant par le nœud 4 et que le commencement de cette branche est 
transporté du nœud 4 au nœud 5. Par conséquent, on trouve au dénominateur 
de la transmittance de 1a branche 
ê inversée — g/abd—le produit des 
transmittances des trois branches, 
à travers lesquelles on a transporté 
| > le commencement et la fin de la 

1 ga 2 b CE) £ #4 dd 3 € Ë branche considérée. 
-g/abd 9. Normalisation des graphes. 


La normalisation des graphes est 


ches d’un graphe, dans laquelle 
on considère que pour une partie 


une méthode de modification des 
1/e des branches les transmittances sont 


transmittances des diverses bran- 
1 Ta 2 1/b We 4. 1/4 & 


b) égales à 1 (on les normalise) et que 
pour les autres branches on dirige 
Fig. 195 les transmittances de manière, que 


pour un parcours quelconque al- 
| lant de Îa source vers la sortie 
et pour une boucle de réaction quelconque, les transmittances résultantes ne varient 
pas. (Nous avons supposé, que pour l’un quelconque de ces parcours aucun nœud 
du graphe n'ait été parcouru deux fois). La normalisation est illustrée sur la fig. 196. 
La fig. 196, a représente le graphe d'un 
amplificateur à deux étages avant sa 
normalisation et la fig. 196, b repré- 
sente le même graphe après norma- 
lisation. 
Nous examinons plus Join deux 
exemples (fig. 197 et fig. 198) de 
calcul des transmittances des graphes 


par la méthode de simplifications Ed h 

successives. Dans. chacun de ces exem- ; | 

ples on a utilisé plusieurs fois Les Où TN abcte 

règles des points 5 et 7. Fyror rl S E 
$ 155. Expression générale pour la J 4 

transmittance d’un graphe. Mason a b) 

proposé une expression générale pour 

lé calcul de la transmittance d'un Fig. 196 


graphe. C’est l'expression fondamenta- 
le de calcul des graphes. Avant de l’examiner introduisons plusieurs notions nouvelles. 
Le parcours direct P est le parcours suivant les flèches de la source vers Îla 
sortie, le long duquel aucun nœud n'est parcouru plus d’une fois. La transmittance 
d’un parcours direct est égale au produit des transmittances des branches de ce 
parcours. 
Il peut exister plusieurs parcours directs entre la source et la sortie d’un graphe. 
Ainsi, pour le schéma de la fig. 199, il existe deux parcours directs entre la source 
(nœud /{) et la sortie (nœud 2), Le premier parcours direct emprunte les branches 
à transmittances a et b. La transmittance de ce parcours P, — ab. Le deuxième 
parcours direct suit les branches à transmittances c, e, db. Sa transmittance est 
Ps = ceb. 
Aucun autre parcours entre le nœud / et le nœud 2 qu’on pourrait imaginer 
dans ce graphe, ne pourra appartenir à la catégorie des parcours directs. Ainsi, 
le parcours empruntant les branches c, f, g, e, b n’est pas un parcours direct, 
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puisque on y rencontre deux fois le nœud 3. Dans l'expression générale examinée 
dans Île paragraphe présent, il faut tenir compte également des transmittances des 
boucles de réaction, | 

Une boucle de réaction est un parcours fermé le long duquel chaque nœud 
ne peut être rencontré qu’une fois. 

La transmittance d’une boucle de réaction, désignée par T', est pourvue 
d’un indice approprié, permettant de la distinguer des transmittances des autres 
boucles. La transmittance d’une boucle de réaction est égale au produit des trans- 
mittances des branches, consti- 
tuant cette boucle. 

Il existe dans le graphe de la 
fig. 199 trois boucles de réaction. 
Une première boucle à transmit- 
tance T4 —h, une deuxième à trans- 
mittance T2 — fg et une troisième 
à transmittance T73—=e 

L'expression générale pour le 
calcul de la transmittance d’un 
graphe s'écrit de la manièresuivante 


nn 
PrAr 
ee DE 
G— À — 
_ PiA4+PootP343+ sa + PnAn 
A L 
(A.4) 
F t ti d , . ; 
Py — transmiltance du .parcours - 
direct À de la source vers la sortie; PIE a 
n — nombre des parcours directs 


A1 Mai D Mme DMms +... (A.5} 


Mm,— produit des transmittances de la combinaison possible m° des transmittances 
de r boucles de réaction, ne se touchant pas; 


A. — valeur du À pour la partie du graphe, qui ne touche pas le parcours direct k®, 


di I 


J 2 10— 2 
j+ié 
b) c) 
Fig. 198 


Exempte 85. Appliquons à titre d'exemple l’expression (À.4) au graphe 
représenté sur la fig. 199. Pour le premier parcours direct à transmittance P4 — ab 
le facteur A4 est égal à 1 moins la somme des transmittances des boucles de ré- 
action, prises une à une et ne touchant pas ce parcours direct (T1 + T2), plus le 
produit dèux par deux des transmittances des boucles à réaction, ne touchant pas 
l’une à l’autre, ni au parcours direct choisi. 11 n’existe pas dans le graphe de la 
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fig. 199 des boucles qui ne se touchent pas réciproquement et qui en même temps 
ne touchent pas le premier parcours direct. Par conséquent, le terme à produit 
deux par deux des transmittances des boucles de réaction, prises trois par trois 
(ou plus) ne figure pas dans l'expression du A1. 
An=l—(Ti+Te) (Th; To=fg). 
Pour le deuxième parcours direct 
Ps=ceb, Ao=1—T\i. 


Le dénominateur 
A=1—(Ti+To+Ts)+TiTs (Ta= ed). 


Le produit des transmittances Ti et T's de duux 
boucles du graphe, ne touchant pas l’une à l'autre, 
Pers dans l’expression de A. 

insi 


Fig. 199 g= 20 —T1— Te) + ceb (1 — 


$ 156. Etablissement de l'expression pour calculer les transmittances d’un 
graphe *. 

Supposons que le graphe examiné comporte à #7 nœuds. Pour un nœud quel- 
conque (kt) l’équation suivante doit être satisfaite 


xx = Fa (xs 42 43. Xn) (A.6) 


X, — variable du graphe linéaire ou, autrement dit, la variable indépendante. 

Désignons par #;, les transmittances de Ia branche raccordant d’une manière 
arbitraire les nœuds choisis j et k. La matrice des fransmittances des branches 
du graphe est de l’ordre n et doit être écrite de la manière suivante 


las los tai fn1 
lan oo Las ... € 

7 te fe ts n2 (AT) 
ln lon lan ::. {nn 


Les éléments de la matrice sont les dérivées 

dr , (1.8) 

Tous les éléments de la ligne kÀ sont nuls, si x, — variable indépendante. 
Désignons par [X] la matrice-colonne établie à partir des variables 


ÀX1; X9: .….… Xn : 


= | ”? (A.9) 


* On peut omettre le $ 156 en première lecture. 
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Appelons {{/] Ia matrice unitaire d'ordre n 


100... 0 
010...0 

[U] — (A.10) 
00... 1 


Désignons par x — xx — f, la matrice-colonne des variables indépendantes. 
Le système d’équation exprimé par ce-graphe s'écrit: 


[U—TJ[X]= [ep], (A.11) 
al 
[1 — ti — bot sr à — ni | 
— 2 l— 22... —ine 
Here es. ae (A.19) 


[ — lin — lon *…. l—{pn! 


, également un système d'équations, dont la matrice est [A] 
= [U — TI]. 


sy 2 3 -:. din 


[A] = Gps A29 23 ... on (A.13) 


® + + ee + ee ee 


\ An Ang ro. Onn 


11 a été indiqué dans l’algèbre linéaire que ie déterminant À de la matrice 
(A] peut être écrit de la manière suivante: 


A=Y ÉD (Gars Apgrs Ayv +++ Ann): (A.14) 


Chaque terme de cette somme contient n facteurs. Chaque facteur est pourvu 
de deux indices. Le premier indice correspond à la ligne et le deuxième à la colonne. 

Î — nombre d’inversions des nombres 1, 2 ... n, dans l’ordre de désignations 
a, B, y -..n pour le premier indice. 

* — nombre d'inversions des nombres 1, 2 ... n, dans l’ordre &’, Bi”, y’ .. 
n' pour le deuxième indice. | 

Précisons ce qu’on entend par inversion des indices. On dit qu’on a une inver- 
sion des indices rs donnés dans cet ordre si r => s. Lorsqu’on calcule le nombre 
total des inversions de l’indice considéré (du premier, par exemple) il faut addi- 
tionner toutes les inversions, qui se forment lors du passage du chiffre initial de 
cet indice à tous les chiffres suivants. Ainsi, considérons la suite 4 6 1 3 5 2. 
Puisque après le chiffre 4 dans cette suite, on trouve les chiffres 1, 2, 3, inférieurs 
à 4, on obtient trois inversions. Après le chiffre 6 ont trouve quatre chiffres 1, 3, 5, 
2, inférieurs à 6, ce qui donne encore quatre inversions. Tous les chiffres se trou- 
vant à droite de 1 sont supérieurs à 1 et, par conséquent, il n’y a pas d'inversions 
par rapport à l’indice 1. Le chiffre 3 se trouve après le chiffre 2, on a donc encore 
une inversion, Le chiïffre 5 se trouve après 2 — encore une inversion par consé- 
quent. Il s'ensuit que dans la suite 4 6 1 3 5 2 il existe 3+4+1+1—9 
inversions. | 

Rappelons également ce qu’on appelle suite fermée de deux indices. C’est 
une suite d'indices, dans laquelle le deuxième indice du dernier terme a la même 
valeur que le premier indice du premier terme. 

Ecrivons toutes les combinaisons possibles d’alternances des indices, consti- 
tuant des suites fermées 
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ij, ik, kl, Lx, ... yp, Di; EURE 
ét, LE ... fm, MP, PR; ... QU, up. LA.lG) 


Dans fa combinaison (Â.15) la suite fermée est constituée pur n lac Her 
Le premier indice de cette suite a commencé à varier à partir de la valeur ji et ! 
deuxième à partir de la valeur j 

Cette suite est fermée car le deuxième indice du dernier terme a la valeur à, 
à partir de laquelle a commencé à varier l’indice du premier terme. 

Comme nous l'avons déjà indiqué, / est le nombre d’inversions du premier 
indice, et /’ est le nombre d’inversions du deuxième indice. 

Pour la suite (A. 15) le nombre d’inversions du deuxième indice est plus grand 
de (1 — D que le nombre d’inversions du premier indice. En effet, le premier 
ee n'a pas d'inversions dans (A. 15), tandis que dans le deuxième indice il 

a (n — Ï) inversions, puisque les indices des rangs supérieurs Fe: LA D 
iède nombre total étant égal à n — I!) sont tous placés avant |’ indice du rang 
inférieur é. 

Par conséquent 1 —[1=—n—1. 

Les facteurs dans la suite (A. 16) sont répartis en À groupes. Le premier groupe 
comprend di = 2 facteurs. Le deuxième est constitué de d: = 3 facteurs. Le 8° et 
dernier groupe est à k + 1 facteurs. Le nombre de tous les facteurs (A. 16) est égal 
à l’ordre du déterminant, c.-à-d. à n. Par conséquent, di + do + da + ... + di=n. 
L'expression ?” — 1 = d — I est satisfaite pour chacun de ces groupes de facteurs. 
Trouvons la différence entre 7’ et 7 pour l'ensemble de la suite (A.16), compre- 
nant À groupes: 


l'=T=di—-1+ds-1+dg—-1+...+dg-1=(di+ do +dgt ...+dn)—k=n—k. 
ou 
l'=1+n—R. tA.17) 
Un produit du type (A. 16) peut ävoir des facteurs ayant deux indices identiques, 
comme, par exemple mm. Chacun de ces facteurs peut être considéré comme un 
groupe, à terme unique. Pour un tel groupe d = 1 et Z’ = 1 = 0. Autrement dit, 
pour ce groupe la condition {” — 1 = d — 1, de même que pour tout autre groupe 
de la suite (A. 16), est satisfaite. 
Pour déterminer le signe de chaque terme dans (À. 14) il ne faut pas oublier 
que quel que soit le nombre k, 2k inversions n'iniluent pas sur le signe, puisque 
(— 1)% — 1. Par conséquent, on peut ajouter 2k au second membre de (A. 17). 


On aura alors 
l=itn+k. (A.17’} 


Etendons le résultat ainsi obtenu au déterminant de la matrice {A. 12). 
En développant ce déterminant, nous trouvons des produits des facteurs de deux 
types. Le premier type de fâcteurs est 1% = 1. Le deuxième type est le produit 
de nr facteurs négatifs de la forme (— f;;). Ainsi, pour la matrice (A. 12) le signe 


de chaque terme du déterminant dépend du signe du produit (— 1)! T1".{— jy, 
Autrement dit, le signe de chaque terme du deuxième type est déterminé par 
[+ I + n. Mais en tenant compte de (A. 17°) 


te 1H (pk D RUN ER he, (A.18) 


Par conséquent, le signe de chaque terme du deuxième type dépend du nombre 
k des groupes des suites fermées que ce terme comprend. 

Les facteurs du deuxième type peuvent être de plusieurs tre différentes. 
La première d’entre elles comprend les suites fermées du type (A. 16). Dans chacu- 
ne de ces suites il n'existe qu’une seule alternance des indices ( — 1), Par con- 
séquent, il faut placer devant chaque terme de cette espèce le signe —, conformé- 
ment à l'expression (A. 18). La deuxième espèce comprend les produits des facteurs 
à deux suites fermées des indices (4 = 2). Devant chaque terme de cette espèce 
il faut placer le signe +, puisque (— 1} — 1. La troisième espèce comprend les 
produits des facteurs à trois (k — 3) suites fermées, des indices, etc. 


A=1— DM + SMS Mat... 
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Supposons que le signal de sortie soit le signal x de sortie du deuxième nœud 
et que le signal d’entrée soit celui x du premier nœud. Les actions exercées sur 
tous les autres nœuds sont nulles. 

Pour trouver x il faut écrire 


[A1 X4 M3. in 
Go1 O G3 -.. Con 


ee = + ee ee +» + 


(A.19) 


Décomposons le numérateur de (A.19) en termes. Chacun de ces termes aura, 
après regroupement des facteurs, la forme suivante 


Xilirlhitie 2. pr ... Épstsgtap 


et, par conséquent, peut être écrit comme suit: xP;Az. 
Ici x — signal d'entrée, | 
P} — un produit de facteurs dont les indices sont tels que Île premier 
indice du premier facteur est 1 et le deuxième indice du dernier facteur est 2. 
Par conséquent, P; est la transmittance du parcours direct du nœud au 
nœud 2. Les A; sont les facteurs dont les indices ne comprennent pas les chiffres 
1 et 2 (les indices des nœuds d'entrée et de sortie), ainsi que tous les chiffres qui 
sont utilisés dans les indices des facteurs P3. | 
Après avoir été regroupés, les facteurs A; constituent des suites fermées, dont 
le premier indice du premier facteur et le deuxième indice du dernier facteur sont 
les mêmes. 
Autrement dit tous les A; représentent les transmittances des boucles fer- 
mées, ne touchant pas au parcours direct P entre les nœuds d’entrée et de sortie. 
Nous aurons en définitive 
Par (A.20) 


À 


L'expression (A.20) est souvent appelée dans les ouvrages spécialisés loi 
topologique de la transmittance. 
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II. GRAPHES NON DIRECTIONNELS 


$ 157. Définitions et formule fondamentale. 

Un graphe non directionnel est l'image topologique du circuit électrique lui- 
même. Les nœuds et les branches de ce graphe correspondent aux nœuds et aux 
branches du circuit électrique initial. Dans les graphes non directionnels, contraire- 
ment à ce qui a Îieu dans les graphes directionnels, on ne fait pas figurer de îlè- 
ches au-dessus des branches. Les propriétés des branches sont caractérisées par 
leur conductance. Les transmittances des branches, ayant les dimensions des 
conductances, seront désignées par la suite par les lettres a, b, c... Du fait qu'un 
certain circuit dual correspond à chaque circuit électrique considéré, un graphe 
dual peut correspondre à chaque graphe non directionnel. 

L'expression (A.21) est l’expression fondamentale pour l'utilisation des 
graphes non directionnels. Par sa structure son second membre est tout à fait 
analogue à l'expression de Mason (A.4) pour les graphes directionnels 


1 1 | 
5-7 2iCrâr. (A.21) 


Bmn — tension (ou courant} de la source d’alimentation du circuit, dont Îles 

bornes sont raccordées aux nœuds m et nñn; | | 

C; — produit des conductances des branches du parcours C,, entre le nœud 

m et n, passant par la branche choisie | 

À; — déterminant du système obtenu à partir du système initial fors qu’on, 
court-circuite les branches du parcours €, choisi. 
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Cette expression est utilisée pour cafculer [a résistance d’entrée (la conductance 
d'entrée), de la conductance mutuelle des branches ainsi qu’à d'autres fins encore *. 

Dans cette expression on entend par / le courant circulant dans une certaine 
branche choisie du graphe; c’est par rapport à cette branche qu'on calcule Ïa 
conductance d'entrée ou mutuelle. 

Le nombre des termes CA, dans [le dénominateur de l’expression (A.21) est 
égal au nombre des parcours possibles entre les nœuds m et n du graphe. On ne 
comprend pas dans le nombre de ces parcours le parcours de m à n, passant par la 
source d'alimentation du circuit. À est le déterminant du circuit électrique ini- 
tial. Ce déterminant aurait pu être obtenu comme déterminant de la matrice des 
conductances des branches d’un circuit, établi, par exemple, conformément à la 
méthode des potentiels dês nœuds. 

Cependant cette méthode de calcul de A n'est pas utilisée en général, comme 
étant très compliquée et fastidieuse. En effet, en calculant À par développement 
du déterminant d'une matrice, on a affaire à un grand nombre de termes, dont une 
partie a les même valeurs absolues, avec des signes différents. (Ces termes corres- 
pondent aux restes de chaque ligne du déterminant.) 

Afin d'éviter un travail inutile, on emploie d’autres méthodes perfectionnées 
(simplifiées) de calcul de À. La première d'entre elles est basée sur la décomposi- 
tion du déterminant À suivant un certain nœud arbitraire du circuit. La deuxième 
repose sur la décomposition du déterminant suivant les parcours entre deux nœuds 
arbitraires. 

& 158. Développement du déterminant suivant un nœud. Supposons que nr 
branches à conductances respectives @, Go, as .… a, arrivent à un certain nœud S. 

Le déterminant À est développé suivant ce nœud à l’aide de l’exptession: 


| A= DaA;i+ JaajA;;+ d'aiajanAijn+ + ajajax ... anel.  (A.29) 
Ici 
Dai; = Qu a9A9 + A3 g +... + AnÂne 
Ax — déterminant obtenu à partir du déterminant du circuit initial, en 
court-circuitant la branche a, et en éliminant toutes les autres branches, aboutis- 
sant au nœud S (c.-ä-d. lorsque toutes les autres branches de ce nœud fonction- 
nent à vide) 


D'iaia jÂi ; = Qyüo 4 + ans is + Qoa3A 3 
Ar — déterminant obtenu à partir du déterminant du système initial lorsque 


les branches a; et a, sont court-circuitées simultanément et lorsque toutes les 
autres branches arrivant au nœud S sont éliminées du circuit (fonctionnent à vide) 


D'aia jar Ai j8 = Gi@208A 403 + Gao + 

Ajs — déterminant obtenu à partir du déterminant du circuit initial, 
lorsqu'on court-circuite simultanément les branches à, j, k et lorsqu'on l’élimine 
du circuit (on fait fonctionner à .vide) toutes les autres branches arrivant au 
nœud S, suivant lequel on effectue le développement. Le facteur /, du dernier 
terme du second membre de l'expression (A.22) est le déterminant du circuit, 
lorsque toutes les branches arrivant au nœud S sont en court-circuit. Dans ce cas 
le circuit se ramène à un seul point (à un seul nœud S). 

$ 159. Développement du déterminant suivant les parcours entre deux nœuds 
choisis arbitrairement. 

Ii faut choisir pour cela des nœuds, pour lesquels la symétrie géométrique 
du circuit est maximale. On simplifie ainsi les calculs. Le développement du 
déterminant A dans cette méthode se fait à l’aide de l'expression suivante: 


A= SP. (A.93) 


* Le produit C,A,, figurant sous Île signe de sommation dans l'expression 
(A.21), est souvent désigné autrement, par exemple par PRAR (voir expression 


À.20), ou‘ par Pk'Ar. Si on désigne ce produit par Pr’A, les termes du déterminant 
du dénominateur de l’expression (A.21), c.-à-d. les termes de A, sont désignés 
par PrApe 
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Ici Px — produit des conductances du parcours k entre les nœuds choisis ; 
Ax — mineur du parcours k, calculé pour un circuit obtenu à partir du circuit 
initial en court-circuitant les branches utilisées dans le parcours k. 
Illustrons les deux modes de développement à l’aide d’un exemple concret, 
Exemple 86. Calculons le déterminant A par les deux méthodes pour 
le même schéma en pont croisé de la fig. 200, a. Calculons d’abord À en effectuant 


. | 6 e £ 
c) d) €) f) 
Fig. 200 


un développement suivant le nœud 1. Trois branches a, d, f au lieu de &, a et aa 
figurant dans l’expression (A.22) arrivent à ce nœud et, par conséquent, 


A=@ha+ dAa+ FA; afAa-t a dAaa+ dfAay+ a df «1. 


Trouvons À, pour le sous-graphe de la fig. 200, b. Ce sous-graphe est obtenu 
à partir du graphe de la fig. 200, à en court-circuitant la branche a et en coupant 


les branches d et f. À, = ce + cb + eb (produit deux par deux des conductances 
des branches — voir $ 161). Pour calculer Ay on utilise la fig. 200, c et pour cal- 
culer A; — la fig. 200, d. 


Ag=A}ÿ= A0: 
Conformément aux fig. 200, g, e, f: Aca = b+c; Aof = b + e; Agj=c+e. 


Ainsi 
A=(a+d+f)(ce+ch+be)+ ad (b+c)+af (b4+e)+df (et+e)+adf. (a) 


Trouvons maintenant À pour le schéma de la fig. 201, a, en effectuant le dévelop- 
pement suivant les parcours entre les nœuds 1 et 4 (points, figurés en noir sur la 
fig. 201, a). Sur les fig. 201, b, c, d, e et f on voit cinq parcours possibles entre les 
nœuds / et 4 et les sous-schémas (les sous graphes) correspondants, à utiliser pour 
le calcul du A;. 

Pour le premier parcours, suivant les branches a et e, P, est égal au produit 
des conductances des branches de ce parcours P4 = ae. Lorsqu’on court-circuite 
les branches a et e, le sous-graphe représente Îe couplage en parallèle des branches 
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f, c, b. Par conséquent À; = f + c + b. Le deuxième parcours (fig. 201, c) vst 
celui empruntant les branches ÿ, b: 


Po=ÿfb; A=atet+c. 
Le troisième parcours suit la branche b (fig. 201, d): 


Pa=d ; As=(ate)c+(ate)(f+b)+c(f +6). 


Le quatrième parcours emprunte les branches a, c, b (fig. 201, e): P4 = acb; 
A; — 1 {puisque lorsqu'on court-circuite les branches a, c, b, le graphe se réduit 
à un point). Le cinquième parcours emprunte les branches f, c, e (fig. 201, f) 

P; = Îce ; AY = ], 
Ainsi 


A= DPrân=ae(f+c+b)+f6 (a+e+c)+ | 
+d[(a+e)c+-(a+e) (f+b)+(F+6) cI+acb + fce. 


Ce résultat coïncide avec le résultat du calcul de A par d’autres méthodes. 

$ 160. Utilisation de la formule fondamentale. Revenons à Ja 
formule (A.21). Comme nous avons déjà indiqué au $ 157, cette formu- 
le est utilisée pour calculer les conductances d'entrée et mutuelle, pour 
déterminer les transmittances en courant, les transmittances en tension, ainsi 
qu'à d’autres fins. 

Examinons maintenant la manière dont il faut l'utiliser. Commençons par 
désigner par m et n les nœuds du graphe auxquels est raccordée la branche compre- 
nant la source d’alimentation du circuit. Supposons par la suite que la source 
d'alimentation soit une source de F.E.M., où une source de courant, puisqu’on 
peut ramener à ces deux sources n'importe quelle source d'alimentation réelle, 
Supposons en outre que la source d’alimentation soit unique. Si, par contre, il 
existe plusieurs sources d'alimentation, il faudra faire appel au principe de super- 
position et calculer successivement la valeur cherchée comme si elle était due. 
à chacune des sources séparément, en tenant compte dans les calculs des résistances 
internes de ces sources. | 

Le rôle de Bmn dans l’expression (À.21) est joué soit par la tension de la 
source d’alimentation, si on utilise comme source d’alimentation une source de 
F. E. M., soit par le courant /mn de la source de courant, si on a pris comme source 
d'alimentation du circuit une source de courant. On prend comme courant / dans 
le numérateur du premier membre de l'expression (A.21), le courant circulant 
dans la branche, pour laquelle on calcule la valeur cherchée. Ainsi, s'il faut trou- 
ver la transmittance entre la source d'alimentation et une branche S quelconque, 
on entend par / le courant dans cette branche S | 

Le nombre des termes dans le numérateur de l’expression (A. 21) est égal au 
nombre des parcours possibles entre les nœuds m et n, chacun d'eux devant passer 
par la branche S$ choisie (comme nous l'avons déjà indiqué, on ne tient pas compte 
du parcours passant par la source d’alimentation). 

Une partie des termes peut figurer dans la somme ZC,A, avec le signe + et 
une autre partie avec le signe —, du fait que C. peut être affectée du signe +, ou 
du signe —. Pour savoir quel est le signe de C,; on choisit arbitrairement le sens 
positif le long de la branche S (on trace une flèche au-dessus de cette branche). 
Si, en suivant le parcours C, on se déplace le [long de la branche S conformément 
au sens positif pour cette branche (suivant la flèche au-dessus de la branche S) 
€, doit être prise avec le signe + et dans le sens contraire, elle est prise avec 
le signe —. | 
__ En calculant le déterminant A du système, il faut tenir compte de la résis- 
tance interne de la source d'alimentation du circuit. Lorsque le circuit est alimenté 
à partir d’une source de F.E.M., À est calculé pour les nœuds mn se trouvant en 
court-circuit (la résistance interne de la source de F.E.M. étant nulle). Lorsque 
le circuit est alimenté par une source de courant, la branche mn, dans laquelle est 
intercalée cette source, est considérée comme coupée lors du calcul de A. 

Examinons plusieurs exemples d'utilisation de l'expression (A. 21). 


214 


Exemple 87. Calculons la conductance mutuelle de la branche compor- 
tant la source de F.£.M. (branchée au nœud #mn) et de la branche à conductance 
e (fig. 202, a). Pour connaître le signe de C,, prenons comme sens positif de 
la branche e celui indiqué par la flèche. 


le 2ICrAr 
ent A : 


Il existe dans le graphe deux parcours entre les nœuds m, n passant par la 
branche e. Le premier parcours est représenté sur la fig. 202, a: C1 — aeb. Ce par- 
cours est pris avec le signe +, puisqu'en l’effectuant le long de la branche e, nous 
nous déplaçons conformément à la direction de la flèche de cette branche. Du fait 
que le graphe est réduit à un point lorsqu'on court-circuite les branches a, e, b (les 
branches de ce parcours) on a A = 1. 

Le deuxième parcours. C2 suit les branches d, e, c (fig. 202, c). Puisqu'en 
effectuant ce parcours le long de la branche e, nous nous déplaçons à l'encontre 


de la flèche de cette branche (comparons les fig. 202, a et c) on a Co — — dec. En 
ate 
ê 
b+d 


court-circuitant les branches d, e, c, le graphe est réduit à un point et, par con- 
séquent, A2 — 1. Pour trouver le déterminant du système. court-circuitons les 
nœuds m, n (le circuit est alimenté par une source de F.E.M.) et obtenons ainsi 
É graphe de Îla fig. 202 d. En partant de ce dernier, traçons le graphe de la 
ig. 6: 

En calculant le À du graphe de la fig. 202, e, décomposons-le suivant les par- 
cours entre les points figurés en gros traits. Il existe deux parcours entre ces points. 
Le premier emprunte la branche e, et le deuxième, les branches (a + c), (b + d): 


par conséquent, 
A=e(a+c+b+d)+t(a+c)(b+d)-1. 
Ainsi 
Jsor _ Csdit Ca aeb—dec 
Tnt À —e(a+c+b+d)+(a+c)(b+à) 


Pour trouver le coefficient de transmittance en tensions du schéma de la fig. 202, a 
entre la branche d'entrée (celle à source de F.E.M. située entre les nœuds m et n) 
et la branche de sortie e, utilisons le fait que la tension de sortie aux bornes de la 
branche e est égale au courant /,,- de la branche même e, divisé par la conductance 
de cette branche. nn 

Par conséquent, 


(A.24) 


| Tsor 
Usor _g €". ub—dc en 
Eent ‘"  Eent _ é(a+b+c+d)+{(a+c)(b+d) 


Examinons maintenant les modifications qui se produiraient dans les cal- 
culs, si ce circuit était alimenté non pas par une source de F.E.M., mais par une 
source de courant (fig. 203) et si on voulait trouver la transmittance en cou- 
rant vers cette branche et le rapport de la tension de sortie (aux bornes de la bran- 
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‘che e), au courant de sortie. La branche e reste comme auparavant la branche de 
sortie et elle est parcourue par le courant /,4-. Le sens positif pour parcourir cette 
branche est le même que dans l’exemple précé- 
dent (voir flèche). | 

Contrairement à l’exemple précédent, la gran- 
deur d’entrée est maintenant le courant ü entrée 
lent. Par conséquent 


Tsor = 2iCrAr : A.95) 
Lent À | 
Le numérateur de l'expression du ‘econd 
Fig. 203 membre de cette dernière ligne est exactement 


le même, que le numérateur du second membre 

| de l’expression (A. 24). En ce qui concerne le déter- 
minant À de l'expression (A. 25), ce dernier ditfère du déterminant À de 
l'expression (À.24) du fait que dans cette dernière il était calculé pour l'alimen- 
tation du circuit par une source de F.E.M., tandis que dans le cas considéré il 
doit être calculé pour l’alimentation du circuit par une source de courant. Pour 
calculer dans ces conditions, la branche comportant ia source de courant, doit 


mn | m 
& d 
b e 
1 


9 ) 9 4) 


Fig. 204 


être considérée comme coupée. Mais le déterminant À a été déjà calculé pour ut 
cas añalogue auparavant (voir expression (a) au $ 159). Par conséquent, 


Lsor __ aeb—dec 
lent  (a+d+fj(ce+cb+be) +ad(b+c)+af (b+e)+df(c+e) ‘ 


Le rapport de la tension de sortie aux bornes de la branche e au courant 
d'entrée : 


Tsor 
Usor nn € ab— de 


—— ne, 


Tent  Tent  (a+d+f}(ce+chb+be)+ad(b+c)+af(b+e)+df(c+b) : 


Pour calculer la transmittance d'entrée du circuit, alimenté par une source 
de F.E.M., le numérateur de l’expression (A.21) doit comprendre tous les parcours 
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possibles entre les nœuds m et n (le parcours passant par la source de F.E.M. étant 
exclu). Aïnsi, pour calculer la transmittance d’entrée du schéma de la fig. 204, a 
on doit faire figurer dans le numérateur de l’expression (A.21) quatre termes, 
re SE quatre parcours possibles entre les nœuds met n (fig. 204, b, 
C, et € 


Ioor DiCrÂr ab(d+c+e)+de(a+c+b)+-dcb.1+ace.l 


Jent À (a+b) (d+e)+(a+b)c+(d+e)c ° 
Tous les €, figurant au numérateur sont pris avec Île signe +, puisque Îles sens des 
quatre parcours ont été choisis, suivant les aiguilles d’une montre, dans le même 
sens que le courant d’entrée. Le déterminant A (le circuit étant alimenté par une 
source de F.E.M.) est calculé conformément à [a fig. 204, f. 
Exemple 88. À titre de dernier exemple, calculons la transmittance en 
courant dans un pont double, en T, représenté sur la fig. 205, à. Ce circuit est 


Fig. 205 


alimenté par la source de courant Z,»#s. La branche g est la branche de sortie. Elle 
est parcourue par le courant /,4r. Le sens positif, choisi pour cette branche, est 
indiqué par une flèche. 


a; 1 ce / LU 
: © ve À , ) nt) ‘ 
1,2 , \. ml 1283 €& n > : Gen Z 
j 5) d) 


0) f) 


Fig. 206 


Deux parcours C1 et C2 à transmittances C1 = acg et C2 — bdg et les sous- 
graphes correspondants à utiliser, pour les calculs des mineurs A = b+e+d 
et A = a + c + f, sont représentés sur les fig. 205, b et c. 

Le déterminant À du graphe de la fig. 206, a est trouvé par la méthode de sa 
décomposition suivant les branches entre les nœuds / et 2 (ces nœuds étant figu- 
rés en ee Il existe cinq parcours entre ces nœuds, conformément aux fig. 206, b, 
c, d, e et }. 
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Les sous-graphes de ces parcours sont représentés sur les mêmes schémas. 
Nous obtenons en définitive 


= LEE gag (b+e-+d)+6 dg (ae f)/ab [le ge Pe+d+ 
Ft: gcc (a+-b) (e+f-+8)-Lef (a+-b) (e4-d+4-g)+cge (a+ b)+ fgd (a +0). 


Notions sur l’arbre et sur la grandeur de cet arbre. Quelques observations 
de caractère général. On utilise en topologie des termes que nous n’avons pas men- 
tionné jusqu'ici, à savoir arbre et grandeur de l'arbre. On appelle arbre l’ensemble 
des branches qui touchent à tous les nœuds, mais ne forment aucune maïlle. On 
peut former plusieurs arbres en partant du même graphe. Ainsi, les arbres, formés 
à partir du graphe le plus simple de la fig. 207, a, sont représentés sur les 
fig. 207, b, c, d. On appelle grandeur de l'arbre le produit des transmittances des 


Le a | a 
£ | l l X \ 
a) b) | €) 


Fig. 207 


branches de cet arbre. La grandeur de l’arbre de la fig. 207, b est égale à ab, la 
grandeur de l'arbre de la fig. 207, c est bc, celle de l’arbre de la fig. 207, d est ac. 
La somme des grandeurs de tous les arbres posssibles pour le graphe considéré, est 
égale au déterminant À de ce graphe. 

Ainsi, pour le schéma de la fig. 207, a À = ab + bc + ac. En conclusion de 
l’appendice À, énumérons tous les avantages du calcul des circuits électriques 
à l’aide de graphes. 

1. L'ensemble du calcul se divise en opérations simples et claires, pour les- 
quelles il existe peu de chances de commettre des erreurs. 

2. Le calcul du déterminant À du système est effectué avec une dépense 
moindre de temps et de travail que le calcul de À comme déterminant d’une matri- 
ce indéterminée des transmittances (ainsi qu'il a été indiqué au $ 157). Ces avan- 
tages se manifestent d’autant plus nettement que le nombre de nœuds dans les 
graphes est important. 


APPENDICE B 


CIRCUITS DUAUX 


S 162. Définition des circuits électriques duaux. Deux circuits électriques 
sont appelés duaux si la loi de variation des courants fictifs maillés dans l’un des 
circuits est similaire à la loi de variation des potentiels des nœuds de l’autre 
circuit. 

À titre d'exemple le plus simple, nous avons représenté sur la fig. 208 deux 
schémas duaux. 


Le schéma de la fig. 208, a comprend une source de F.E.M. Ë, une résistance 
active et des réactances inductive et capacitive (R, L, C) couplées en série avec 
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cette source. Le circuit de la fig. 208, b est constitué par une source de courant L, 
et trois branches couplées en parallèle. 


La première branche contient une conductance active g,, la deuxième, une 
capacité Ce et la troisième, une inductance Z,. 


__. Pour montrer quelle est la correlation qui existe dans les circuits duaux, 
écrivons pour le schéma de la fig. 208, a une équation suivant la méthode des 


Œ& 


) 


Fig. 208 


courants fictifs maïillés et pour le schéma de la fig. 208, b, une équation suivant 
celle des potentiels des nœuds. Nous avons ainsi pour le schéma 208, a 


F(R+ioL + 2 )= È (B.1) 


jo 
Désignons pour le schéma de-la fig. 208, b le potentiel du point a par Pa et 
écrivons l'équation d’après la méthode des potentiels des nœuds *: 
e 1 : e 
a (++ io) = ie (B.2) 
Si on assure la corrélation des paramètres du schéma de la fig, 208, b (c’est- 


à-dire de g., Le et Ce) et des paramètres du schéma de la fig. 208, b (c'est-à-dire 
de R, L et C) de manière que 


R L La 
ne Eh, B.3 
&e Ce C si 
où À certain nombre arbitraire ayant les dimensions de Q?, on a 
1 Sen LR 1  , joL 1 1 ee 
genre Ce ne (Re lol). 


En tenant compte de la dernière ligne récrivons l’équation (B.2) de la manière 
suivante : | 


‘ . 1 ‘ | 


Comparons les équations (B.4) et (B.1). Il résulte de cette comparaison que 
si le courant L de la source de courant figurant dans le schéma de la fig. 208, b 


varie à la même fréquence angulaire que la F.E.M. E dans le schéma de la 
fig. 208, a et si les paramètres des deux circuits sont en corrélation, conformément 


à l'équation (B.3), la loi de variation dans le temps du potentiel q, du circuit de 
la fig. 208, b est la même que la loi de variation dans le temps du courant Ï du 
circuit de la fig. 208, a. 


* Le potentiel du deuxième nœud du schéma de la fig. 208, b est considéré 
comme nul. 
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Si les propriétés d’un circuit quelconque sont connues, elles peuvent etre 
transportées entièrement dans un circuit dual au circuit en question. 

$ 163. Eléments duaux de deux circuits. À chaque élément du circuit initial 
(circuits à source de F.E.M. E et à paramètres R, L, C) correspond un élément 
approprié du circuit cet ue 
/ j es ’un circuit à source de courant Ze 
Elements du cireuit Elements équivalents a ee 0 e et Le). 

initial du circuit dual Ainsi à la source de la F.E.M. E 


| du circuit initial correspond dans un 
E Q— circuit dual la source de courant /, 
: ê g (fig. 209); à la résistance active R du 
et — +" circuit initial, la conductance g, ; à 
! l'inductance Z, : he Ce ; à la ca- 

C pacité C, l’inductance La. 
1 — —#"- $ 164. Comment transformer un 
circuit en son circuit dual ? À Chaque 
JE MALE maille indépendante du circuit initial 
(ainsi qu'à la région considérée, comme 


a) 


extérieure par rapport au circuit} cor- 


respond un nœud approprié du circuit 
Fig. 209 dual. 

Si dans une branche quelconque du 

circuit initial, commune à deux mail- 

les de ce circuit, il existe nr éléments couplés en série, cette branche est représentée 

dans le circuit dual par nr branches couplées en parallèle, raccordant les nœuds 

du circuit dual, correspondant à ces mailles. À chaque élément du circuit initial 


(Ë, R, L, C) correspondent dans le circuit dual leurs éléments équivalents (L, 


Be) Ce, e}» 
Pour transformer un circuit en son dual on procède de la manière suivante. 


\ 
| 
| 

/ 
| 
| 

/ 


Fig. 210 


On met à l'intérieur de chaque maille indépendante du circuit initial (et dans 
sa région extérieure) un point et on note ces points. Ces points seront les nœuds 
du circuit dual équivalent. 

Le schéma de Ia fig. 210, a comprend trois mailles indépendantes ; on indique- 
ra donc à l’intérieur de ces mailles les points 7, 2, 8 (le point { correspond à la 
première maille, le point 2 à la deuxième, etc.). 

Indiquons le point 4 dans la région extérieure par rapport au circuit. Réunis- 
sons les quatre nœuds ainsi obtenus par des lignes en pointillé, jouant le rôle des 
branches du circuit dual. Faisons passer ces lignes par tous les éléments du circuit 


initial (autrement dit par R, L, C, E) et intercalons dans le circuit dual de la 
fig. 210, b des éléments équivalents appropriés. 

Ainsi le nœud / de la fig. 210, a est raccordé au nœud 4 par une seule ligne 
en pointillé, puisque dans la branche commune aux première et deuxième mailles 
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du circuit initial il ne se trouve qu'une seule résistance (la résistance active Ri). 
La conductance g, est intercalée de ce fait par le nœud 1 et le nœud 4 du circuit 


de la fig. 210, 6. 
Le nœud 1 et le nœud 2 de La ig. 210, a sont raccor dés par deux lignes en 


pointillé (l’une d’elles passe par la source de la F.E.M. Ë5 et l’autre par l’induc- 
tance Ls}, du fait que dans la branche commune à la première et Ia deuxième mail- 
le, les deux éléments du circuit (Æ; et Ls) sont couplés en série. Le nœud / et le 
nœd 2? du circuit de la fig. 210, b sont raccordés par deux branches. L’une d'elles 


comprend la source de courant 5 et l’autre, [a capacité C,; (ce sont des éléments 


corrélatiifs à Es et à L:). 

Les sens positifs des courants des sources de courant doivent coïncider avec 
les sens positifs des F.E.M. des sources de F.E.M. 

Si lorsqu'on parcourt la maille k dans le sens des aiguilles d’une montre, une 
F.E.M. quelconque de cette maille a le même sens que celui du parcours de la 
maille, le courant de la source de courant qui lui est équivalente doit être dirigé 
vers le nœud k. 


APPENDICE C 
UTILISATION DES MATRICES EN ÉLECTROTECHNIQUE 


$ 165. Propriétés principales des matrices. Une matrice est un ensemble de. 
grandeurs, disposées sous Îorme d’un tableau rectangulaire. Pour qu’on puisse 
distinguer la matrice par son aspect extérieur d’un déterminant, on la place entre 
crochets [ |] ou entre des traits verticaux doubles [f ||. Chaque élément d’une 
matrice est habituellement muni de deux indices. Le premier correspond au numé- 
ro de la ligne et le deuxième au numéro de la colonne. 

La matrice est carrée si le nombre de ses lignes est égal au nombre de ses 
colonnes. Exemple de matrice carrée 


11 
Ant Go ais | Qi1 yo Ai 
[AÏ=—!| &24 422 … — || o4 Go A3 
| Œ34 A2 33 U31 32 3, 


La matrice ee Je dite diagonale. La matrice dont les éléments dis- 


0 (#0 D] 
posés suivant sa diagonale principale sont égaux à l’unité et dont les autres élé- 
ments sont nuls, est appelée matrice unitaire. Exemple: 


100 
[£1=|010|. 
DOI 


On appelle indéfinie une matrice dans laquelle la somme des éléments d’une ligne 


ou d'une colonne quelconques est nulle. 
Deux matrices sont égales si les éléments correspondants de ces matrices sont 


égaux. Ainsi, par exemple, la matrice [ A] = Le oi est égale à la matrice 


Dis 42 | . 
[B] = É b | Si Ag — y Ayo — Dyo; Qo3 — Dors A2 = Dao. 
21 Dao. 


Les déterminants des matrices égales sont égaux. Ainsi dans l’exempie exami- 
né précédemment GyiG2os — Goady2z — Dy1022 — ba2ba1; cependant il ne découle pas 
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de l'égalité des déterminants de deux matrices que ces deux matrices sont elles-mé- 
mes égales. 

En effectuant l’addition (la soustraction) des matrices il faut additionner 
(soustraire) les éléments correspondants de ces matrices. 

Iliustrons-le sur l'exemple suivant: 


[A1 +[C]= ss El Fe É a - ie a | 


Go2 Cat Cao Go + Co1Q 20 Con 


La multiplication de deux matrices (le nombre des colonnes de la première d’entre 
elles devant être égal pour cela au nombre des lignes de la deuxième) se fait d’après 
la règle suivante: « La ligne i de la première matrice est multipliée par la colonne 
k de la deuxième ». 

Pour illustrer cette règle, multiplions deux matrices, dont les éléments sont 
constitués par les nombres suivants 


ansi=[, 4] (ele lossarscise)- 


En s'inspirant de la règle mentionnée, il est facile de s’assurer que [AÏ, [B] 
=£ [BI[A], c'est-à-dire que la matrice résultante dépend de l'ordre des matri- 
ces données. | 

On peut composer par rapport à la matrice [A] la matrice inverse [A]"!. Pour 
cela il faut: a) remplacer chaque élément de la matrice initiale [AÏ par son 
complément algébrique; b) transposer la matrice ainsi obtenue, c’est-à-dire écrire 
ses lignes à la place des colonnes; c) diviser la matrice ainsi transposée par le 
déterminant de la matrice, initiale [A]. | 


Examinons un exemple. Soit [A] — es > , cherchons [AÏJ"1. En remplaçant 


| | 21 C2 
les éléments de la matrice [A] par leurs compléments algébriques nous obtenons 


e . . a — « . 1: € — à 
ainsi la matrice 22 . Après sa transposition nous aurons 22 “| 
412 431 dot ii 
Par conséquent, 
G22 ol 
[AJ — 21 Mi 


122 — dyoo1 


Le produit [A][A]1—[1]—1. 

Pour résoudre l'équation [AÏB] — [IC] par rapport à la matrice [B], il faut 
multiplier les deux termes de cette équation par [AÏ"?: [AÏ°1 . [AÏ(B] = [AÏ-1.[C1, 
en tenant compte que[A]"1.[4] = 1. Nous obtenons [B] = [A,71.[C]. 

$ 166. Utilisation des matrices en électrotechnique. Les matrices sont em- 
ployées : 

a) pour simplifier l'écriture d’un système d'équation: 

b) pour une certaine rationalisation de la résolution des systèmes d'équations ; 

c) pour l'étude des propriétés topologiques des circuits électriques dans la 
théorie des graphes et lors de la synthèse des circuits. 

La simplification de l'écriture à l’aide des matrices peut être illustrée à l’aide 
de l’exemple suivant. Supposons que pour un certain circuit nous ayons écrit un 
système d'équations suivant la méthode des courants fictifs maillés 


Zasls+- Ziolo+ Zasls= Ês 
Zali+ Zola + Zosls= Es, (a) 
Zara + Zsolo+ Zasla— Ez. 


__ Compte tenu de la règle de multiplication des matrices, ce système peut être 
écrit. sous la forme suivante | 


Zis Zae Zas || À Ei 
ve Ze Zs || KL |—| E |: (b) 
Zas Zao Z ° ; 
Fa Ze Pas [| > Ë 
Si on désigne 
Zi Zio Zi fi E: 
[Z]= | 22 Zee 223; (U]=] 7, | et [EJ=| E, |. 
Zay Zao Z . ‘ 
1 232 233 ï, Ë 


le système (a) peut être remplacé par une seule équation matricielle 


(21 1/1= [Ë. 


Une certaine rationalisation de la solution d’un 
système d'équations, obtenue à l’aide de matrices, 
peut être illustrée sur l'exemple d’un quadripôle. 
composé de deux quadripôles couplés en série, 
Cherchons les matrices [A1] et [42] de deux qua- 
dripôles 1 et 2 de la fig. 211 et la matrice[A] d’un 
quadripôle équivalent à ces derniers. 

Nous avons pour le premier 


Ui=Ur+-Zila = lo 


et par conséquent, | 
U Ü 
k ={41]| °|, (c) 
‘T4 la 


où 
17 
a=[,] 
1 Loi. 
Pour le deuxième quadripôle Ü>;=U: 
; U 
L=-+ 3, |-u 1 ; (d) 
Lo 3 
où | 
1 0 
[A]= | 1 
Z2 


Dans le second membre de l'équation (c) remplaçons 4 par son équivalent (d). 
2 


Nous obtenons ainsi [5] — [4,142] E4 = [A] 1 : 
L Zi T3 L 3 
293 


La matrice des deux quadripôles couplés en série: 


121110 SE Z 
ai=dgti=(, ln el | 

7 Su 

Z2 2 | 


Par conséquent, 


= APR UgZils et h= ÜUgt lis 


APPENDICE D 


ETUDE DES PROCESSUS SE DÉROULANT DANS LES 
SYSTÈMES NON ÉLECTRIQUES À L'AIDE: 


DES MODÈLES ANALOGIQUES ÉLECTRIQUES 


L'étude des processus se déroulant dans des systèmes non électriques (méca- 
niques, acoustiques, thermiques, hydrauliques, etc) ou dans des systèmes partielle- 
ment non électriques (par exemple électromécaniques) se fait souvent à l’aide des 
modèles électriques analogiques. 

L'utilisation à cette fin des modèles électriques s'explique facilement, car 
1) on peut faire varier les paramètres électriques facilement et dans de larges 
limites; 2) les courants et les tensions peuvent être mesurés avec une grande 
précision ; 3) il est facile d'enregistrer les courants et les tensions sur un oscillogra- 
phe.' Pour fixer les idées, nous examinerons comme système non électrique des 
systèmes mécaniques. | 

Les systèmes mécaniques peuvent être subdivisés en systèmes à mouvement 
de translation, de rotation et de translation-rotation. Chacun de ces systèmes peut 
comprendre des éléments actifs et passifs. On considère comme éléments actifs 
les sources de force f et les sources de vitesses v pour les systèmes à mouvement de 
translation et les sources de couple moteur M et de vitesse angulaire © pour les 
systèmes à mouvement de rotation. 

On considère comme éléments passifs les éléments d’élasticité, de frottement 
et de masse. De même que dans l’étude des circuits électriques, ces éléments sont 
souvent idéalisés en considérant, par exemple, qu’un ressort parfait ne possède 
qu'une élasticité et ne possède pas de masse. 

Pour un système mécanique donné, on commence par établir un schéma équiva- 
lent et ensuite, en utilisant l’analogie entre les grandeurs mécaniques et électri- 
ques, dont il sera question plus bas, on dresse un schéma analogue électrique qu’on 
soumet à des investigations (expérimentales ou théoriques). 

Avant de construire un schéma équivalent à un système mécanique, il faut: 

1. Choisir le système de référence pour les forces et les vitesses (ou pour les 
couples moteurs et les vitesses angulaires respectivement). 

2. Relier entre eux les nœuds de même vitesse ou de même déplacement. 

3. Rassembler tous les nœuds fixes en un seul. 

4. Représenter sur le schéma équivalent, entre les nœuds appropriés, les 
éléments actifs et passifs, existant dans le système étudié. 

Examinons l’exemple le plus simple. 

Soit un système mécanique de la fig. 212, a constitué par un corps matériel 


de masse "#1 reposant sur un ressort à élasticité S (S — 7 où e — souplesse). Une 


force extérieure ÿ (f)}, fonction du temps f, agit sur ce corps. Lorsque le corps se 
déplace verticalement, il se produit un frottement visqueux avec l’ambiance. La 
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force du frottement visqueux est proportionnelle à la vitesse vu du déplacement 
du corps. Ce système est représenté par un schéma à deux nœuds seulement: un 
nœud mobile a et un nœud fixe b. 

Choisissons un sens positif pour mesurer la valeur du déplacement du corps x, 
en prenant comme point de départ la position du corps en l'absence de Ia force 
Î (8). Choisissons comme sens positif de la vitesse v [e sens dirigé vers le bas, comme 
ceci est représenté sur la fig. 212, a. Le schéma équivalent est représenté sur la 
fig, 212, b. Il comprend quatre branches. La source de la force ÿ (f) est intercalée 
dans la première branche, la masse "m dans la deuxième, le ressort idéal à élasticité 
S dans la troisième et la résistance au frottement r;, dans la quatrième. 


ft) 


a 
js 
Q) [Dr £s 
f{t) 
0) b) 
Fig. 212 


Ecrivons pour le schéma équivalent une équation suivant la première loi 
de la mécanique. Conformément à cette loi, la somme des forces extérieures 
agissant en un certain nœud doit être égale à la somme de réactions au même 
nœud. Trois forces de réaction agissent au nœud à: 


fn — ne réaction du système, due à la force de frottement, 


nee \ cdt — réaction du système, due à Ia déformation du ressort, 


ff, = fyo — réaction du système, due au frottement. 
Suivant la première loi de la mécanique 


Im+ Îs + ffr = (EP) 


où 
d 1 
mot | eût = (9. 


Une analogie de deux types différents peut exister entre les divers éléments 
d’un système mécanique et les éléments du modèle (système) électrique correspon- 
dant; ceci est dû au fait qu'un dual correspond à chaque circuit électrique. 

Dans l’analogie du premier type les grandeurs corrélatives sont: 

force f — tension u, | 

vitesse vu — courant à, 

masse m# — inductance Z, 

souplesse du ressort e — capacité C, 

résistance de frottement r;, — résistance électrique R. 

Dans les analogies du deuxième type les grandeurs corrélatives sont : 

force Ÿ — courant é, 

vitesse u — tension x, 

masse 71 — capacité C, 

souplesse du ressort e — inductance Z, 

résistance de frotternent r; — conductance électrique G. 
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La fig. 212, c représente un schéma électrique établi suivant ie deuxième tyfn 
d’analogies, correspondant au schéma équivalent du système mécanique de |: 
fig. 212, b. 

Pour le schéma de la fig. 212, con a 


ic til +ig=i(f) 


du , 1 
C++ \ udt + Gu=i(#). 


Ici # — tension entre les nœuds a et à. 

La loi de variation de la tension w en fonction du temps, dans le système de 
la fig. 212, c correspond à la loi de la variation de la vitesse vu dans le système 
. la fig. 212, a, si les paramètres du circuit électrique ont été convenablement 
choisis. 


Ie PARTIE 


CHAPITRE Viii 


COURANTS PÉRIODIQUES NON SINUSOÏDAUX DANS 
LES CIRCUITS ÉLECTRIQUES LINÉAIRES 


$ 167. Définition des courants et des tensions périodiques non sinu- 
soidaux. On appelle courants et tensions périodiques non sinusoïdaux 
les courants et les tensions qui varient en fonction du temps suivant 
une loi périodique non sinusoïdale. 

Ces courants et ces tensions peuvent prendre naissance dans quatre 
régimes de fonctionnement de circuits électriques, essentiellement dit- 
férents. Dans le premier d’entre eux, la source de F.E.M. ou la source 
de courant crée une F.E.M. non sinusoïdale ou, respectivement, un 
courant non sinusoïdal, tandis que les éléments du circuit, à savoir les. 
résistances actives, les inductances et les capacités sont linéaires, c’est- 
à-dire indépendants du courant. 

En deuxième régime de fonctionnement, la source de F.E.M. ou la 
source de courant crée une F.E.M. sinusoïdale ou un courant sinusoïdal, 
mais un ou plusieurs éléments du circuit ne sont pas linéaires. 

En troisième régime de fonctionnement la source de F.E.M. ou la 
source de courant crée une F.E.M. non sinusoïdale ou un courant non 
sinusoïdal, et le circuit électrique comprend une ou plusieurs résistances 
non linéaires. 

En quatrième régime de fonctionnement, la source de F.E.M. crée 
une F.E.M. continue ou sinusoïdale, tandis qu’un ou plusieurs éléments 
du circuit varient périodiquement en fonction du temps. 

Nous examinerons dans Îe présent chapitre la Héhode de calcul et 
les particularités de fonctionnement des circuits électriques linéaires, 
soumis à l’action des F.EË.M. et des courants non sinusoïdaux, autrement 
dit, le premier des régimes de fonctionnement énumérés. Le deuxième 
et, partiellement, le troisième régimes de fonctionnement sont discutés 
au chapitre’ IX. Le quatrième régime de fonctionnement est oo. 
dans l’appendice A. 
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$S 168. Représentation des courants et des tensions non sinusoïdaux 
à l’aide des séries de Fourier. I] a été indiqué dans le cours de mathéma- 
tiques qu’une fonction périodique quelconque f (x) de période 2x, qui 
satisfait, aux conditions de Dirichlet * peut être développée en un 
série de Fourier. | 

La variable indépendante x est liée au temps £ par l'expression 

t 

TT 3 
où: T — période de la fonction dans le temps. 

Ainsi la période de la fonction suivant x est égale à 2x et la période 
de la même fonction suivant le temps est égale à T. 

La série de Fourier s'écrit ainsi: 


f (x) = A0+ Ai sin x+ À, sin 2x-+ À; sin 8x + A; sin 4x + 
+ À, cos x + À, cos 2x + À, cos 3x + A cos 4x +... (8.1) 


x = ot — 27 


Ici Ao — la composante continue, À; — amplitude de la composante 
sinusoïdale (variant suivant la loi sinusoïdale) du premier harmonique, 
À; — amplitude de la composante cosinusoïdale du premier harmo- 
nique, À, — amplitude de la composante sinusoïdale du deuxième har- 
monique, etc. 


27 
I 
A5 \ f(x) dx ; (8.2) 
Ô 
PAL 27 \ 
A=— | F6 sin dx: A = | FU) cos x dr: 


T2 27 
Ai=+ \ f (x) sin kx dx ; A=— \ Î (x) cos kx dx. | 

0 Ô 

Puisque 
Ai, sin kx + Ai cos kx = À, sin (kx + 4»), 
où 
A=Y (Ar)? +(4:)? ettg = + , la série de Fourier (8.1) peut 
k 

être écrite également sous une forme différente : 
f (x) = 4o-+ A sin (x + 1) + A2 sin (2x + V2) +... — 


= A+ 2 À sin (RX + x), (8.4) 


+ Toutes les fonctions périodiques qu’on rencontre en électrotechnique satis- 
font aux conditions de Dirichlet. Par conséquent, on peut se dispenser de la vérifi- 
cation de la conformité à ces conditions. 
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où À; — amplitude de l’harmonique de rang k de la série de Fourier. 
Les harmoniques pour lesquels À est un nombre impair sont appelés 
harmoniques impairs ; les harmoniques pour lesquels À est un nombre 
pair sont des harmoniques pairs. 
$ 169. Certaines propriétés des courbes périodiques symétriques. 
Trois courbes ayant certaines propriétés spécifiques sont représentées 
sur les fig. 213—215. 


Fig. 213 Fig. 214 


La courbe de la fig. 213 satisfait à la condition 
— f(x +n)= f(x). 


Les courbes qui satisfont à cette condition, sont appelées courbes 
symétriques par rapport à l’axe des abscisses. Si on déplace la courbe 
de la fig. 213 suivant l’axe x d’une alternance et si on trace son image 
symétrique par rapport à l’axe x, la courbe ainsi obtenue coïn- 
cide avec la courbe f (x). 

Lorsque ces courbes sont 
développées en série de Fourier, 
cette série ne comporte pas de 
composante continue ni d’har- 
moniques pairs ; autrement dit, 
les coefficients suivants sont 
nuls : 


À = À, = À, == À, — Fig. 215 
A= ...—0. 
Par conséquent, les courbes du type de celle représentée sur la fig. 213 
peuvent être développées en série de la forme: 


f(x) = À! sin x + 4° cos x + À; sin 3x + À; cos 3x + ... 


Chaque terme de cette série satisfait à la condition — f (x + x} — 
— f(x). Ainsi, par exemple, — sin (x+7) — sin x. 

Une courbe, similaire à celle de la fig. 214, est symétrique par rap- 
port à l’axe des ordonnées. La condition suivante est satisfaite pour 
cette courbe : 

ÊC— x) = f(x). 


Si on prend l’image symétrique de la courbe située à gauche de l'axe 
des ordonnées, par rapport à cet axe, elle se confond avec la courbe 
située à droite de l’axe des ordonnées. Lorsqu'on développe ces courbes 
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en série de Fourier, les composantes sinusoïdales (c' est-à-dire À; = À, - 
= A, =...— 0) ne figurent pas dans cette série et on n'y Loi 
que les composantes. cosinusoïdales et la composante continue. 

Ainsi les courbes du type de celle de la fig. 214 sont développées 
en série ci-aprés : 


Î (x) = Ao + A! cos x + A? cos 2x + A! cos 3x + . 


Les courbes du type de celle de la fig. 215 sont caractérisées par 14 
propriété — f (— x) = f(x). Elles s ‘appellent courbes symétriques par 
rapport à l'origine des coordonnés. Leur développement en série de 
Fourier a la forme suivante: 


f(x) = 4; sin x + À, sin 2x + À, sin 3x +. 


S 1706. Sur le développement en série de Fourier des courbes de forme 
géométrique régulière et des courbes de forme géométrique irrégulière. 
Les courbes périodiques qu’on rencontre en électrotechnique peuvent 
être réparties en deux groupes. Le premier groupe comprend Îles courbes 
périodiques de forme géométrique régulière, comme par exemple, les 
courbes de forme trapézoïdale, triangulaire, rectangulaire, etc. Leur 
développement en série de Fourier est donné au tableau (p. 231). On y a 
remplacé x par œf. 

Le deuixème groupe de courbes comprend les courbes de forme arbi- 
traire (géométriquement irrégulière). Le plus souvent les courbes périodi- 
ques du deuxième groupe sont données par leurs graphiques. Leur déve- 
loppement en série de Fourier se fait par la méthode graphique (grapho- 
analytique). 

$ 171. Détermination des harmoniques de la série de Fourier par la 
méthode graphique (grapho-analytique). La méthode graphique de la 
détermination des harmoniques de la série de Fourier repose sur le rempla- 
cement d'une intégrale définie par une somme d’un nombre fini de 
termes. À cette fin on divise la période de la fonction f (x), égale à 2x, 
en n parties égales Ax 

21 

AÂx = — 

JT 
el on remplace les intégrales par ces sommes. 
Par définition la composante continue est 


ax p=n n 
l 
A | fodre D fn Are D fo 09 
0 p=1 p=1 
ou 
=> fr, 18.) 
p=1 


où p — indice courant; il prend successivement toutes les valeurs de 
1 à nñn; fn (x) — valeur de la fonction f (x) pour x = pAx. 
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469-Hn(inasinot! 3 SERIGSinStt+ +2 sénsasinswt+...) 


_ lp de ie le 1 A 
flot)= 2 (sinbt- 7 sinsiwt+ ze Sin Suit -75 sin at +...) 


flut)= <> kr B (inuwt+ } sén$wt+ F sént+ sin Jut +...) 


| /Hut}= (sin cos wt+ join CPL cos uit sin oossut+.) 


fe) Z0w( 1 7+ Tcoswtt js 508 Zwt- gscosswt+sp cos Gtot. 
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L’amplitude de la composante sinusoïdale de l’harmonique du rang #: 


27 ñ 
À% = ( f (x) sin kx dx m2 > fp (X) 2 sin, Ex, 
û p=i 
ou 
À» =? be Îp (x) Sinp Rx. (4.6) 


=1 


L'amplitude de composante cosinusoïdale de l’harmonique k 


A% =? > fn (x) cosh Rx. (#.7) 
1 
Ici sin, kx et cos, kx — valeurs des fonctions sin kx et cos kx respec- 
tivement pour x = pAx. 
Lorsqu'on utilise pour les calculs les expressions (8.5)—(8.7) il suffit 
en générale de décomposer la période en n — 24 ou 18 parties et, dans 
un certain nombre de cas, même en un nombre de parties inférieur. 


0 
so! 
Nf1040! 


Fig. 216 


Avant de procéder à un développement graphique en série, il faut sv 
rendre compte si la fonction à développer est ou n’est pas symétrique 
par rapport aux axes des coordonnées (voir $ 169). La présence d’une 
symétrie d'une telle ou autre espèce, permet de prévoir à l’avance la 
nature des harmoniques qu'on y trouvera. Ainsi, si la courbe f (x) est 
symétrique par rapport à l’axe des abscisses, la composante continue A5 
et tous les harmoniques pairs sont absents et lors du calcul des termes 
A4 eèt A3 pour les valeurs impairs de k, il ne faut pas oublier que la 
valeur de la somme Df, (x) sin kx pendant la première alternance est 
égale à la valeur de Ja somme Df, (x) sin, kx au cours de la deuxiéme 
alternance. 

Le signe des angles w#, dans l'expression (8.4) dépend des signes de 
Ak et Ar. Lorspu'on trace les harmoniques sur un diagramme commun, 
il ne faut pas oublier que l'échelle en abscisses pour l’harmonique À 
doit être de k fois plus grande que celle utilisée pour le premier har- 
monique. 
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Ainsi, par exemple, si un certain tronçon, pris sur l’axe des abscisses, 
représente pour le premier harmonique l’angle _ le même tronçon 
représente pour le troisième harmonique un angle trois fois plus grand, 
c'est-à-dire 3 . = Ji. 


Exemple 89. Trouver les premier et troisième harmoniques de 
la fonction f (x) représentée sur la fig. 216, a. En divisant la période en 
24 parties on obtient les valeurs suivantes des ordonnées de la fonction 
f» (x) pour Îla première alternance : 


p=il 28 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
FO =7 1! 13,5 15,4 17,4 20,5 25,4 32,5 27,7 19,2 10 0 


Solution. Puisque cette courbe est symétrique par rapport à 
l’axe des abscisses, A9 == 0 et la série qui la caractérise ne comprend 
que les harmoniques impairs. 

Amplitude de la composante sinusoïdale du premier harmonique 


Pa 
25 fr (X) sinpx= + Di Îp (X) SinpX ; 
—=1 p=1 


Ai= (7 sin 15° + 11 sin 30° 18,5 sin 45° 15,4 sin 60° +- 


+ 17,4 sin 75° + 20,5 sin 90° + 25,4 sin 105° + 32,5 sin 120° + 
+ 27,7 sin 135° + 19,2 sin 150° + 10 sin 165°) — 25,8. 


Amplitude de la composante cosinusoïdale du premier harmonique 


n/2 


4 
. >; fp (x) cos, x ; 
p=f{ 


Ar = (7 cos 15°+- 11 cos 30° + 13,5 cos 45° + 15,4 cos 60° + 


+ 17,4 cos 75° + 20,5 cos 90° + 25,4 cos 105° +- 32,5 cos 120° + 
+ 27,7 cos 135° + 19,2 cos 150° + 10 cos 165°) — —5,23. 


Amplitude de la composante sinusoïdale du troisième harmonique 


.. 12 
À, == _. > 1: (SIN ar + (7 sin 45° + 11 sin 90° + 13,5 sin 135° + 
=1 
+ 19,4 sin 180° + 17,4 sin 225° + 20,5 sin 270° + 25,4 sin 315° + 
+ 32,5 sin 860° + 27,7 sin 45° + 19,2 sin 90° + 10 sin 135°) — 3,47. 
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Ainptitude ‘de la:composante cosinusoïdale du troisième harmean- 
que | 
Aj=T ES fn (x) cos, 8x = & (7 cos 45° + 11 cos 90° + 13,5 cos 135° + 
p=1 
+ 15,4 cos 180° + 17,4 cos 225° + 20,5 cos 270° + 25,4 cos 315° + 
+ 32,5 cos 360° + 27,7 cos 45°+ 19,2 cos 90° + 10 cos 135°) = 5.1. 
Amplitude du premier harmonique de la série A, = V (41)? + (4,= 
— 25,9. 


La tangente de l'angle #1, dont l'origine du prernier harmonique 
est déphasé par rapport à l’origine de la courbe f (x), 


EE — 0,206 ; Wi= —11°40. 
plug du troisième harmonique As = V (A'5}+ (43 - 6 
te Vs = = 1,47; 3 — 55°50". 


Par conséquent, en se limitant au troisième harmonique, on a 
f (@t) — 25,9 sin (of — 11°40°) 6 sin (3owf + 55°50"). 


Les premier et troisième harmoniques de la série ainsi obtenue, ainsi 
que la courbe résultante (globale), sont représentés sur la, fig. 216, b. 
11 est ihtéressant de comparer cette dernière à la courbe de la Îig. 216, a. 


En terminant l'examen du problème du développement de la courbe f (x) en 
série de Fourier, il y a lieu de dire qu’on peut obtenir des résultats quelque peu 
plus précis si on considère que f» (x), Sinp RX, COSp ÀX dans les expressions (8.5) — 
{8.7) sont les valeurs des fonctions énumérées non pas à la fin, mais au milieu de 
l'intervalle p, c’est-à-dire non pas pour x — pAx, mais pour x = (p — 0,5) Ax. 


$S 172. Calcul des courants et des tensions pour des F.E.M. non sinu- 
soïdales. Avant d'aborder le calcul, on doit développer la F.E.M. en 
série de Fourier. 

Conformément au principe de la superposition, la valeur instantanée 
du courant dans une branche quelconque du circuit est égale à la somme 
des valeurs instantanées des courants de ses divers harmoniques. De 
même, la valeur instantanée de la tension aux bornes d’un tronçon 
quelconque du circuit est égale à la somme des valeurs instantanées 
des tensions de divers harmoniques dans ce tronçon. Le calcul doit 
être fait pour chaque harmonique séparément à l’aide des méthodes 
exposées dans la première partie de ce cours. 

On commence par calculer les courants et les tensions dus à la com- 
posante continue de la F.E.M. Après ceci on calcule les courants et les 
tensions créés par le premier harmonique de la F.E.M., ensuite ceux 
créés par le deuxième harmonique de la F.E.M., par le troisième, etc. 

Lorsqu'on calcule les courants et les tensions créés par la compo- 
sante continue de la F.E.M. il ne faut pas perdre de vue que la chute 
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de tension dans l’inductance L due au courant continu est nulle et ne 
pas oublier non plus que le courant continu ne peut pas passer par la 
capacité C. 

Il faut tenir également compte dans le calcul que la réactance induc- 
tive croît en raison directe de la fréquence et, par conséquent, la réactan- 
ce inductive pour l’harmonique k, X,2, est de k fois plus grande qu 
la réactance inductive X, pour le premier harmonique: 


| X re — kRoL = RX 1 
X 71 — oL. 

La réactance capacitive diminue avec l'accroissement de la fréquence 

et, par conséquent, la réactance capacitive À 4, pour l’harmonique k est 


de À fois inférieure à la réactance capacitive X 4, pour le premier har- 
monique: 


(8.8; 


© | 


ANT TT 


(8.9) 


On peut construire .un diagramme vectoriel propre à chacun des 
harmoniques. Cependant, il ne “faut pas oublier qu'il est inadmissible 
de représenter sur un diagramme vectoriel des courants et des chutes de 
tension de différentes fréquences et, à fortiori, de faire la somme vecto- 
rielle de courants de fréquences différentes ou de chutes de tension de 
fréquences différentes ; en effet, les vitesses angulaires de rotation des 
vecteurs de fréquences différentes ne sont pas les mêmes. 

On admet que les résistances actives ne dépendent pas des fréquences, 
si ces dernières ne sont pas très élevées * 

Exemple S0. La force électromotrice dans le circuit de la 
fig. 217, a varie suivant la loi ci-après 


€ (Ë) = Eim Sin (@f + 44) + Esm Sin (3wf +13) ; 
Eim = 25,9V à E3m = GV ; LA ne 1 1 °40° ; Ÿ3 GED 55°50’ ; 


. l Sn a ee 
R=10Q; —=90; wL—6. 


On demande d'écrire les expressions pour les valeurs instantanées 
des courants dans les diverses branches et celle du courant dans la partie 
non ramifiée du circuit. 

Solution. Désignons les courants conformément à la fig. 217, a. 
Le premier harmonique du courant à; 


Eim 
" R 


sin (@f +14) — 2,59 sin (cf — 11°40°). 


* Rigoureusement Peu la valeur de la résistance active dépend de Îa 
iréquence par suite de l’effet pelliculaire. Nous n’avons pas tenu compte ici de 
l’eflet pelliculaire (voir troisième partie de ce cours). 
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Troisième harmonique du courant à, 


sin (30É + 4) — 0,6 sin (3œt + 55°50'). 
Courant total de la première branche 
= 2,99 sin (@f — 11°40°) + 0,6 sin (3wf + 55°50}. 


Premier harmonique du courant érr 


Em. sin (wo + pi + 90°) — 2,87 sin (wi +- 78°20'). 
oC 
Troisième harmonique du courant ërr 


Eu sin (3@f + 13 + 90°) — 2 sin (3wé + 145°50'). 


30C 
Courant total de la deuxième branche 
Îrr = 2,87 sin (of + 78°20’) +2sin POP 145°50'). 


Fig. 217 


Premier harmonique du courant êrnx 
Lam sin (@f +11 — 90°) — 4,32 sin (ot — 101°40"). 
Troisième harmonique du courant éxrr 


—3m_ sin (Bwf + Ps— 90°) — 0,33 sin (Bwt — 34°10/). 


Courant total de la troisième branche 
ir = 4,932 sin (wf — 101°40") + 0,33 sin (3wf — 34°10"). 
Courant dans la partie non rarmifiée du circuit 


= Ër + êxr + Éxrr. 


Le premier harmonique du courant £ est égal à la somme des premiers 
harmoniques des courants de diverses branches *. De même le troisième 


—— 


* Chaque harmonique est exprimé par une quantité complexe. L’addition des 
harmoniques du même rang se fait par l'addition des quantités complexes ou par 
addition des vecteurs dans le plan complexe, c’est-à-dire de la manière indiquée 


dans la première partie de ce cours. 
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harmonique du courant £ est égal à la somme des troisièmes harmoniques 
des courants de diverses branches. On obtient en définitive 


i — 3 sin (@f — 40°) + 1,8 sin (3of + 125°) À. 


Exemple 91. Calculer les valeurs instantanées des courants et 
des tensions dans le circuit de la fig. 217, b, à caractéristiques suivantes : 
re — ]00-+ 80 sin GE #00r 00 sin (3w/+20") +50 sin (5of+ 

+457 V;, R=3Q; oL := 39; 2 = 970. 

Solution. Calculons la quantité complexe de l’impédance du 
tronçon bc du circuit pour le premier, troisième et cinquième harmoni- 
ques : 


T7 +8; 
Dj 9i) | 
Les — 9j —9; ; 
15j(—5,4j) 
Zbes — "155 —5, 4; FT — 8,5j€2. 


Impédance du circuit pour le premier harmonique 
Zi=R + Zoe = 3 +3,38j = 4,5e748°30"Q. 
Impédance du circuit pour le troisième harmonique 
Z3='%œ 
Impédance pour le cinquième harmonique 
Z5—=3—8,5j —9e-i70°30"@, 


La résistance opposée par le circuit’ à la composante continue du 
courant est égale à 3Q (dans le tronçon bc, le courant continu circule 
dans l’inductance L, dont la résistance active est considérée comme 
nulle). 

Calculons maintenant les composantes du courant dans la partie 
non ramifiée du circuit. 

I ne 

Composante continue du courant _ — 33,3 À. La quantité com- 
plexe du premier harmonique de courant 


80e1°0° ee 
SE —18°30 
4,5e548°30 17.,8e A. 

Üne résonance des courants a lieu pour le troisième harmonique. 
Par conséquent, le courant £ ne comporte pas de troisième harmonique, 
mais cet harmonique est présent dans les courants i; et £,. La quantité 
complexe du cinquième harmonique du courant £: 


50649° 
de "0,—510°30" 


— 5,55ei115°30" À. 
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Calculons maintenant la chute de tension, due à chaque harmoni- 
que, dans le tronçon bc. La chute de tension, due à la composante con- 
tinue, est nulle dans le tronçon bc. 

É* amplitude complexe du premier harmonique du courant (indice 1 

Üye im = 17,8e-118°30".3,38; — 60,2ei71°30”, 
De même 


De — 60ei20° ; pie — 5, 55ej115°30".8 ,5e—5i90° — 47,16125°80", 
Väleur instantanée de la tension upe : 
Upe = 60,2 sin (@{+71°30")+-60 sin (ct + 20°) + 47,1 sin (5wt + 25°30"} V. 


Calculons maintenant les amplitudes complexes des courants des 
premier, troisième et cinquième harmoniques circulant dans la capa- 
cité : 
premier harmonique 

71930" 
60,2e — 9,936ei161°30" 


troisième harmonique 


j20° 
QE 6,67eit10 ; 
— 9; 
cinquième harmonique 
j25°30 
ne 6 penis, 


5,4e—190° 
La valeur instantanée du courant dans la capacité 
& — 2,28 sin (of + 161°30') +6,67 sin (3wf + 110°) + 
+8, 72 sin (5oé + 115°30') À. 
Calculons de même les composantes du courant circulant dans l’in- 
ductance: 


la composante continue est égale à 33,3 À; 
premier harmonique 


60,26171°30" nr. 
ae 20,1e—318°30" ; 


troisième harmonique 
606120° 


5 —= 6,67e-i70° : 
cinquième harmonique 
47 1652530". . | 
— —)64°30* - 
15; 3,136 ELA 


i) = 33,3 + 20,1 sin (ot — 18°30’) + 6,67 sin (3wf — 70°) + 
+3,13 sin (5wf — 64°30'). 
Courant dans la partie non ramifiée du circuit. 
i = 33,3 + 17,8 sin (of — 18°30/)-+ 5,55 sin (5wr + 115°30’) À. 
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$.173. Phénomènes de résonance pour les courants non sinusoïdaux. 
Nous avons indiqué dans la première partie de ce cours qu’on appelle 
régime de résonance d’un circuit électrique, comprenant une ou plu- 
sieurs inductances où une ou plusieurs capacités, un régime pour lequel 
le courant à l’entrée de ce circuit est en phase avec la F.E.M. appliquée 
à son entrée. 

Si la F.E.M. agissant dans un circuit n’est pas sinusoïdale, des régi- 
mes de résonance ” (résonance des courants ou résonance des. tensions} 
peuvent prendre naissance dans ce circuit non seulement pour le premier 
harmonique, mais également pour les harmoniques supérieurs. 

Appelons résonance pour l’harmonique d'ordre À un régime pour 
lequel le courant d’harmonique À à l’entrée du circuit est en phase avec 
l'harmonique k de la F.E.M. appliquée à l'entrée de ce circuit (tandis 
que les courants des autres harmoniques ne sont pas en phase avec les 
F:E.M. : auxquelles ils sont dus). 

Si on tient compte des résistances actives des bobines d’indüctance, 
la condition d'apparition de résonance pour un harmonique d'ordre 
quelconque est l’annulation de la composante réactive de l’impédance 
d'entrée pour cet harmonique. 

Dans l’étude des. phénomènes de résonance pour des courants non 
sinusoidaux on suppose habituellement que les résistances actives .des 
bobines d’inductance soient nulles. | 

Dans ce dernier cas l’impédance d'entrée pour. uné résonance de 
courant est égale à l'infini, tandis que pour une résonance des tensions. 
elle est nulle. 

Il y a lieu de signaler que pour un régime de résonance ou un régime 
proche de ce dernier pour un harmonique supérieur d'ordre quelconque, 
les courants et/ou les terisions de cet harmonique peuvent être supérieurs 
aux courants et aux tensions du premier harmonique dans les mêmes. 
tronçons. du circuit; ceci peut avoir lieu même si 
l'amplitude de l’ harmonique supérieur en question 
de la F.E.M. à l’entrée du circuit est plusieurs. 
fois plus petite que l'amplitude du premier 
harmonique de la F.E.M. 

Exemple: 92 Soit L: l'inductancé du 
schéma de la fig: 218. En supposant que la résis- 
tance ‘active de la bobine d’inductance soit nulle, : Fig. 218 
trouver les valeurs des capacités Ci et C2, pour ‘i: : 
lesquelles l'impédance d'entrée dus circuit vient. ‘nulle pour le 
premier harmonique et est égale à l'infini pour le neuvième har- 
monique. D à 

Solution. Ecrivons l'équation de l’impédance d'entrée du cir- 
cuit pour le premier harmonique et égalons-la à zéro: 


da() 


se ls. à 
L (oi) 
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Ecrivons ensuite que l’impédance d’entrée pour le neuvième harmo 
nique est égale à l'infini: 


La solution en commun de ces équations donne : 


Il I! 81 
sc —8lol, et 0 “8 ÿ ®L>- 


S 174. Valeur efficace d’un courant non sinusoïdal et valeur efficace 
d’une tension non sinusoïdale. Par définition (voir $ 81) le carré de a 


valeur efficace du courant 7 est exprimé comme suit en fonction de la 
valeur instatanée du courant ji: 


Si le courant 
lo lim sin (œf +) + Lom sin (2of -H 1) Re 
on à 
[2 =1+ 2 Lim Sin? (kOË + x) + D} Loml am Sin X 
1 
0 ne 
x (pat ++ bp) sin (gwf + 4). 
Mais 
à 
À sin? (kot+ ps) dt =, 
0 
T (8.10) 


mens Dame en, x mn ee” 


\ sin (po + >) sin (qi + we) dt = 0. 
Ô e 
+0 


Par conséquent, 


P=P+ Fin + En + ne + : 


Î — V8 ++: An + Île +. 


ou 
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Du fait que l’amplitude de Î’harmonique d'ordre k du courant Zzm 


est V2 fois plus grande que la valeur efficace de /4 de l’harmonique 
d'ordre À, on a 


Lkm Trm Tam 2 
2 VE 
et 
I=VR+PIPEPT... (8.11”) 


Par conséquent, la valeur efficace d’un courant non sinusoïdal est 
égale au carré de la somme des carrés de la composante continue du 
courant et des valeurs efficaces des harmoniques de divers ordres. La 
valeur efficace ne dépend pas des déphasages 4. 

De même. la valeur efficace U d’une tension non sinusoïdale est 
égale à la racine carrée de la somme des carrés de la composante continue 
et des valeurs efficaces des harmoniques de divers ordres 


U= VU+U+HUHU+ ... (8.11) 


Exemple 93. En partant des données de l'exemple 91, calculer 
la valeur efficace du courant i dans la partie non ramifiée du circuit, 
ainsi que la valeur efficace de la F.E.M. e. 

Solution 


1=V 33,384 MT + gs = 35,6 4: 


E= y 1004540 4 SP 107,1 


$ 175. Valeur moyenne en module d’une fonction non sinusoïdale. On appelle 
valeur moyenne en module d'une fonction, sa valeur moyenne calculée de la 
manière suivante: 
27 


— \ | (@ dot. (8.12) 
0 


Contrairement à la valeur efficace, elle dépend des angles de déphasage 4. 

Exemple 94. Si on prend comme origine des temps l'instant de passage 
par zéro du premier harmonique du courant et si on tient compte que l’origine de 
l'harmonique du courant k est décalée par rapport à l’origine du premier harmo- 
nique de I'angle (x — kW) (voir $ 171), on obtient après intégration pour les 
courbes f (@f), ne contenant pas de composante continue ni d’harmoniques pairs, 
l'expression suivante: 


2 L : | | 
moy = | Zim+ cosat+ D} — Zam COS (\ÿa—Æs) | , (8.13) 
e module k=3,5,7... 


a — étant l’angle pour lequel f (of) s'annule (on suppose que cette expression 
ne change pas de signe au cours d'une alternance). 


$ 176. Quelles sont les valeurs auxquelles réagissent les ampèremètres 
et les voltmètres des différents systèmes lorsque les courants qui les par- 
courent ne sont pas sinusoïdaux? Les courants et les tensions non sinu- 
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à] 


soïdaux peuvent être mesurés à l’aide d'instruments de différents +1. 


tèmes. 

Les appareils des systèmes électromagnétique, électrodynamique et 
thermique réagissent à la valeur efficace, les appareils magnéto-électri- 
ques à redresseur — à la valeur moyenne en module de la grandeur 
mesurée, les appareils magnéto-électriques sans redresseur — à sa com- 
posante continue, les voltmêtres électroniques de crête —- à la valeur 
maximale de la fonction mesurée *. 

$S 177. Puissances active et apparente d’un courant non sinusoïdal. 
On appelle puissance active P d’un courant non sinusoïdal la valeur 
moyenne de la puissance instantanée pendant une période du premier 


harmonique : 


Si on exprime la tension x et le courant i par des séries de Fourier 
u = Uo + Uim Sin (@f 4) + Uom Sin (2wf + 1e) + Um Sin (8@f + 4s)-+. 
Î = Lo + Lim Sin (Of + 1 — Pi) + Lam Sin (2@f + 2 — Po) + 

+ Lam Sin (8@É + hs — ps) + ..., 


et si on substitue ces séries à l’expression figurant sous le signe somme, 
on obtient après intégration, compte tenu des relations (8.10): 


P=Uolo + Ul, COS Pi + Vols COS Po + Uals COS P3 + és (8.14) 


Ainsi, la puissance active d'un courant non sinusoidal est égale à lu 
somme des puissances actives de ses divers harmoniques. 


ÉD 
d 6 4 à + 


Fig. 219 


La puissance apparente S est égale au produit de la valeur efficace 
de la tension non sinusoïdale par la valeur efficace du courant non sinu- 


soïdal : 
S=UI, (8.15) 
U= VUI+UI+UI+UI+...; 
I=VE+D+R+R+. 

* Rappelons que tous les appareils de mesure portent sur leur face un symbole 
indiquant le système auquel cet appareil appartient. Ces symboles sont donnés 
sur la fig. 219: a — système magnéto-électrique; b—système électromagnétique ; 
c—système électrodynamique; d—système thermique; e—système magnéto- 


électrique avec redresseur. 
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Exemple 95. Calculer P et S si 
u = 29,9 sin (of — 11°40’) +6 sin (3@f + 53°507) V ; 
i— 3 sin (@t — 40°) + 0,9 V2 sin (3of -- 125°) À. 


Solution. 


De = 18,3 V: Le EI = 4,26 V : 
112,13 A; 1=0,9 À; 
Qu — 1140 — (— 40°) = 28°20 ; 3 = —71°10 ; 
P— 18,3-2,13 cos 28°20’ + 4,26.0,9 cos (—71°10’) — 35,5 W. 
U = VUi+Ur= V 18,8 + 4,26? — 18,55 V ; 
1= 2,134 0,9 — 92,31 À; 
S=UI = 18,55.2,31 — 42,8 VA. 


$S 178. Substitution aux courants et tensions non sinusoïdaux par 
leurs équivalents sinusoïdaux. Lorsqu'on étudie certaines propriétés les 
plus simples des circuits électriques non linéaires (cette question sera 
traitée au chapitre IX), on substitue aux courants et aux tensions non 
sinusoïdaux leurs équivalents sinusoïdaux. Cette substitution doit être 
faite de manière que la valeur efficace du courant sinusoïdal substitué 
soit égale à la valeur efficace du courant non sinusoïdal donné et que 
la valeur efficace de la tension sinusoïdale soit égale à la valeur efficace 
de la tension non sinusoïdale. 

L’angle de déphasage æ. entre les sinusoïdes équivalentes de tension 
et de courant est pris de manière que la puissance active du courant 
sinusoïdal équivalent soit égale à la puissance active du courant non 
sinusoïdal : 


COS Per - (8.16) 


Exemple 96. Substituer au courant et à la tension non sinusoï- 
daux de l’exmple 95 leurs équivalents sinusoïdaux et trouver l'angle 
de déphasage qe entre eux. 

Solution. La valeur efficace de la tension sinusoïdale est U — 
= 18,55 V. 

Valeur efficace du courant sinusoïdal 1 — 2.31 À; 


35,9 


COMTE Bono or 


— 0,828; œpe— 34°, 

$S 179. Particularités du fonctionnement des systèmes triphasés du 
fait des harmoniques d’ordres multiples de 3. Les forces électromotrices 
de chaque phase d’un transformateur triphasé ou d’un alternateur tri- 
phasé sont souvent non sinusoïdales. Chacune des F.E.M. (e4, e5, ec) 
reproduit la forme des deux autres, mais avec un déphasage d’un tiers 
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de période (+) et peut être décomposée en harmoniques. En général 


il n'existe pas de composante continue. 
Soit l’harmonique À de la F.E.M. de la phase À: 


Ca = Em Sin (ROf + 3). 
Du fait que la F.E.M. de la phase B est en retard de + sur la F.E.M. 


de la phase À, et que la F.E.M. de la phase C est en avance de + sur 


la F.E.M. de la phase À, les harmoniques d'ordre & des F.E.M. des 
phases. B et C sont respectivement : 


exp = Em Sin [#0 (4-7) + x | = Em Sin (koË — 120°k + 1h1) : 
€8c — Exm Sin | ko (+5) Ye | = Em Sin (koË + 120°k + 1x) : 


T 2n T 27 o 

Si k prend les valeurs 1, 4, 7, 10, l’harmonique d'ordre À de la F.E.M. 
de la phase B retarde de 120° sur l’harmonique & de la F.E.M. de la 
phase À. Par conséquent, les harmoniques d’ordre 1, 4, 7 et 10 forment 
un système polyphasé direct (voir $ 154 pour la définition du système 
polyphasé direct). | | 

Si & = 2, 5, 8, 11, l’harmonique d'ordre k de la F.E.M. de la phase 
B est en avance de 120° sur I harmonique d’ordre k de la phase À. Par 
conséquent, les deuxième, cinquième, huitième harmoniques, etc. for- 
ment un système polyphasé inverse. 

Les harmoniques d'ordres multiples de 3 (k — 3, 6, 9, . . .) forment 
un systéme homopolaire, c’est-à-dire que les troisièmes harmoniques 
de toutes les trois phases sont en phase (3-120° — 360°): 


E3A = Esp = E3C — ape sin (3œf + 13) : 


les sixièmes harmoniques sont également en phase, etc. 

Le fait que les troisièmes harmoniques de toutes les trois phases sont 
en phase est confirmé à l’aide de la fig. 220: | 

Sur cette figure, les F.E.M. e4, e», ec représentent les F.E.M. des 
trois phases d’un alternateur triphasé. Elles ont une forme rectangu- 
laire et sont déphasées les unes par rapport aux autres d’un tiers de 
période de la fréquence fondamentale. 

Les premier et troisième harmoniques de chaque F.E.M. sont repré- 
sentés sur la même figure. On voit que les troisièmes harmoniques sont 
effectivement en phase. 

Discutons maintenant Îles particularités du fonctionnement des 
systèmes triphasés, dues aux harmoniques multiples de 3. 

1. Lorsque les enroulements d’un alternateur triphasé ou d'un trans- 
formateur triphasé sont couplés en triangle (fig. 221, a), ces enroule- 
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ments sont parcourus par des courants des harmoniques d'ordres mul- 
tiples de 3, même en l’absence d’une charge ‘extérieure. 


1 


_PRASE À 


Phase 8 


Phase € 


Fig. 220 


La somme algébrique des troisièmes. harmoniques des F.E.M. est 
égale à 3E, pour un couplage en triangle *. Désignons par Z: l’impédance 


)) 


Fig. 221 


de l’enroulement de chaque phase pour le troisième harmonique ; on peut 
écrire alors que le courant du troisième harmonique dans un triangle est 


3Es _ Es, 
DZ) Ze! 
de même le courant pour le sixième harmonique 


li 


* Cependant la somme algébrique des premiers harmoniques des F.E.M., ainsi 
que de tous les harmoniques des F.E.M. non multiples de 3, est nulle et, par con- 
séquent, aucun courant dû aux harmoniques énumérés ne circule dans un triangle 
fermé en l’absence de charge. 
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où Eç — la valeur efficace du sixième harmonique de la F.E.M. de phase, 
Zs — impédance de la phase pour le sixième harmonique. 

La valeur efficace du courant circulant dans un triangle fermé du 
circuit de la fig. 221, a est 


I=VR+R ++... 
2. Si les enroulements d’un alternateur triphasé ou d’un transfor- 


mateur triphasé sont couplés en triangle ouvert (fig. 221, b) et en pré- 
sence dans les F.E.M. des phases des harmoniques multiples de 3, nn 


Fig. 222 


obtient aux bornes mn une tension égale à la somme des F.E.M. des 
harmoniques multiples de 3: 


Umn = 3E 3m Sin (8@f + 13) + 3Egm Sin (6@f + Wÿ6) + ... 
Un voltmètre branché au circuit de la fig. 221, b indique 
U=3V E+E +... 

8. 11 n'existe pas d’harmoniques d’ordres multiples de 3 dans la 
tension de ligne, que les enroulements de l’alternateur ou du transfor- 
mateur soient couplés en étoile ou en triangle. 

Démontrons cette troisième propriété pour le cas de marche à vide 
d’un alternateur ou d’un transformateur, c’est-à-dire en l'absence d’une 
charge extérieure. Toutefois, cette propriété est vraie même en présence 
d'une charge. | 

Examinons d’abord un couplage en triangle (fig. 221, a). Désignons 


par Pas le potentiel du point À et par æ»3 le potentiel du point B, pour 
le troisième harmonique; nous avons alors 


Pas == Da Ext las. 


Mais E; — 1323 et, par conséquent, Pas = 83. 

Pour un couplage en étoile (fig. 222) la tension de ligne du troisième 
harmonique est égale à la différence des tensions de phase correspon- 
dantes. Du fait que les troisièmes harmoniques des tensions de phases 
sont en phase, il faut les déduire lorsqu'on calcule cette différence. 

Toutes les harmoniques peuvent être présentes dans une tension de 
phase (mais il n’y existe pas habituellement de composante continue). 
Par conséquent, la valeur efficace d’une tension de phase est: 


DEV EDR IUU SE... 
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Les harmoniques d'ordres multiples de 3 sont absents dans la tension 
de ligne de la fig. 222 et, par conséquent, 


U,=VBVU HU TUE. 
Le rapport T< V3, s'il existe des harmoniques d'ordres multi- 
P 


ples de 8. 

4, Lorsque l'alternateur et une charge uniforme sont couplés en 
étoile et en l'absence du conducteur neutre, les courants homopolaires 
des harmoniques du troisième et d’autres ordres supérieurs ne peuvent 
circuler dans les conducteurs de ligne (ceci a été examiné en détail au 
$ 152). Par conséquent, la tension suivante agira entre les points neutres 
du récepteur 0’ et de l’alternateur © (fig. 223 pour Zo — o) 


Uo'0 = Egm Sin (3@{ 13) + Egm Sin (6@£ + V6) + ... 
Sa valeur efficace est 
RAT, Edo 
Üo'o= SE Se A .. 


5. Si pour un couplage étoile — étoile et pour une charge uniforme 
des phases on désigne par Z:1: l’impédance de la charge pour le troi- 
sième harmonique et par Zo: l’impédance du conducteur neutre pour 
le troisième harmonique également (fig. 223), le courant du troisième 
härmonique circulant dans le conducteur neutre est: 


Chacun des trois conducteurs de ligne sera parcouru par un courant 


— | a 
de troisième harmonique égal à À. 


On trouve d’une manière analogue les courants pour les autres 
harmoniques d'ordres multiples de 3. 

Exemple 97. Soit la valeur instantanée de la tension de la phase 
À d’un alternateur triphasé : 


ua — 127 sin (wf + 10°) + 30 sin (3wf + 20°) + 20 sin (1 lof + 15°) V. 


On dernande d’écrire la valeur instantanée de la tension de ligne u4», 
l'alternateur étant couplé en étoile. 

Solution. Il n'y a pas de troisième harmonique dans la tension 
de ligne. | 

Les premiers harmoniques des phases À et B sont déphasés de 120°. 
Par conséquent, la tension de ligne U, 4 du premier harmonique est de 
V3 fois plus grande que la tension de phase du premier harmonique 


U À et elle est en avance de 30° sur ce dernier. 
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Le onzième harmonique (pour un ordre inverse de phase) de la tension 
de ligne est en retard de 30° sur le onzième harmonique de la tension de [a 


phase À ; il est ÿ/3 fois plus grand que ce dernier 
uar = 127 V3 sin (œr + 40°) + 20 1/3 sin (1 lof — 15°) V. 


Exemple 98 Soit la F.E.M. de la phase À du circuit de la 
fig. 224: e, — 170 sin of + 80 cos 3wf + 34cos Jof V; R — 99; 
oL = 2Q, | 


Fig. 224 Fig. 225 


Calculer les valeurs indiquées par tous les appareils de mesure, qui sont 
tous du système électrodynamique. 
Solution. Valeur efficace de la F.E.M. 


E;=-0 = j91V: E=56,5V: Es= 24,9 V. 


Fo 
Premier harmonique du courant circulant dans le conducteur de ligne 
li — “4 22h — 15,2 À. 


VRi+orR 92 
Le voltmètre V, indique 
V E+ Ei+ E* = 136 V. 
Le voltmètre V, indique 
LR: = 138,29 — 118,5 V. 
Le voltmètre V, indique 
V 3.118,5 = 205 V. 
Le voltmètre V, indique 
1,0L = 26,4 V. 
Et, enfin, le voltmètre V, indique 
V'Ei+ Eî= 62,3 V. 
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Exemple 99. La F.E.M. de chaque phase de l’alternateur 
(fig. 225) varie suivant une loi trapézoïdale: a, — 220 V, a = 10°. 

La charge est uniforme; R = 6Q; oZ = 0,59; = 129. 

Ecrire la valeur instantanée du courant dans le conducteur neutre, 
en négligeant les harmoniques du courant d'ordres supérieurs au septième. 

Solution. En partant du tableau {voir p. 231) écrivons le déve: 
loppement en série d'une F.E.M. trapézoïdale 


EA = “En (sin œ Sirt @£ ++ sin 30 sin 3 + 
+ — & sin oc sin bof +2 sin 7asin Twt) , 
ou 
ea= 2 (sin 10° sin ot ++ sin 30° sin Bof + 
TK 
18 


A 35 Sin 50° sin Soi + sin 70° sin 7wf). 
Par conséquent, 
— 274 sin of + 89,3 sin 3œf + 49,5 sin of + 30,9 sin 7of. 


Seul le troisième harmonique du courant circule dans le conducteur 
neutre 


. Ë 89,3 
ls=—— << —: E=—= = 63,3 V ; 
ü Zos+ 2. V2 


Zos= 1,5j; Zens=6—4j; FM = 2— j1,85 ; 


68,3 __j4°40" 
Los = Ï 5j+2— ji, 33 — 31 ,8e d À. 


Valeur instantanée du courant 03 — 44,8 sin (3w/—4°40") À. 
$ 180. Battements. Le phénomène oscillatoire, résultant de l’addition 
de deux oscillations sinusoïdales de même amplitude À et de pulsations 
o1 et w2 peu différentes mais non égales, donne lieu à une oscillation, 
appelée battement. 
Soit 
f (#) = À sin @if + À sin @of. 
Utilisons la transformation trigonométrique connue 
sina-+sinf—2cos sin EE . 
Par conséquent, f({) peut être écrit comme suit: 
Î (#) = 24 cos Qf sin œf, 
où 
_ M1 0 _ DT O2 
= —< et DE ———* (Q  o), 
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La courbe de l’oscillation résultante est représentée sur la fig. 226. 
L’amplitude de cette oscillation varie suivant la loi 24 cos Q {. L’enve- 
loppe des oscillations est représentée en pointillé. 

Le phénomène de battements découlant de l’addition de deux oscillations 
sinusoïdales, à amplitudes égales et à fréquences peu différentes (mais non égales), 


est utilisé en pratique à plusieurs fins différentes, en particulier pour constater 
que les oscillations ajoutées n’ont pas les mêmes fréquences. 


$ 181. Oscillations modulées. En téléphonie et en radiotechnique on 
utilise très largement des oscillations modulées. On appelle oscillation 
modulée f ( = À sin (@f + #) une oscillation pour laquelle l’ampli- 
tude À, la fréquence & et la phase 4, ou toutes ces trois valeurs simul- 
tanément, varient dans le temps. 


Enveloppe 
ne Dpp 


À Enveloppe MAy 
Tr: 


AJ 
F 
: __ # 


Fig. 296 Fig. 227 


L’oscillation pour laquelle l’amplitude À varie seule, tandis que la fré- 
quence angulaire © et la phase 1 restent invariables, est appelée oscil- 
lation modulée en amplitude. 

L’oscillation dont la fréquence angulaire &w varie seule, tandis que 
l'amplitude À et la phase y restent invariables, est appelée oscillation 
modulée en fréquence. 

L'’oscillation pour laquelle la phase + varie seule, tandis que l’ampli- 
tude À et la fréquence angulaire « restent invariables, est appelée oscil- 
lation modulée en phase. 

L’oscillation modulée en amplitude la plus simple est une oscilla- 
tion dont l’amplitude est modulée suivant une loi sinusoïdale: 


Î @) = Ào (1 + m sin Qf) sin (œ@t +), 
à Q < ©; m— taux de la modulation; en général m< 1. 
La courbe de ces oscillations est représentée sur la fig. 227. L'’en- 


veloppe de la courbe est tracée en pointillé. 
Si on fait appel à l’identité, bien connue en trigonométrie, sin @ 


sin B = cos (a — B) —+ cos (a + B),l'oscillation Ao (1-+m sin Qi) 


sin (w{ + +) peut être écrite sous la forme de somme des trois oscilla- 
tions 


f (6) = Ao sin (ot +1) + 22 cos [(w — Q)£ + 1] — 
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220 cos [(w + Q)é +1. 


La fréquence angulaire w est appelée porteuse et les fréquences (© — Q) 
et (© + @) sont appelées fréquences latérales. 

Exemple 100. Décomposer la fonction f(f) — 20 (1 - 
+ 0,6 sin 10°?) sin 10%f en ses composantes. 


Solution. w —@ = 99-10; © + Q = 101-107; #06. 
Par conséquent, 
 (#) = 20 sin 1054 +6 cos (99: 1034) — 6 cos (101 1054). 


$S 182. Calcul des circuits linéaires, soumis à l’effet des oscillations 
modulées. Les courants et les tensions engendrés dans un circuit électrique 
linéaire sous l'effet des oscillations modulées sont calculés en décompo- 
sant les oscillations, en calculant les courants et les tensions dus 
à chaque composante séparément et en additionnant ensuite les courants 
et les tensions ainsi trouvés conformément au principe de la superpo- 
sition. | | 


CHAPITRE IX 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES NON LINÉAIRES 
À COURANT ALTERNATIF 


$ 183. Définition des circuits électriques non linéaires à courant 
alternatit. On appelle circuits électriques non linéaires à courant alter- 
natif les circuits électriques à courant alternatif, comprenant une ou 
plusieurs résistances non linéaires. 

$ 184. Répartition des résistances non linéaires en trois groupes prin- 
cipaux. [Il a été indiqué dans la première partie de ce cours que non 
seulement les résistances actives, mais également les inductances et 
les capacités s'opposent à la circulation du courant alternatif. Par con- 
séquent, les résistances non linéaires en courant alternatif peuvent être 
subdivisées en trois groupes essentiels: groupe des résistances actives 
non linéaires, groupe des réactances inductives non linéaires et groupe 
des réactances capacitives non linéaires. Chacun de ces groupes peut 
être subdivisé à son tour en deux sous-groupes : résistances contrôlables 
et non contrôlables. 

Les résistances non linéaires contrôlables sont en général celles qui 
possèdent une ou plusieurs électrodes (bornes) de commande ou enroule- 
ments de commande, intercalés dans le circuit ou les circuits de comman- 
de, en agissant sur le courant ou la tension desquels on peut contrôler 
la résistance intercalée dans le circuit principal. En l’absence d’électrodes 
ou d’enroulements spéciaux de commande, le courant ou la tension 
de commande peuvent agir sur la résistance non linéaire par l’intermé- 
diaire des électrodes ou des enroulements du circuit principal. 

$ 185. Généralités sur les résistances actives non linéaires. Les résistan- 
ces actives non linéaires contrôlables les plus répandues sont les tubes 
à trois électrodes (et plus) et les triodes à cristal (les transistors). Les 
propriétés, le principe de fonctionnement, les caractéristiques et les 
applications de ces transistors seront examinés aux $$ 210 — 225. 

Parmi les résistances actives non linéaires non contrôlables on peut 
citer l’arc, les redresseurs à oxyde de cuivre et au sélénium, les thyri- 
tes et les vilites, les thermistances, les barretters, les lampes à incan- 
descence, etc. Leurs propriétés essentielles et leurs caractéristiques cou- 
rant-tension ont été examinées au deuxième chapitre. 

En plus de la classification des résistances actives non linéaires 
en résistances contrôlables et non contrôlables, elles peuvent être égale- 
ment classées suivant le taux d'influence de la température de leur 
échauffement, dû au courant circulant dans la résistance, sur la forme 
de la caractéristique courant-tension. | 

Du fait que les phénomènes thermiques (ceux d’échauffement et 
de refroidissement) sont des phénomènes ayant une certaine inertie, 
les résistances dont la non-linéarité des caractéristiques courant-tension 
dépend entièrement des variations de la température, provoquées pur 
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l’échauffement par le courant circulant dans la résistance, sont appelées 
résistances à grande inertie. 

Les résistances dont la non-linéarité des caractéristiques courant- 
tension dépend d'autres phénomènes (non thermiques) sont appelées 
résistances sans inertie *. 

Les représentants les plus typiques de la catégorie des résistances 
à grande inertie sont les lampes à incandescence, les thermistances et 
les barretters. Parmi les résistances les plus typiques de la catégorie 
des résistances sans inertie on peut citer les tubes électroniques, ainsi que 
les diodes et les triodes à cristal (les transistors). 


Si la constante du temps de l'échauffement d'une résistance à grande inertie 
est nettement plus grande que la période du courant alternatif, la valeur de la 
résistance au cours d’une période du courant alternatif reste pratiquement constan- 
te et dépend non pas de la valeur instantanée du courant alternatif, mais de sa 
valeur efficace. Si on applique à une résistance non linéaire à grande inertie une 
tension sinusoïdale (à condition que la constante du temps de l’échauffement de 
cette résistance soit nettement plus grande que la période de la tension sinusoïda- 
le), le courant circulant dans cette résistance est pratiquement sinusoïdal. 

On peut dire ainsi que les résistances non linéaires à grande inertie occupent 
une place intermédiaire entre les résistances linéaires et non linéaires. Elles se 
rapprochent des résistances non linéaires du fait que leur résistance est fonction 
de la valeur efficace du courant et elles se rapprochent des résistances linéaires 
parce qu’eñ régime permanent leur résistance aux différents instants à l’intérieur 
d’une période de la F.E.M., agissant sur le circuit dont elles font partie, reste pra- 
tiquement constante. 


S 186. Généralités sur les réactances inductives non linéaires. On 
appelle réactances inductives non linéaires ou, plus simplement, induc- 
tances non linéaires les bobines d’inductance enroulées sur des noyaux 
à circuit magnétique fermé en matériau fer- 
romagnétique, pour lesquelles, le flux magnétique 
dans le noyau varie en fonction du courant 
circulant dans la bobine suivant une loi non 


linéaire. La réactance inductive opposée par ere 
ces bobinés au passage d’un courant alternatif dns ‘| 
n’est pas constante; elle dépend de la valeur ü) b) 
de ce courant alternatif. Fig. 998 


Les inductances non linéaires sont classées 
en inductances contrôlables et non contrôlables; 
mais la classification en inductances sans inertie et en inductances 
à grande inertie ne s'applique pas dans ce cas, car leur non-linéarité 
dépend des propriétés du matériau ferromagnétique et non pas de l'effet 
thermique. 

Dans un schéma électrique une inductance non linéaire est repré- 
sentée soit sous forme d’un noyau fermé, portant un enroulement 
(fig. 228, a) , soit sous forme d’une inductance avec deux traits parallé- 
les à côté (fig. 228, b). 

Les noyaux des inductances non linéaires, utilisées pour des fré- 
quences relativement basses, sont habituellement de deux types : noyaux 
en paquets ou ceux en spirale. Les noyaux en paquet sont constitués 


* Il serait plus exact de les appeler résistances à très faible inertie. 
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par des plaques minces en matériau ferromagnétique de forme annulaire, 
en II ou en LI. 

Les noyaux en spirale sont constitués par un ruban ferromagnétique 
fin, enroulé en spires serrées. Leur forme rappelle celle d’un spiral de 
montre. 

Les plaquettes d’un noyau en paquet et les diverses spires d’un noyau 
en spirale sont isolées les unes des autres par un vernis émail, du verre 
soluble ou toute autre substance isolante, et étuvées ensuite. Un tel 
isolement est nécessaire pour réduire les pertes d'énergie par courants 
de Foucault dans les noyaux (voir $ 187). 

Les pertes dans les tôles augmentent très rapidement avec l'élévation 
de la fréquence et, par conséquent, les noyaux appelés à fonctionner 
à haute fréquence sont habituellement exécutés en ferrite (pour les pro- 
priétés des ferrites voir $ 48 de la premiére partie de ce cours). 

$ 187. Pertes par courants de Foucault dans les noyaux des inductances 
non linéaires. Lorsqu'une bobine à noyau en fer est parcourue par un 
courant alternatif, un flux magnétique variable se trouve engendré dans 
ce noyau. Des courants de Foucault prennent naïis- 
sance dans les tôles du noyau sous l'effet du flux 
magnétique variable. Une tôle d'un tel noyau est 
représenté sur Ja fig. 229. Supposons que le flux 
magnétique soit dirigé vers le haut lorsqu'il augmente 
(le Jong de la tôle). Conformément à la loi de 
l'induction électromagnétique, une F.E.M. se trouve 
induite dans la tôle dans le plan perpendiculaire 
au flux magnétique. Cette F.E.M. donne naissance 

Fig. 229 à un courant appelé courant de Foucault. La maille 

du circuit le long de laquelle se ferme le courant de 

Foucault est représentée en pointillé sur la fig. 229. Suivant la loi de 

Lenz les courants de Foucault tendent à créer un flux opposé à celui qui 
les a engendrés.  . 

Les pertes d'énergie par courants de Foucault dans une tôle sont 
proportionnelles au carré de la F.E.M. induite dans les circuits magné- 
tiques en tôles et inversement proportionnelles à la résistance de ce 
circuit. Les forces électromotrices induites dans les circuits, le long 
desquels se ferment les courants de Foucault; sont proportionnelles 
à l'épaisseur A de la tôle lorsque cette épaisseur est constante, à l’ampli- 
tude de l’induction et à la fréquence. À son tour la résistance de chaque 
maille du circuit est proportionnelle à son périmêtre et à la résistivité 
du matériau. Pour b > A le périmêtre du circuit est pratiquement indé- 
pendant de l'épaisseur de la tôle. Par conséquent, les pertes d'énergie par 
courants de Foucault sont proportionnelles au carré de l’amplitude de 
l'induction, au carré de la fréquence et au carré de l’épaisseur de la tôle. 

On peut donc réduire les pertes par courants de Foucault dans uñ 
noyau feuilleté de deux manières suivantes: 1) soit par l'exécution du 
noyau en tôles fines, isolées les unes des autres (comme ceci a été indi- 
qué au $ 186); 2) soit par addition au matériau ferromagnétique des. 
impuretés favorables augmentant sa résistivité. 
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Pour une fréquence de 50 Hz l’épaisseur des tôles est habituellement 
comprise entre 0,35 et 0,5 mm; pour les hautes fréquences elle peut 
être ramenée à 0,005 mm. 

En plus des pertes par courants de Foucault il existe également dans 
un noyau des pertes hystérétiques. 

$ 188. Pertes hystérétiques. Il a été indiqué au $ 46 de la première 
partie de ce cours qu’un phénomène d’hystérésis se manifeste dans un 
matériau ferromagnétique. La surface de la boucle d’hystérésis, exprimée 
en coordonnées B, H (B — induction, À — intensité du champ), carac- 
térise l’énergie dégagée par unité de volume d’un matériau ferromagné- 
tique pendant une période de courant alternatif (pendant une inversion 
du sens d’aimantation). Les pertes hystérétiques dans un noyau sont 
proportionnelles au volume de ce noyau, à la première puissance de la 
fréquence du courant et à la surface de la boucle d’hystérésis. Elles 
ne dépendent pas de l'épaisseur des tôles *. 

$ 189. Schéma équivalent d’une inductance non linéaire. Pour les 
besoins de calcul on peut représenter l’inductance non linéaire de Ja 
fig. 228, a sous forme du schéma de la fig. 230, a. Sur ce schéma une 


B 


Fig. 231 


résistance RAhr. est branchée en parallèle à une inductance non linéaire 
idéalisée (sans pertes), les pertes dans cette résistance simulant les per- 
tes hystérétiques d'énergie et les pertes par courants de Foucault; la 
résistance active de l’enroulement lui-même R.,. est branchée en série 
avec l’inductance ; U — tension aux bornes de la résistance non linéaire. 

Comme nous l’avons déjà dit, les pertes d'énergie par hystérésis 
et courants de Foucault P,#r. dépendent des propriétés du matériau 
ferromagnétique et de l'épaisseur des tôles du noyau. 

Si le noyau est en matériau magnétique de mauvaise qualité les per- 
tes dans ce noyau sont assez importantes, la résistance R:.r, est rela- 


tivement faible et le courant /;,r — _ peut être commensurable 
h.F'. 


avec le courant /, circulant dans une inductance non linéaire idéalisée 
(sans pertes) ; il faut alors tenir compte dans les calculs, de la branche 
à résistance Ra.r. 


* On.ne tient pas compte du phénomène pelliculaire (voir troisième partie 
de ce cours). 
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Par contre, si le noyau est fabriqué en tôles fines d’un matériau 
magnétique doux de haute qualité, les pertes dans un tel noyau sont 


faibles, la résistance R:r. = P est grande et, par conséquent, 
R.F, 


on peut négliger la branche comportant cette résistance. 

Souvent on admet une autre simplification encore, à savoir, on 
suppose que la résistance active de l’enroulement R.,. soit si faible 
qu'on peut négliger la chute de tension dans cette résistance. On a eu 
recours souvent à une simplification similaire lors du calcul des induc- 
tances linéaires. Sous ces réserves, la résistance d’une bobine à noyau 
d'acier devient purement inductive (le schéma équivalent approprié est 
représenté sur la fig. 230, b). 

L'utilisation du schéma équivalent de la fig. 230, b à la place du 
schéma équivalent de la fig. 230, a s'explique par le désir de simplifier 
les calculs des circuits, en tenant compte seulement de l'effet fondamen- 
tal utile non linéaire, à savoir de la dépendance non linéaire entre l’in- 
duction B et l'intensité du champ # et en négligeant l'effet secondaire 
nuisible, à savoir les pertes dans le noyau, dues à l'hystérésis et aux 
courants de Foucault. 

Dans un phénomène périodique on tient compte de la non-linéarité 
entre B et H en utilisant pour les calculs une courbe dont les abscisses 
sont égales à la demi-somme des abscisses des branches ascendante et 
descendante de la boucle d’hystérésis limite (fig. 231). 

$ 190. Généralités sur les condensateurs non linéaires. Dans les con- 
densateurs ordinaires, les armatures sont séparées par des substances 
dont la permittivité est indépendante du champ électrique. Pour ces 


L.<E 
a) b) 


Fig. 232 Fig. 233 Fig. 234 


substances la valeur instantanée de la charge à l’une des armatures en 
fonction de la valeur instantanée de la tension entre les armatures (la 
caractéristique charge-tension) est une droite (fig. 232), et leur capa- 
cité ne dépend pas de la tension #. Pour les condensateurs non linéaires 
la fonction g — f (u) n’est pas linéaire (fig. 234). 

On appelle parfois « varicondes » les condensateurs non linéaires. 

L'espace entre les armatures d’un condensateur non linéaire est 
rempli de seignettodiélectrique. On appelle seignettodiélectriques les 
substances ‘dont la permittivité est fonction du champ électrique. La 
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dénomination commune de seignettodiélectriques est affectée à ses 
substances parce que les propriétés en question ont été constatées pour 
la première fois pour les cristaux du sel de Seignette. 

Dans les schémas électriques les varicondes sont représentés sous 
forme de condensateurs, pour lesquels l’espace entre les armatures est 
hachuré en biais (fig. 233, à). 

Les seignettodiélectriques, de même que les substances ferromagné- 
tiques sont sujettes à l’hystérésis. On appelle hystérésis électrique 
(diélectrique) le phénomène de retard de la variation du déplacement 
électrique D sur les variations du champ Æ. De même que ceci a lieu pour 
les substances ferromagnétiques, la surface de la boucle d’hystérésis en 
coordonnées D, Æ caractérise les pertes hystérétiques diélectriques par 
l’unité du volume du seignettodiélectrique pendant une période de varia- 
tion de E. 

En plus des pertes hystérétiques il existe également dans les varicon- 
des des pertes dues au fait que la conductivité du seignettodiélectrique 
n'est pas nulle, ainsi qu'à certaines autres causes. 

Le schéma équivalent d’un variconde (fig. 233, b) est tracé sous forme 
d’un variconde idéalisé (sans pertes) et d'une branche à résistance active 
Ro.n, couplés en parallèle; les pertes dans la résistance R, x simulent 
pour les besoins du calcul les pertes actives dans le variconde. 

L'existence des pertes dans les varicondes est un phénomène parasite 
nuisible. La boucle d’hystérésis correspondant est d'autant plus étroite 
et les pertes par boucle sont d’autant plus faibles, que les propriétés 
du seignettodiélectrique sont meilleures. Pour faciliter l’étude des 
propriétés des circuits électriques comprenant des varicondes, on néglige 
habituellement l’hystérésis et les pertes et on représente la fonction 
g = f (u) sous forme de la courbe en pointillé de la fig. 234. Les abscis- 
ses de cette courbe sont égales à la demi-somme des abscisses des branches 
ascendante et descendante de la boucle d’hystérésis limite. Ce n’est que 
dans l'étude des circuits dont le fonctionnement même repose sur le 
phénomène d’hystérésis comrrie par exemple, lors de l'analyse du fonc- 
tionnement de certaines mémoires et calculatrices, qu'il faut tenir 
compte de l'hystérésis. 

$ 191. Résistances non finéaires comme générateurs d’harmoniques 
supérieurs de courant et de tension. Si on branche une résistance non 
linéaire à un générateur de tension sinusoïdale, le courant circulant dans 
cette résistance a une forme non sinusoïdale et, par conséquent, la résis- 
tance non linéaire utilisée joue le rôle d’un générateur d’harmoniques 
supérieurs de courant. Pour s’en assurer, examinons la fig. 235. Sur 
cette figure la courbe / — caractéristique courant-tension de la résis- 
tance, la courbe 2 — tension sinusoïdale à ses bornes, et la courbe 3 — 
courant ?, circulant dans la résistance. 

Pour construire la courbe i = f (wf) attribuons successivement à wf 
les valeurs égales, par exemple, à O, _ : . , + : S: etc. ; pour chacune 
de ses valeurs calculons la tension z, transportons la valeur de u, ainsi 
trouvée, sur la courbe u — f (f} et à l’aide de cette courbe relevons le 
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courant £ à l’instant considéré. Le courant £ ainsi trouvé est porté sur 
la droite des ordonnées qui correspond à l'instant choisi. 

Ces opérations sont indiquées par des flèches sur la fig. 235. On 
construit ainsi, point par point, la courbe 8. Elle a une forme en pointe et 
peut être décomposée en harmoniques. 

De même, si on fait circuler un courant sinusoïdal dans une résis- 
tance non linéaire, la tension aux bornes de cette résistance a une forme 
non sinusoïdale. Les courbes appropriées et la manière de les construire 
sont représentées sur la fig. 236. Par con- 
séquent, une résistance non linéaire joue 
ici le rôle d’un générateur d’harmoniques 
supérieurs de tension. 

Les amplitudes du premier harmonique 
de courant et des harmoniques supérieurs 


L;U 
Fig. 235 Fig. 236 


sont des fonctions non linéaires des amplitudes des harmoniques des 
tensions aux bornes des résistances non linéaires. 

Tout ceci gêne l’analyse et le calcul des circuits non linéaires, mais 
permet en même temps de réaliser à l’aide de ces circuits un certain nombre 
de transiormations et conversions, importantes pour les besoins prati- 
ques et irréalisables en principe à l’aide des circuits électriques linéaires. 

$ 192. Transformations et conversions principales pouvant être réali- 
sées à l’aide des circuits électriques non linéaires. La fig. 237, a repré- 
sente schématiquement un quadripôle qui comprend une ou plusieurs 
résistances non linéaires. Appelons-le quadripôle non linéaire (QNL). 

La fig. 237, b représente un hexapôle non linéaire (HNL). Par rap- 
port au quadripôle il possède deux bornes (pôles) en plus, auxquelles 
on raccorde la source de la tension ou du courant de commande. 

À l’aide des quadripôles ou des hexapôles non linéaires on peut 
réaliser un certain nombre des transformations et conversions très impor- 
tantes, à savoir : | 

1. Convertir le courant alternatif en courant continu. Les disposi- 
tifs permettant de réaliser cette conversion sont appelés redresseurs 
(voir $ 236). 

2. Convertir le courant continu en courant alternatif. Cette conver- 
sion se fait à l’aide de dispositifs appelés autogénérateurs (voir $ 239) 
et onduleurs. | 
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3. Effectuer une multiplication de fréquences, c'est-à-dire obtenir 
à la sortie du quadripôle une tension dont la fréquence est plusieurs 
fois supérieure à la fréquence de fa tension d’entrée. Les quadripôles 
à l’aide desquels on procède à la multiplication de fréquence sont appe- 
lés multiplicateurs de fréquence; les dispositifs doublant la fréquence 
sont appelés doubleurs de fréquence; ceux triplant la fréquence sont 
appelés tripleurs de fréquence, etc. Le principe de fonctionnement du tri- 
pleur de fréquence le plus simple est examiné au $ 233. 


? à 6 : 
Entrée Sortie Entrée Sortie 


Circuit de commande 
a) b) 
Fig. 237 


4, Réaliser la division de la fréquence, c'est-à-dire effectuer ‘une 
opération inverse à sa multiplication. 


Les quadripôles permettant d'effectuer la division de la fréquence 
sont appelés diviseurs de fréquence. La théorie de leur fonctionnement 
ne sera pas examinée dans ce cours. | 

5. Stabiliser la tension ou le courant, c’est-à-dire obtenir à la sortie 
du quadripôle une tension ou un courant qui ne varient pratiquement 
pas même lorsque la variation de la tension d'entrée est importante. De 
tels quadripôles sont appelés stabilisateurs de tension (ou de courant). 
Les dispositifs permettant de réaliser la stabilisation de tension dans 
les circuits à courant continu ont été examinés au deuxième chapitre. 
La stabilisation de la tension à courant alternatif sera examinée 
au $ 245. 

6. Obtenir un effet de basculement. On appelle effet de basculement 
la variation brusque (par saut) de la valeur de sortie pour une faible 
variation de la valeur d'entrée. L'effet de basculement sera discuté aux 
$$ 241 et 244. | | 

7. Comme ceci a déjà été indiqué au $ 181, la modulation est un 
processus à l’aide duquel l'amplitude (la phase ou la fréquence) d’une 
oscillation à haute fréquence, délivrée à l'entrée du quadripôle, est 
transformée de manière que le caractère de ces variations reproduise le 
caractère des variations d'un signal de commände à basse fréquence. 

On obtient ainsi une oscillation à haute fréquence, dont le caractère 
de variation de l’amplitude (de la phase ou de la fréquence) reproduit 
le caractère de variation du signal de commande à basse fréquence. 

Les dispositifs permettant de réaliser la modulation sont appelés 
modulateurs. Le principe de fonctionnement d’un de ces modulateurs 
sera discuté au $ 237, 
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8. Réaliser la démodulation. On entend par là le processus de rétablis- 
serment, à partir d’une oscillation modulée à haute fréquence, du signal 
de commande à basse fréquence, ayant servi à moduler cette oscillation. 

Les dispositifs permettant de réaliser la démodulation sont appelés 
démodulateurs ou détecteurs. 

Le dispositif détecteur le plus simple sera examiné au $ 238. 

9. Transformer à la demande la forme de la tension d’entrée. Ainsi, 
par exemple, lorsqu'une tension de forme sinusoïdale est appliquée à 
l’entrée d’un quadripôle non linéaire, on peut obtenir à sa sortie une 
tension de forme rectangulaire et triangulaire. | 

Certains dispositifs utilisés pour ces transformations ont été désignés 
suivant la forme de la tension ou du courant de sortie. Ainsi le trans- 
formateur de pointe est un dispositif permettant de transformer une 
tension sinusoïdale où un courant sinusoïdal, appliqués à son entrée, 
en des impulsions (pointes) de courant ou de tension à sa sortie. Le 
principe de fonctionnement d’un de ces transformateurs de pointe sera 
examiné au $ 234. 

10. Obtenir une amplification de la tension (ou du courant). 

_ On appelle amplification de tension le processus, grâce auquel on 
obtient à la sortie d’un dispositif non linéaire une tension nettement 
supérieure à la tension de commande appliquée à l’entrée de ce disposi- 
tif. La tension de commande peut être une tension continue ou alterna- 
tive. 

Les transformateurs ordinaires permettent également d’amplifier 
la tension; cependant, dans les amplificateurs de tension à résistances 
non linéaires, l’énergie consommée par le circuit de commande peut 
être cent, mille où même plusieurs centaines de milliers de fois plus 
petite que l’énergie à la sortie de l’amplificateur ; par contre, dans les 
transformateurs ordinaîres ces énergies sont sensiblement égales. 

En outre, les amplificateurs de tension à résistances non linéaires 
permettent d’amplifier non seulement une tension alternative, mais 
également une tension continue, et ceci avec une variation progressive 
du gain. L’amplificateur le plus simple d’une tension continue a été 
examiné au $ 4j. 
= 11. Réaliser l’amplification de puissance. On appelle amplification 
de puissance le processus grâce auquel on obtient à la sortie d’un dis- 
positif (dans sa charge) une puissance nettement plus grande que celle 
délivrée au circuit de commande. 

Le dispositif permettant d'obtenir l’amplification de puissance est 
appelé amplificateur de puissance. L’amplificateur de puissance le plus 
simple sera examiné au $ 246. 


Le phénomène d’amplification de puissance demande quelques explications 
complémentaires. L'énergie délivrée à l’entrée d’un amplificateur de puissance 
{à l'entrée du quadripôle de Ia fig. 237, a), fournie par une source de signal se 
trouvant en dehors du quadripôle, est dépensée pour la commande du régime de 
fonctionnement de la résistance non linéaire faisant partie du quadripôle. 

: L'énergie dégagée dans la charge est fournie par une source toute différente, 
se trouvant soit à l’intérieur du quadripôle examiné, soit branchée à la sortie du 
quadripôle, en série avec la charge. 
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Lorsqu'on parle de l’amplification de puissance, on. veut dire que l’accrois: 
sement de la pussance dégagée dans la charge est plus important que l’accroissement 
de la puissance utilisée pour modifier le régime de fonctionnement de la résistance 
non linéaire. 


12. Réaliser une transformation exponentielle ou logarithmique 


de la tension et du courant d'entrée. 
Les transformations non linéaires de cette nature ont été examinées 


au deuxième chapitre de ce cours (voir $ 37 et 38). 

En plus des transformations énumérées ci-dessus on peut réaliser 
à l’aide des circuits électriques non linéaires encore d’autres transforma- 
tions non linéaires. On peut mentionner parmi elles, par exemple, le 
changement progressif de fréquence à l’aide de quadripôles et d’hexapô- 
les non linéaires, ne comportant pas de pièces mobiles. 

Les dispositifs non linéaires sont largement utilisés pour réaliser 
par voie électrique la multiplication de deux, trois fonctions ou plus 
(voir $ 37 de la première partie de ce cours), ainsi que dans les calculatri- 
ces et mémoires électriques. 


Pour certaines transformations énumérées dans le présent paragraphe (con- 
version du courant continu en courant alternatif et vice versa, modulation et 
démodulation, amplification du courant, de la tension et de la puissance) sont 
réalisées à l’aide de dispositifs non linéaires et sont appelées de ce fait transtorma- 
tions non linéaires; cependant, dans certaines conditions déterminées et dans une 
plage relativement restreinte des variations de la grandeur d'entrée, on peut 
obtenir une variation de l’amplitude (en valeur efficace ou moyenne) de la gran- 
deur de sortie en fonction de l'amplitude (en valeur moyenne ou efficace) de la 
grandeur d'entrée suivant une. loi pratiquement linéaire. 

En dehors de cette plage, les variations de la grandeur de sortie en fonction 
de la grandeur d’entrée sont plus ou moins (et parfois très nettement) non linéaires. 

Pour beaucoup d’autres types de convertisseurs (comme par exemple pour 
les convertisseurs logarithmiques ou exponentiels) la grandeur de sortie ne peut 
varier en fonction de la grandeur d’entrée suivant une loi linéaire, car ceci serait 
en contradiction avec la destination et le principe même de fonctionnement des 
convertisseurs de ce type.  . | 

Dans les cas où la grandeur de sortie est une fonction linéaire ou sensiblement 
linéaire de la grandeur d'entrée, on essaie en général de choisir. un régime de fonc- 
tionnement du convertisseur de manière à utiliser justement le tronçon de caracté- 
ristique linéaire. | 

On agit ainsi, en particulier lorsqu'on utilise les amplificateurs électroniques, 
à cristaux ou magnétiques de courant, de tension ou de puissance. 


$ 193. Certains phénomènes physiques, observés seulement dans les 
circuits non linéaires. Dans les circuits électriques à courant alternatif 
comprenant des inductances non linéaires et des capacités linéaires, 
ou des capacités non linéaires et des inductances linéaires, ou enfin des 
inductances non linéaires et des capacités non linéaires, on peut observer 
dans certaines conditions déterminées (mais non pas dans toutes Îles 
conditions) des phénomènes physiques qui ne peuvent avoir lieu dans 
les circuits linéaires *. Il existe beaucoup de phénomènes de cette nature. 


* Nous avons en vue ici les circuits linéaires « ordinaires », dont les paramè- 
tres ne varient pas en fonction du temps. | 

Les circuits linéaires à paramètres variables en fonction du temps sont exa: 
minés dans l’appendice A. 
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Nous nous bornerons à un examen succinct des plus importants d'entre 
eux. 

Parmi ces phénomènes on peut citer : 

1. L'apparition dans un circuit d’oscillations intenses suivant un 
harmonique supérieur, lorsque cet harmonique n'existait pas dans la 
tension d'entrée. 

Dans les circuits linéaires des oscillations intenses suivant un har- 
monique supérieur ñe peuvent avoir lieu qu'en présence de cet harmo- 
nique dans la tension d’entrée et elles ne peuvent nullement se manifester 
si l’harmonique en question n’est pas présent dans la tension d'entrée. 

2. Apparition des oscillations à harmoniques inférieurs. 

On appelle harmonique inférieur ou partiel un harmonique dont 
ja fréquence est un sous-multiple de la fréquence de la source de F.E.M. 

Les oscillations à harmoniques inférieurs sont des oscillations à la 
fréquence de l’une de ces harmoniques. Elles ont lieu le plus souvent 
à des fréquences _ 
de F.E.M.) 

3. Apparition dans un circuit des oscillations à un harmonique, 


z m « à : 
dont la fréquence est —-&, Où M et n7 — nombres entiers (6 — toujours 


0) 0) r . 
3 +8 :€tc. (w — fréquence angulaire de la source 


la fréquence de la source de F.E.M.). 

4. Dépendance du caractère du régime permanent dans un circuit non 
linéaire à courant alternatif de l’état du circuit, avant l'établissement 
de ce régime, ainsi que de la phase initiale de la source de F.E.M. ali- 
mentant ce circuit. | | 

‘Ce phénomène peut être observé dans les circuits électriques non 
linéaires dans les zones de basculement, dont il a été question au para- 
graphe précédent. Du fait de ce phénomène l’un des deux régimes pos- 
sibles peut s'établir dans un circuit non linéaire résonnant, lorsqu'on 
le branche à une source de F.E.M. L’apparition de l’un ou l’autre de ces 
deux régimes possibles dépend de la phase initiale du générateur et de 
l’état du circuit avant son branchement (voir $ 241). 

5. Apparition de l’automodulation. 

L'automodulation est un phénomène de variation périodique ou 
quasi-périodique des amplitudes des courants et des tensions dans les 
circuits électriques non linéaires, sans que ces circuits subissent l’action 
d’un facteur extérieur de modulation quelconque autrement dit, sans 
qu'ils subissent l’action d’un signal à basse fréquence. | 

Les phénomènes physiques énumérés ci-dessus ont lieu dans les 
circuits résonants seulement dans une plage de variation des paramètres 
strictement déterminée pour chaque circuit. 

Les plages de variation des paramètres sont en général telles, que 
ces phénomènes ne sont observés en pratique que très rarement. 

$ 194. Classification des résistances non linéaires d’après la nature 
de symétrie de leurs caractéristiques par rapport aux axes des coordonnées. 
En plus de la classification des résistances non linéaires en résistan- 
ces actives, inductives et capacitives, contrôlables et non contrôlables 
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{et la classification des résistances actives en résistances sans inertie 
et à grande inertie}, les résistances non linéaires peuvent être également 
classées suivant une autre propriété encore, à savoir d’après la nature 
de la symétrie de leurs caractéristiques en tant que valeurs instanta- 
nées par rapport aux axes des coordonnées. 

Soit x et y deux grandeurs caractérisant le régime de fonctionne- 
ment d’une résistance non linéaire. Désignons par x la grandeur portée 
en ordonnées d’un système cartésien de coordonnées et par y la grandeur 
portée en abscisses. Les caractéristiques, pour lesquelles la condition 
—y (—x) = y (x) est satisfaite sont appelées caractéristiques symétri- 
ques ; les caractéristiques qui ne satisfont pas à cette condition, sont 
appelées caractéristiques dissymétriques. 

Les caractéristiques symétriques sont celles des inductances non 
linéaires et des capacités non linéaires, et parmi les résistances actives, 
les thyrites et les vilites de l’arc à électrodes homogènes et de certains 
autres types de résistances encore. 

_ Cependant les résistances non linéaires actives les plus utilisées 
à savoir les tubes électroniques et les triodes à cristaux (les transistors) 
ont des caractéristiques dissymétriques. 

Les notions essentielles sur les particularités de fonctionnement 
des résistances non linéaires à caractéristiques dissymétriques, à savoir 
Se tubes électroniques et des transistors, sont exposées aux $$ 210— 

25. 

$ 195. Approximation des caractéristiques des résistances non linéai- 
res. Pour effectuer l’analyse mathématique des circuits non linéaires 
à courant alternatif et pour étudier leurs propriétés communes il est 
très commode d'exprimer analytiquement le lieu entre les valeurs instan- 
tanées de x et i pour une résistance active non linéaire, de B et H pour 
une inductance non linéaire et de g et 4 pour une capacité non linéaire. 
La description analytique approchée des caractéristiques des résistances 
non linéaires est habituellement appelée approximation des caracté- 
ristiques. | | 

$ 196. Approximation des caractéristiques symétriques des valeurs 
instantanées à l’aide d’un sinus hyperbolique. Dans l’étude des propriétés 
des circuits électriques on peut en général négliger le phénomène d’hysté- 
résis. Il faut en tenir compte seulement dans l'étude des circuits dont 
le fonctionnement repose sur ce phénomène (par exerriple, dans l'étude 
du jonctionnement des mémoires magnétiques à boucle d’hystérésis 
rectangulaire). 

La fig. 238, a représente une caractéristique symétrique typique 


y = (x). 


Pour une inductance non linéaire x exprime la valeur instantanée de 
l'induction B; le rôle de y est joué par la valeur instantanée du 
champ F1. 

Pour une capacité non linéaire le rôle de y est joué par la tension w, 
et celui de x — par la charge g. | 
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Pour les résistances actives non linéaires (comme par exemple des 
thyrites et des vilites) le rôle de x est joué par la tension et le rôle de 
y par le courant. | 

IT existe un grand nombrè d'expressions analytiques convenant plus 
ou moins à la description analytique des caractéristiques des résistances 
non linéaires. Lorsqu'on choisit l'expression analytique la mieux appro- 
priée pour la fonction y — f (x), on doit rechercher non seulement que 
la courbe, décrite par l’expression analytique, doit en tous ses points 
être située suffisamment près de la courbe expérimentale, pour la plage 
considérée de déplacements du point de fonctionnement sur cette dernière 
courbe, mais également essayer d’obtenir une expression analytique 
qui procure les possibilités les meilleures pour l’analyse des propriétés 
des circuits électriques considérés. Par la suite nous utiliserons pour 


0 1000 2000 H(4/M) 


b) 


Fig. 238 


la description analytique des caractéristiques symétriques des résistan- 
ces du type de la fig. 238, a le sinus hyperbolique 


y = ashfx. (9.1) 


Dans cette expression & et B — coefficients numériques ; « est exprimé 
en mêmes unités que y; B est mesuré en unités inverses aux unités utili- 
sées pour exprimer x, de sorte que le produit fx soit une grandeur sans 
dimensions. Pour déterminer les deux coefficients inconnus a et B, il 
faut, en partant de la fonction y = f (x) obtenue par voie expérimentale 
et dans la plage de fonctionnement supposée, choisir arbitrairement deux 
points les plus caractéristiques par lesquels doit passer la courbe ana- 
lytique, substituer les coordonnées de ces points dans l’expression (9.1) 
et, ensuite, résoudre le système des deux équations à deux inconnues. 

Soit les coordonnées de ces points : y1, x1 et Yo, Xxo (fig. 238, à). 

On a alors | 


Ya = ash Bx: ; 
Uÿ2 = ashfxs. 
Divisons membre à membre 


ÿ2 _ Shfrz (9.2) 
Cr Shfx1 
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L’équation transcendante (9.2) est utilisée pour calculer le coefficient 8. 
Ensuite on calcule le coefficient a: 


a , (9.3) 


Exemple 101. La courbe d’aimantation de l’acier à transforma- 
teur 941 (épaisseur des tôles 0,5 mm) est représentée sur la fig. 238, b. 
Trouver les coefficients &.et B. 

$ olut i on. Choisissons deux . sur la courbe: H, = 200 A/m, 

sh(1,5328) _ 9 


En Arte de l’équation @. 2) nous ob Ence “sh (1,18) 
Prenons des valeurs arbitraires de B et effectuons les calculs nécessai- 
res : 
B 6 5,22 4,57 3,92 3,26 
BB 9,92 8 7 6 5 
BB, 6,6 95,74 5,03 4,32 3,59 


sh BB: 
Sh FE, 13,5 9,98 7,25 6,24 4,1 


En partant des résultats obtenus consiruisons la courbe L The — f (B} 


et à l’aide de cette courbe trouvons f = 5,75 1/T. 


2 Ho 9400 1200 
Ensuite calculons Œ — ShBBe — — sh 8,82 — 1690 = = (, 71 Am. La 


courbe en pointillé de la fig. 238, b est construite d’après l'équation 
H=—0,71sh(5,75B). 


$ 197. Notion sur les fonctions de Bessel. On utilise largement les fonctions 
de Bessel * dans l’analyse des circuits non linéaires. Avant d'écrire les expressions 
générales pour ces fonctions, rappelons que les fonctions trigônométriques, expo- 
nentielles et hyperboliques sont ru par des séries exponentielles suivantes: 


xÿ x? 
sin X—Xx— _ + — Bi Tee (9.4) 

| x2 4 +6 
COS 4 1 (9.5} 

x2 xÿ x4 
Œ=lHrts tests +... (9.6) 

x x3 x4 

ex — DT TE AE (9.7} 
x x5 x? | 
SX xt tr +. ‘ (9.8} 

x2 4 x6 
Che + . (9.9) 
ù . pit de Bessel sont la solution de l’équation bien connue de Bessel 
2 p2 | 
. + 4. + (4 — 5) y = 0. Toutefois l'équation de Bessel elle-même n'est 


pas utilisée dans le on chapitre. 
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Dans ces expressions l’argument x peut être un nombre réel, purement imagi- 
naîre ou complexe. Les valeurs de ces fonctions peuvent être calculées pour des 
valeurs concrètes de x à l’aide des séries données ci-dessus, ce qui va être fait plus 
loin à titre d'exemple. Cependant, dans la pratique, il faut évidemment les cal- 
culer à l’aide des diagrammes ou des tables. | 


Exemple 102 On sait que sin _ = sin 30° = 0,5. Vérifier ce résultat 
à l'aide de l'expression (9.4). 

Solution. Substituons n à x dans l'expression 7) et bornons-nous aux 
trois premiers termes de la série 


LE L 1 T \3 | ñ 5 . 
sin Rs (+) +535 (+) = 0,5228— 0,02385 +- 0,00892 « 0,5. 


Les fonctions de Bessel peuvent être également exprimées à l’aide de séries 
æxponentielles et des tables existent également pour ces séries. La fonction de 
Bessel de l'argument x est désignée par J, (x). L'indice p désigne l’ordre de 
la fonction de Bessel, L'expression générale pour J, (x) écrite sous forme de série 


æxponentielle est: 
x\? x \P+2 x \PF4 x \P+8 


Ce sont les fonctions de Besse] d’un argument purement imaginaire (fonction 
de Bessel modifiée) qui présentent le plus d'intérêt pour la suite. Pour les obtenir, 


il faut substituer dans leur générale (9.10) jx à x où j = V/ — 1. La fonction de 


Bessel d'ordre nul: 
AU CENT AT 
nom), 6) 6). (2.11) 


Jp (x) = (9,10) 


Exemple 103. Trouver J, (j4) à l’aide de (9.11). 
Solution. 


: 22 24 26 98 910 
Jo GET ETES it wo t 


64 956, 1024 
latest tt a00 © 13: 


La fonction de Bessel modifiée d'ordre 1 s'écrit : 
F0 in. 

| A 0 AU .\2 

AUS Ti sr ti sr tisrart.. 

| (9.12) 


Fonction de Bessel modifiée d’ordre 2 


(5 2 x \{ x \6 
4 Q 
UD —Gror tri 2147 + CN) 


On écrit de même les séries pour les fonctions de Bessel d’ordres supérieurs. 

À l’aide de ces séries, on calcule les tables ci-après des fonctions de Bessel et, 
à partir de ces tables, on construit les courbes de la fig. 239. 

11 y a lieu de signaler que la fonction donnée à la table n’est pas J4 (jx), 
mais — jJ1 (fx). 
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De même, nous donnons dans cette table au lieu de la fonction Ja (jx), 
$J 3 (jx) = f (x). Nous l’avons fait parce que les fonctions J4 (fx), Ja (fx), Js (ix) 
ne se rencontrent pas sans le facteur j. 

Du fait que la fonction J, (jx) = f (x) est négative, nous donnons dans la 
table la fonction — J, (jx) = f (x). Pour x — 0 seule n’est pas nulle la fonction 
de Bessel d’ordre 0 [Jo (0) = 1]. 

I1 découle des tables et des courbes de la fig. 239 que la valeur de Ia fonction 
augmente lorsque x croît. La valeur d’une fonction de Bessel pour la même valeur 
de x est d'autant plus petite que son ordre est élevé. 


Valeurs des fonctions de Bessel modifiées 


x | Jo Ux) — jJ1 (x) — Ja (ix) is x) | JaG9 
0,0 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
0,2 1,0] 0,10 0,005 | 0,17-10-8 | 0,42-10-5 
0,4 1,04 0,20 0,02 | 0,13.10-2 | 0,67-10-4 
0,6 1,09 0,32 0,046 | 0,46.10-2 | 0,34.10-3 
0,8 1,16 0,43 0,08 0,01 | 0,11.10-2 
1,0 1,26 0,56 0,14 0,02 | 0,27-10-2 
1,2 1,39 0,72 0,20 0,04 | 0,58.10-2 
1,4 1,55 0,88 0,29 0,06 0,011 
1,6 1,75 1,08 0,39 0,10 0,019 
1,8 1,99 1,32 0,53 0,15 0,032 
2,0 2,28 1,59 0,69 0,21 0,051 
9,2 2,63 1,91 0,89 0,30 0,077 
2,4 3,05 2,30 1,13 0,41 0,114 
2,6 3,55 2,76 1,43 0,55 0,165 
2,8 4,16 3,30 1,80 0,73 0,234 
3,0. 4,88 8,95 2,24 0,96 0,325 
3,9 5,75 4,73 9,79 1,25 0,446 
3,4 6,78 5,67 3,45 1,61 0,605 
3,6 8,03 6,79 4,95 2,07 0,810 
3,8 9,51 8, 14 5,93 9,63 1,076 
4,0 11,30 9,76 6,42 3,34 1,416 
4,9 13,44 11,70 7,87 4,91 1,851 
4,4 16,01 14,04 9,63 5,29 2,405 
4,6 19,09 16,86 11,76 6,63 3,106 
4,8 99,79 20,25 14,35 8,29 3,992 
5,0 27,23 24,34 17,50 10,33 5,108 
5,9 39,58 99,95 21,33 19,84 6,510 
5,4 39,01 35,18 95,97 15,94 8,268 
5,6 46,73 49,39 31,62 19,74 10,468 
5,8 56,03 50,94 38,47 24,41 13,21 
| 6,0 67,93 61,34 . 46,78 30,15 16,63 
Eu 7 168,6 156 194 85,17 51,0 
8 497,56 399,87 397,6 236,07 150,5 
9 1093,59 1030, 91 864,50 646,69 433,3 
10 | 2815,7 2671 2981 1758 1926 
11 7288 6948,9 6025 4758 3430 
12 18 948 18 142 15 924 12 834 9507 


& 198. Développement d’un. sinus hyperbolique et d’un cosinus hyperbolique 
à argument périodique en une série de ‘Fourier dont les coefficients sont des fonc- 
tions de Bessel. Si l'argument x varie suivant une loi périodique, par exemple, 
la loi du sinus x = x, sin œf, où xn — amplitude des oscillations, les fonctions 
sh (x, sin @f) et ch (x, sin wf) varient également suivant une loi périodique. 
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Puisque lies fonctions périodiques peuvent être représentées par des séries de Fou- 
rier, les fonctions sh (x, sin wf) et ch (x, sin of} peuvent être également dévelop- 
pées en série de Fourier. À cette finil faut substituer à x dans (9.8) et (9.9} 
l’expression x} sin œf, en tenant compte des formules trigonométriques connues : 


à 1 — cos 2a 
sin Me 9 : 
, 1 . 3 
sin a — —— sin 30 --— sin u, 
4 F À. 


sin q = (3-— 4 cos 2a + cos 4a), etc. 


grouper tous les termes contenant sin œ@f, grouper ensuite tous les termes ronte- 
nant sin 3œ@t et écrire à part la composante continue. Ceci fait, on obtient comme 
coefficient des fonctions trigonométriques, des séries qui représentent des fonc- 
tions de Bessel de divers ordres de l’argument purement imaginaire jx,. Nous 
obtenons en définitive 


Sh (xm sin @é)—2[— jJ 4 (jxm)] Sin @f —2jJ 3 (jxm) Sin 3@f — 
—2jJ5(jXxm) Sin 5wt—... (9.14) 


Ch (%m Sin ©) = Jo (jXm) -+ 2d 9 (jXm) cos 2@f + 2J, (jxm) cos 4Awt+.., (115) 


Les formules (9.14) et (9.15) seront utilisées fréquemment par la suite. La 
série de sh (x, sin @f} comprend seulement Îles harmoniques impairs et n’a pas de 
composante continue. La série de ch (x, sin &f) a une composante continue et 


comprend les harmoniques pairs. 
Exemple 104. Développer sh (4 sin wf} et ch (4sin œf) en série de 


Fourier, 
Solution. Prenons de la table ci-dessus les valeurs des fonctions de 


Bessel : 
— id1(4=9,76 ; jJ3(4) 8,84; 
— jJ5(j4)—=0,505; Jo(j4)—11,3; J9(j4) = —6,42. 
Conformément aux (9.14) et (9.15) nous obtenons 
sh (4 sin @f)—2-9,76 sin @t— 23,34 sin 3wt+2.0,505 sin 5@i—... 
ch (4 sin of) —11,3—2:6,42 cos 20é#+2:1,416 cos doi+... 

199. Développement du sinus hyperbolique de composantes continue et si- 
nusoïdale en une série de Fourier. Il découle du précédent (voir $ 196) que la valeur 
instantanée de la fonction y est liée à la valeur instantanée de x par l'expression 


(9.1): 
y=@ sh fx. 


Dans cette expression l'argument du sinus hyperbolique n’est plus x, comme 
ceci avait lieu au $ 197, mais le produit fx. De ce fait il faut pour développer sh 
SANT œf) et ch (Px, sin wf) remplacer x par fx, dans les expressions (9.14) 
e .19). | 

Si ZX — Xo + Xm Sin @f, où Xÿ — composante continue et x, — amplitude 
de la composante sinusoïdale, on a 

y= a Sh (Bxo + Bxn sin @f) — a sh 6x0 ch (Pam sin @f} + a ch 6xo sh (Bxm sin wf). 

Par conséquent, 

y= a sh Bxo [J 0 (BXm) +272 (ÏBxm) cos 2ot +27, (JBxm) cos 4ot +...]+ 
La ch Bxo {2 — ji 4 (jBXm)] sin @f—2jJ3 (jBxm) sin 3mf—,..}, (9.16) 
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Il découle de (9.16) que la composante continue de la fonction y (appelons- 


la Yo) est 
ÿo = à Sh Bxod 0 (iBxm)- (9.17) 
Le premier harmonique de la fonction y (désignons-le par y1) 
ÿa = 20 Ch Pxo [ — j 4 (jPXm)] sin @f. (9.18) 
Deuxième harmonique 
ya = 20 sh Bxo [Jo (IBXm)] cos 2ot. (9.19) 
Troisième harmonique 
ÿys = 2a ch Pxo[ — jJ3 (jBxm)] sin 3ot (9,20) 
etc. 
Exemple 105. Développer ja fonction _ — sh (2 + 4 sin wf) en série 
de Fourier. 


S'olution. Trouvons dans les tables sh 2 — 3,63 et ch 2 3,76 *. Les 
valeurs des fonctions de Bessel sont également prises dans la table. 
Conformément à (9.16), écrivons: 


L= sh (24 4 sin of) = 3,63 (11,3-— 19,844 cos 2wf -+ 2,839 cos Awf— ...) + 
+ 3,76 (19,52 sin wi —6,674 sin 3of+ 1,01 sin 5w@f — ...) 


Ainsi, la composante continue _. — 8,63.11,3 = 41,1. Amplitude du premier 


harmonique fire — 8,76:19,52 — 73,4. Amplitude du deuxième harmonique 2m 
— 8,63-12,844 — 46,7. 

& 200. Certaines propriétés générales des résistances non linéaires symétriques. 
Si une résistance non linéaire à caractéristique symétrique fonctionne dans des 
conditions pour lesquelles l’une des grandeurs dont dépend son état, à savoir la 
grandeur x, varie en fonction du temps suivant la loi x = x, + x, sin wf, on peut 
faire les constatations suivantes sur l'autre grandeur, déterminant l’état de la 
résistance à savoir la grandeur y: 

1. La valeur de la composante continue de la fonction y {c’est-à-dire wo) 
dépend non seulement de la valeur de xs, mais également de la valeur de x,,. Cette 
propriété découle de l’expression (9.17): 


Yo = à sh Pxo 0 (iPxm). 


2. Des harmoniques pairs apparaissent dans la courbe y — f (@f). Ces har- 
moniques pairs disparaissent pour x = 0. La phase des harmoniques pairs dépend 
du signe de la composante continue (du signe de x). 

3, En modifiant les valeurs de x, et de y on peut faire varier les amplitudes 
du premier harmonique et des harmoniques supérieurs de la fonction y (wf). 

Expliquons par la méthode graphique la première de ces propriétés. Suppo- 
sons que la résistance non linéaire ne soit pas soumise à l'effet de la composante 
sinusoïdale (xx = 0). Alors le phénomène étudié sera représenté sur la caracté- 
ristique de Îa résistance non linéaire par le point « (fig. 240, a). Pour ce point 


ÿ=ÿ ; Px= fx = Ar sh A. 
Ce résultat découle de (9.17) si on tient compte que Jo (0) = 1. 


Rappelons que les dimensions du coefficient $ sont inverses aux dimensions 
de x, et que le coefficient & a les mêmes dimensions que y; par conséquent, le 


produit fx et le quotient _ sont des grandeurs sans dimensions. 


* Les tables des valeurs de sh x et ch x sont données sur la frige 414. 
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Supposons maintenant que la résistance non linéaire fonctionne à x» = 0; 
dans ces conditions, pour maïintenir la composante continue de la fonction y, 
c.-à-d. ÿo, à sa valeur précédente on doit réduire soit laisser diminuer d'elle-même 
la valeur de la composante continue x, de la valeur x, à la valeur x. 

La valeur fx est calculée à l’aide de l'expression 


Jo 


(22 


id 


n Œ 
Pro AT SR TR) ? 


où xs est caractérisé par l’ordonnée du point b, situé au-dessous du point a 
(fig. 240, b). | . 

La première et la troisième de ces propriétés sont largement utilisées dans la 
théorie des résistances non linéaires contrôlables. La deuxième propriété est 
employée dans la théorie des multiplicateurs de fréquence. | 


Fig. 240 


Exemple 106. La résistance non linéaire à caractéristique y — &sh fir 


fonctionne d’abord avec a 41,1 et en l’absence de composante alternative 


(Pxm — 0). Ensuite le régime de fonctionnement de cette résistance change: la 


composante continue 2 est restée la même, mais une composante alternative, dont 
l'amplitude est fx, — 4 intervient également. Trouver les composantes continues 
Bxo pour ces deux régimes. 


Solution. Pour le premier régime 
Bx, = Ar sh 41,1— 4,41. 


Pour le deuxième régime 
Bxs= Ar sh ai 


Jo (j4) 


Ainsi, par suite du passage du premier régime au deuxième, la composante 
continue fx est passée de 4.41 à 2, c’est-à-dire qu’elle a augmenté de plus de 
deux fois. 

 $ 201. Certaines propriétés communes des résistances non linéaires à caracté- 
ristiques dissymétriques. Les résistances non linéaires à caractéristiques dissymé- 
triques possèdent également les propriétés générales, énumérées au $ 200. Cepen- 
dant, en ce qui concerne la deuxième propriété, il existe une différence importante 
entre les résistances dissymétriques et symétriques: pour une résistance dissymé- 
trique les harmoniques d’ordre pair de la fonction y existent également pour xy = 0. 

I} ne faut pas oublier cependant que les expressions elles-mêmes donnant le 
rapport quantitatif entre les diverses grandeurs fiées aux résistances non linéaires 
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— Àr sh 3,63 — 2. 


à caractéristiques symétriques et dissymétriques sont évidemment différentes, 
puisque les caractéristiques des résistances non linéaires dissymétriques ne peuvent 
être décrites par l'expression y = xsh x. 


$ 202. Types des caractéristiques des résistances non linéaires. En 
effectuant l’analyse et le calcul des circuits électriques à résistances 
non linéaires et suivant la nature du problème examiné, on utilise plu- 
sieurs types différents de caractéristiques de la même résistance linéaire, 
à Savoir : 

caractéristiques qui lient entre elles les valeurs instantanées des. 
grandeurs déterminantes ; 

caractéristiques courant-tension qui lient entre elles les amplitudes 
ou les valeurs efficaces des premiers harmoniques du courant et de la 
tension ; 

caractéristiques courant-tension qui lient entre elles les valeurs 
efficaces du courant et de la tension. 

$S 203. Caractéristiques pour les valeurs instantanées. Le type fon- 
damental de caractéristiques est constitué par celles qui lient entre elles. 
les valeurs instantanées des grandeurs déterminantes principales, comme 
par exemple du courant et de la tension pour une résistance active non 
linéaire, de l'induction et de l'intensité du champ magnétique pour le 
noyau d’une inductance non linéaire, ainsi que les valeurs instantanées. 
de la charge et de la tension pour une capacité non linéaire. ms | 

Nous les appellerons caractéristiques pour les valeurs instantanées. 
On ajoute quelquefois à la désignation de la première d’entre elles les: 
expressions: caractéristique courant-tension, induction-courant ou: 
charge-tension. 

$ 204, Caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmo- 
niques. On désigne par caractéristiques courant-tension suivant les. 
premiers harmoniques la relation graphique ou analytique entre l’ampli- 
tude ou la valeur efficace du premier harmonique du courant dans une: 
résistance non linéaire et l’amplitude ou la valeur efficace du premier: 
harmonique de la tension aux bornes de cette derniére. 

Les caractéristiques de ce type peuvent être divisées en deux catégories. 
Pour la première d’entre elles on admet que la/tension (l'induction ou la: 
charge) dans une résistance non linéaire varie suivant une loi sinusoïdale. 

Pour la deuxième catégorie de caractéristiques on admet que le cou- 
rant circulant dans une résistance active non linéaire (ou l'intensité 
du champ dans le noyau d'une inductance non linéaire, ou encore la 
tension aux armatures d'une capacité non linéaire) varie en fonction 
du temps suivant une loi sinusoïdale. 

Si une tension sinusoïdale ou un courant sinusoïdal, agissant sur 
une résistance non linéaire, ne comprend pas de composante continue, 
la caractéristique courant-tension pour Îles premiers harmoniques de la: 
résistance non linéaire considérée peut être représentée par une seule 
courbe. Par contre, si la tension ou le courant agissant sur cette résis- 
tance comprend une composante continue, les caractéristiques courant- 
tension, induction-courant et charge-tension sont représentées par des. 
familles de courbes ; pour ces caractéristiques le rôle du paramètre est: 
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joué par la composante continue du courant, de la tension, du flux ou de la 
charge. 

On obtient ce type de caractéristiques soit par des calculs ou par 
voie graphique en partant des caractéristiques correspondantes pour 
les valeurs instantanées, soit on les relève par voie expérimentale. 

Lorsqu'on a recours à la méthode graphique on part des difiérentes 
valeurs de l’amplitude de la tension (ou du courant, de l'induction, de la 
charge) agissant sur ta résistance non linéaire et à l’aide des points ainsi 
©btenus on construit la courbe du courant (de l’intensité du champ, de la 
tension) en fonction du temps et en la développant en série de Fourier, 


Zos T02T01 Tr Dos Von Uyy I, 
b) c) 
Fig. 241 


on trouve les amplitudes correspondantes du premier harmonique du 
courant (de l’intensité du champ, de la tension). 

La construction graphique de la courbe du courant en fonction du 
temps pour une inductance non linéaire contrôlable décrite au $ 207 est 
donnée à titre d'exemple sur la fig. 244. Lorsqu'on utilise la méthode ana- 
lytique on construit les points de la caractéristique discutée à l’aide 
«des expressions (9.17) et (9.18) ou d’autres expressions analogues. 

Nous avons examiné au $ 206 l’emploi des expressions (9.17) et (9.18) 
pour obtenir des caractéristiques communes suivant les premiers harmo- 
niques pour les résistances non linéaires symétriques contrôlables. 

Pour une inductance non linéaire, les caractéristiques courant-ten- 
sion suivant les premiers harmoniques, peuvent être obtenues par voie 
expérimentale en utilisant le schéma de la fig. 241, a. 

Dans ce schéma SCI est la source d’une F.E.M. sinusoïdale, et SC2 
est la source d’une F.E.M. continue. 

Les bornes ab sont celles du circuit à contrôler à résistance non linéai- 
re, et les bornes cd sont celles du circuit de commande de la résistance 
-non linéaire. | 

L'appareil de mesure V: réagit au premier harmonique de tension 
et l’appareil de mesure A; au premier harmonique de courant. Les carac- 
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téristiques courant-tension d’une inductance non linéaire contrôlable 
sont représentées qualitativement suivant les premiers harmoniques 
sur la fig. 241, b. Le paramètre de ces caractéristiques est le courant 
de commande /,.. | 

Les caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmoni- 
ques pour une capacité non linéaire contrôlable sont représentées sur 
la fig. 241, c. Le paramètre de ces caractéristiques est la tension continue 
de commande Us. | 

Les caractéristiques de la fig. 241, b sont relevées de la manière sui- 
vante. On règle un certain courant /, arbitraire circulant dans le circuit 
de commande, on augmente progressivement la tension U, et pour 
chacune de ses valeurs on note le courant 1. 

Ensuite on répète les mêmes opérations pour un nouveau courant /;, 
etc. Les résultats des mesures sont portés sur le diagramme et Îles points 
appropriés sont réunis par une courbe. | 

Les caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmoni- 
ques sont utilisées dans la méthode de calcul des régimes permanents 
dans les circuits non linéaires, dénommée méthode de calcul suivant le 
premier harmonique (voir $ 229). | 

On utilise dans les calculs les caractéristiques courant-tension de la 
catégorie convenant le mieux aux conditions de fonctionnement de la 
résistance non linéaire considérée. 

$ 205. Caractéristiques courant-tension pour les valeurs efficaces. 
On appelle caractéristiques courant-tension pour les valeurs efficaces 
la courbe de la valeur efficace d’une tension sinusoïdale (ou non sinusoïda- 
le) aux bornes d’une résistance non linéaire en fonction de la valeur 
efficace du courant circulant dans cette résistance non linéaire. Si la 
tension ou le courant comprend une composante continue, les caracté- 
ristiques courant-tension pour les valeurs efficaces sont représentées 
par une famille de courbes, dont le paramètre est la composante continue 
du courant, du flux, de la tension ou de la charge. 

Ces caractéristiques sont soit construites par la méthode graphique 
ou analytique en partant des caractéristiques des valeurs instantanées, 
soit relevées par voie expérimentale à l'aide du schéma représenté 
sur la fig. 241, a; mais pour cela les appareils V, et À, doivent mesurer 
non pas les valeurs instantanées, mais les valeurs efficaces. 

Il ne faut pas perdre de vue que les caractéristiques courant-tension 
pour les valeurs efficaces dépendent de la forme de la tension aux bornes de 
la résistance non linéaire et/ou de la forme du courant circulant dans 
cette résistance et, par conséquent, il faut spécifier les conditions dans 
lesquelles ces caractéristiques ont été obtenues. 

Dans les analyses qualitatives et les analyses quantitatives appro- 
ximatives, dans lesquelles on utilise les caractéristiques courant-tension 
pour Îles valeurs efficaces, on admet que les caractéristiques relevées 
pour une certaine forme de la tension aux bornes d’une résistance non 
linéaire soient sensiblement les mêmes que les caractéristiques relevées 
pour une autre forme de la tension. En réalité, la différence quantitative 
de ces caractéristiques peut être importante. Les caractéristiques courant- 
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tension pour les valeurs efficaces sont utilisées dans la méthode de calcul 
appelée méthode de calcul suivant les caractéristiques courant-tension 
pour les valeurs efficaces (voir $ 230). 


$ 206. Construction par la méthode analytique des caractéristiques généralisées, 
suivant les premiers harmoniques pour des résistances non linéaires contrôlables. 
Comme nous l’avons déjà indiqué, les inductances non linéaires, les capacités non 
linéaires et un groupe important de résistances actives non linéaires ont des 
caractéristiques suivant les valeurs instantanées, pouvant être décrites approxi- 
mativement par l’expression y — a sh fx. 
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Fig. 242 


Pour chaque type de résistances non linéaires il faut entendre par x et par y 
les grandeurs propres à cette résistance. Ainsi, pour une inductance non finéaire 
x — induction magnétique ef y — champ magnétique. Pour une capacité non linéai- 
re x — charge et y — tension. Pour une résistance active non linéaire x — tension 
(ou courant), y — courant (ou tension). 

Ainsi, x et y sont les désignations généralisées des grandeurs déterminant le 
fonctionnement d'une résistance non linéaire. | 

Pour tous les types de résistances énumérées ci-dessus on peut construire des 
caractéristiques uniques suivant les premiers harmoniques. 

Supposons à cette fin x — x9 + Xm Sin @f. 

Alors, conformément à (9.18), l’amplitude du premier harmonique de la 


fonction y (appelons-la ÿim) est 
Yim = 20 ch Bxo[ — ja (iPxm)]. (9.22) 
L'expression (9.22) décrit le lien entre l'amplitude y, du premier harmonique 
de y, l’amplitude x, du premier harmonique de x et la composante continue x. 
Les caractéristiques d’une résistance non finéaire contrôlable Bx,, — f um) 


représentées sur la fig. 242, a pour les valeurs du paramètre Bxo — 0, 1, 2, 3, 4, 5 
sont construites conformément à (9.22). 
On peut employer les courbes de Ja fig. 242, a lorsqu'on connaît la valeur du 


paramètre Bxo. Si on connaît non pas fx, mais la composante continue #2. Ja 
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famille de courbes Bx,  f “pe 


pour le paramètre #0 = © peut être construite de 
lx manière suivante: trouvons à partir de (9.17) 
Yo 
œ 
Jo (IBXm) 
nous substituons à chfxs dans (9.22) l’expression suivante: 


Vus] 
TESTER RS CA Re à 
VI-shBre TT GB) 


%o |? 


Les courbes (fig. 242, b) sont construites à l’aide de (9.23). Ce sont les caracté- 
ristiques PAS résistance non linéaire contrôlable pour Îles >. suivantes du 


sh Bxo = 


Nous obtenons 


paramètre ©. — 0,50, 100, 150 et 200. Rappelons que 21% _ ; Brm 2 sont des gran- 


deurs sans En Si on rédüit de Y 2 fois des Hoi suivant . axes des coor- 
données, les courbes de la fig. 242, b représentent les caractéristiques suivant les 
valeurs eïficaces des premiers harmoniques. 

La caractéristique de Îa résistance non linéaire non contrôlable est représentée 


par la courbe d de la fig. 242, b pour laquelle — 2 — 0, 

$ 207. Inductance non linéaire dE la plus simple. L'’induc- 
tance non linéaire contrôlable la plus simple est ES sur lafig. 243, 
Elle comprend les bobines w, et w, enroulées 
Sur un noyau ferromagnétique fermé. Soit S (m*) 
la surface de la section transversale du noyau 
et {(m) la longueur de la ligne magnétique 
moyenne. 

L'enroulement w,, intercalé dans un circuit 
à courant alternatif, est parcouru par le courant 
alternatif i, comprenant le premier harmonique 
et des harmoniques supérieurs. 

L’enroulement de commande wo, appelé 
également enroulement magnétisant, est branché 
à une source de F.E.M. continue Æ, par l'inter- 
médiaire d’une inductance additionnelle L, et d'une résistance active 
variable. L’enroulement & est parcouru par le courant continu 


__ Eo 
h=7 , 
où Ro — résistance active du circuit magnétisant. 
Quoique le flux magnétique alternatif induisé dans l’enroulement 


wo une F.E.M. alternative, il ne circulera pratiquement pas de courant 
alternatif dans cet enroulement. Car l'inductance additionnelle lo est 
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choisie telle qu’elle oppose au courant alternatif une réactance inductive 
suffisamment grande. 

Soit Un cos wf la tension appliquée à l’enroulement w:. Cette tension 
est égale à la F.E.M. d’auto-induction, prise avec un signe contraire. 
rs que la résistance active de l’enroulement w, soit très 
petite 


U— —- €; = W _ = ÙÜ,, cos of. 
I! en découle que le flux mangétique est 


.U . ; 
LATE sin œf + D, == P,, sin of + ®D,; (9.24) 
Un 


Py =". 

OV! 
Ici D, — amplitude de la composante alternative du flux magnétique, 
Do — composante continue du flux magnétique. 
, . Une inductance non. linéaire .contrôlable permet de faire varier le 
courant alternatif £, en modifiant le courant continu /,, circulant dans 
l’eñnroulement: wo. : . | 
+: Le principe de commande du régime d’une inductance non finéaire 
‘ét le caractère des variations dans le temps de diverses grandeurs qui 
s’y rattachent sont expliqués à l’aide des fig. 244, a et b. Sur ces figures 
les courbes D = f (H{) représentent le flux ® circulant dans le noyau 
en fonction du produit du champ magnétique A par la longueur Z de la 
ligne magnétique moyenne du noyau. 

Les courbes construites sur la fig. 244, a correspondent au cas où 
lo = 0, et celles de la fig. 244, b, au cas où /, - 0. La composante 
alternative du flux D, sin wf est la même sur les deux figures. Pour 
la fig. 244, a la composante continue du flux est nulle et pour la 
fig. 244, b D, 0. Sur les courbes D — f (6), D = f (HD, et is — 
= f (wt), les points les plus caractéristiques correspondant les uns aux 
autres sont désignés par les mêmes lettres. 

: La construction doit être effectuée dans l’ordre suivant : 

1. Portons d’abord en ordonnées la valeur de la composante con- 
tinue du flux D, et construisons la courbe D, sin wf — f (wi) (pour 
la fig. 244, a D = 0). 

2. Prenons ensuite des instants différents comme par exemplewt = 0; 
5: T ; L an; 2x et pour chacune des valeurs de wf trouvons à l’aide 
de la courbe D — f (HE) les valeurs correspondantes de AH! et construi- 
sons la courbe im + Jowo — f (wt) (pour la fig. 244, a Jowo == 0). L’axe 
du temps pour cette courbe est dirigé verticalement vers le bas et passe 
par les points a, c et e dans la partie inférieure de la figure. 

Remarquons que le courant £ ne comporte pas de composante conti- 
nue, car il n'existe pas de source de F.E.M. continue, ni de redresseurs 
dans le circuit de l’enroulement w.. 

__ La droite À — À de la fig. 244, b est la ligne de valeurs nulles pour 
‘la courbe i&1 = f (wt). Le courant à oscille autour de cette droite de 
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manière que sa valeur moyenne pendant la ue allant de oÉ = — 
à wt — 2x soit nulle. 

Autrement dit, traçons la courbe À — À de manière que _ surface 
S1 soit égale à la surface S:. 

La distance séparant la droite À — À de l’axe des ordonnées est égale 
à Lo. 

Il est utile de comparer les déductions du $ 200, faites sous la forme générale, 
avec les déductions qui peuvent être tirées pour une inductance non linéaire en 
examinant les fig. 244, a et b. Les grandeurs à comparer sont x — ®; y — (iwy + 
+ Lowo); Xo — Do; Xm — Dm; Yo — lowo; y = F (of) — (iwi + lowo) = F (ot). 


â 


Pysinut d 


Fig. 244 


Au $ 200 nous avons indiqué qu'en faisant varier la Ve de ÿo on peut 
modifier les amplitudes du premier harmonique et des suivants de la fonction 
y = f (wt). Cette constatation est confirmée par les courbes construites sur les 
lig. 244, a et b; en effet les amplitudes des harmoniques premier et supérieurs de 
la fonction iw — f (ot) dépendent de la valeur de {çuw. L’amplitude du premier 
harmonique du courant # est d'autant plus grande que la valeur de /ou, est élevée. 

. Nous avons déjà indiqué au $ 200 que y dépend non seulement de x, mais 
également de x;,. Il découle, par ailleurs, des courbes de la fig. 244, a et b que la 
valeur de ‘fo dépend non seulement de Do, mais également de D, | 
.. Comme il a. été signalé au $ 200 la présence d’une composante continue dans 
les fonctions de x fait naître des harmoniques pairs dans la courbe y — f (wf). 
11 découle de la fig. 244, b qu’en présence d'une composante continue Do dans le 
flux magnétique D des harmoniques pairs apparaissent dans la courbe iwy = f (œt); 
autrement dit, la: courbe in = f (of) est. dissymétrique par rapport à la droite 


Etablissons les expressions permettant de calculer l’amplitude de 
la composante alternative de l’induction magnétique B, en fonction 
de l'amplitude dé la tension appliquée U,,, de la fréquence angulaire w, 
de la section transversale du noyau S et du nombre de spires w. 

Trouvons également Îles expressions permettant de calculer la com- 
posante continue du champ Æ,.en fonction du courant continu 9, l’ampli- 
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tude du premier harmonique du champ H,, en fonction de l'amplitule 
du premier harmonique /;, du courant alternatif, etc. 
Nous avons 
D;,=B;5: (9,25) 
D, — BoS , (4.26) 


où B, — composante continue de l’induction magnétique. 
Il découle des (9.24) et (9.25) que 
_ Um 
owS : 
Si l’induction magnétique est mesurée en gauss, S en cm* et si on substitur 
UV2 à Un, U étant la valeur efficace de la tension aux bornes de l’enroulement 
wy, on obtient 
gp. -V2urt08 _ U-10 
7 Qnfess  4,4fuis 


(5274 


L'expression (9.27) permet de calculer l’amplitude de la composante 
alternative de l'induction magnétique en fonction de l'amplitude de la 
tension sinusoïdale U, de la fréquence f, du nombre des spires w, et de 
la section S. | 

Suivant la loi du courant total, le produit du champ Æ par la lon- 
gueur { de la ligne magnétique moyenne doit être égal à la somme algé- 
brique des F.M.M. Par conséquent, 


io + Low = HI. (9.28) 


L'’équation (9.28) peut être décomposée en un certain nombre d'équa- 
tions : équation pour les composantes continues, équation pour le pre- 
mier harmonique, équation pour Île deuxième harmonique, etc. 

L'égalité des composantes continues des deux membres de (9.28) 
donne: | 


Lowo = Hot, (9.29) 


où A5 — composante continue du champ. 

Le courant alternatif £ comprend les premier, deuxième et autres 
harmoniques supérieurs, mais ne comprend pas de composante continue, 
puisqu'il n'existe pas dans le circuit de l’enroulement w, ni de sources 
de F.E.M. continue, ni de redresseurs. 

L'amplitude du premier harmonique du premier membre de (9.28) 
est égale à l'amplitude du premier harmonique du second membre. Par 
conséquent, 


Lim —Hinl, (9.30) 
où {im — amplitude du premier harmonique du courant i, Him — 
amplitude du premier harmonique du champ. 


De même 
Lmts = Homl. (9.431) 
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Il résulte de (9.29)— (9.31) que 


Ho=2 , (9.32) 
Him = A, (9.33) 
Hem = EE, (9.34) 


etc. 

L'expression (9.32) permet de calculer la composante continue du 
champ #, en fonction de la composante continue du courant /,. L'ex- 
pression (9.33) permet de calculer F,,, en fonction de 7,4 , etc. 

$ 208. Caractéristiques courant-tension d’une inductance non linéaire 
contrôlable suivant les premiers harmoniques. On appelle caractéristiques 
courant-tension d'une inductance non linéaire contrôlable suivant les 
premiers harmoniques la valeur efficace du premier harmonique de là 
tension alternative U, aux bornes de l’enroulement w, de l’inductance non 
linéaire exprimée en fonction de la valeur efficace du premier harmoni- 
que du courant alternatif 7/1, le courant continu 7, étant pris comme para- 
mètre. 

Comme nous l’avons déjà indiqué au $ 203, les caractéristiques 
courant-tension d'une inductance non linéaire peuvent être obtenues 
soit par voie expérimentale à l’aide du schéma de la fig. 241, a, soit 
par voie de calcul. 

Examinons la méthode de calcul basée sur l’utilisation des carac- 
téristiques généralisées dont nous avons parlé au $ 206. 


Admettons que la valeur instantañée du champ magnétique H varie en fonc- 
tion de la valeur instantanée de l'induction magnétique B suivant la loi du sinus 
hyperbolique: : 


H=ash BB. (9.35) 


H joue le même rôle dans l’expression (9.35) que y a joué dans (9.1), et B — le 
rôle de x. 

En partant du l’analogie entre (9.35) et (9.1) on voit clairement que les 
caractéristiques suivant les premiers harmoniques d’une inductance non linéaire 
contrôlable coïncident totalement avec les caractéristiques de la fig. 242, b sion 

: : Him : sic gs ; | 
substitue BB,, à Bxh, Due à cu et le paramètre L à a. 11 résulte de (9.27) que 


BB. _: BUm _ BV2U 
M œomS  owS 


ou 
ow4S 
U — BBm te . (9.36) 
| B V2 
D'autre part, on a suivant (9.33) 
z Him 
lim = V2 = 
1 
Par conséquent, 
= Him al V2 (9.37) 


2a w 
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n vertu de (9.32) 
l= 2 —. (4.38) 
Ainsi, pour passer de la famille des courbes exprimées en unités sans dimen- 
sions 


Pen ml. 


pour Île paramètre , à une famille de courbes U, = f (14) pour le paramètre fo, 


il faut modifier l’échelle des ordonnées dans le rapport de 1, celle des abacie- 


D 


[V2 œl 
ses de = et multiplier la valeur du paramètre par Do 


Exemple 107. L'inductance non linéaire contrôlable, fig. 243, a les 
caractéristiques suivantes : 


S=2,2 cm; [—=925cm; wi—250; wo—1775. 
L'expression analytique de la courbe d’aimantation #—0,71 sh (5,75B). En ulill- 


sant les courbes 
BXm = / (<e AU | 


pour un paramètre 72 : (fig. 242, b) on demande de construire pour cette inductance 


la famille des caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmoniques 
Ui = f (/), pour le paramètre J6. 
Solution. Calculons le coefficient pour passer de fx, à la tension L': 


ouwS __314:250-2,2-1074 
p V2? 5,75 V/2 
Ainsi, pour passer de Pxm à la tension U on doit augmenter l’échelle des 


ordonnées de la fig. 242, b de 2, 13 fois. Calculons le coefficient pour passer de Sim 


à la valeur efficace du premier harmonique du courant: 


al V2 0,71:0,25V2 _ 
W4 Te 250 _ È 


Par conséquent, l'échelle des abscisses doit être réduite de 107$ fois. Le vuel- 


e Li + [1 H 
ficient de transition de — au courant /, est 


al _0,71-0,25 4 


La famille des courbes courant-tension est représentée sur la fig. 245. 

Dansiles ouvrages consacrées aux circuits électriques à inductances non 
linéaires on emploie l'expression réactance inductive d'une inductance non linéaire 
suivant le premier harmonique. 

On appelle réactance inductive suivant le premier harmonique le rapport de 
la valeur efficace du premier harmonique de la tension VU, aux bornes de l’enrou- 
lement d’une inductance non linéaire, branchée à un circuit à courant alternatif, 
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à la valeur efficace du premier harmonique du courant /,, circulant dans cet 
enroulement : 


où X1 — fonction de la tension U; et du courant d’aimantation 4. ‘ 

On peut se rendre compte de la nature des variations de X, en fonction de 4, 
lo étant constant, ainsi que de la nature de variation de X,, en fonction de /o, ÜU; 
étant constant en étudiant les courbes de la fig. 245. Aïnsi, si l’on prend U; — 
= 8,52 V, on a pour 15= 0, /1 —0,01 À 
et, par conséquent, 


8,52 | 
Xi = — 8520 
Pour /9—0,014 
| 8,52 
D 
= Gong — 1010. 
Pour /0—0,0154 
Xi os — 66,50. 


Ainsi, en faisant varier l'intensité 
du courant d’aimantation /,;, on peut 
modifier la valeur de Ia réactance Fic. 245 
non linéaire Xi. | 18: | 

Nous utiliserons cette constatation | 
au $ 246 en étudiant le principe de fonctionnement d’un amplificateur magnétique. 

Exemple 108. L'’enroulement w, de l’inductance contrôlable de l’exemple 
107 est branché sous une tension sinusoïdale U — 12,2 V (fj — 50 Hz). L’enroule- 
ment de commande w, est branché à une source de F.E.M. continue Eos = 1. 
La résistance active du circuit magnétisant Ro = 50 Q. Calculer l'amplitude de 
la composante alternative B,, et de la composante continue By de l’inductance 
magnétique. Re 

Solution. Conformément à (9.27) 


77 9n-50-250.2,2.10-4 


Composante continue du courant 


IT; BBm=—5,75. 


Composante continue du champ 


Ho= 200 = 141,54/m. 


Paramètre 
HS 0 
Conformément à (9.21) 
BBo— Ar sh Ta ETS 1,86 ; 
Ba = —0,3247 


$ 209. Caractéristiques courant-tension d’une capacité non linéaire contrôlable, 
suivant les premiers harmoniques. La caractéristique charge-tension d’une capa- 
cité non linéaire peut être exprimée avec une précision suffisante. par un sinus 
hyperbolique : 

| —ashf,. (4,39) 
Soit la charge 


q = Qg+ Qm sin @é. 


Ici Qo — composante continue de la charge, Q, — amplitude du premier lraritio- 
nique de la charge. 

Dans ces conditions la tension aux bornes de la capacité comprendra une 
composante continue Uo, ainsi qu un premier harmonique et des harmoniques 
supérieurs. Les expressions (9.17) à (9.20) peuvent être utilisées pour une capacité 
non linéaire, à condition de substituer Us à yo, Uim à Yims Qm à Xm et Qo à %. 
En partant de là la composante continue de la tension aux bornes d’une capacité 


est 
Us = a sh BQo/ 0 (iBQm)- (+. 140) 


Le premier harmonique de la tension aux bornes de la capacité e:t gal 
à 2a ch BQo [— ji (BQn)l sin wf. Le courant circulant dans la capacité est égal 
a. Par conséquent, le premier harmonique du courant à travers [a capacité peut 
être écrit: 


pra (Qn sin of) —0Q} cos of. 
Son amplitude est : 


& 
OQm = BQm PF , 
et sa valeur efficace est |/2 fois plus 

= PQ =—— (9,41) 


FÆ 


On appelle caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmoniques 
d’une capacité non linéaire contrôlable la valeur efficace du premier harmonique 
du courant circulant à travers la capacité /4, exprimée en fonction de la valeur 
efficace du premier harmonique de la tension ©, pour le paramètre Üo. 

En partant de la correspondance donnée ci-dessus entre U, et Yo, Jim et Lim, 
etc., on peut dire que la famille des courbes 


U 
BQn=f (E im | 
pour le paramètre = , reproduit entièrement la famille des courbes 
Pxm = f (ie re } 


pour le paramètre : , représenté sur la fig. 242, b. 


Pour passer de la famille des courbes BQ,, —f (=) à la famille de caracté- 


ristiques courant-tension suivant les prerniers harmoniques d’une capacité non 
finéaire contrôlable, il faut tenir compte de l'expression (9.41) et de ce que la 
valeur efficace du premier harmonique de la tension aux bornes de la capacité est : 


a V2 


U 
U, — nn 
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æl que ü 
5 0 
Uy =— à Œ. 


En d’autres termes pour passer de la famille des courbes 6Q,, — f (=) pour 
le paramètre 2 à la famille des courbes /, = f (U;) pour le paramètre Us, il faut 


celle des abscisses par «|/2 et le para- 


7 ’ (0) 
multiplier l’échelle des or données par EV2' 
mètre par &«. De même que pour les inductances non linéaires nous avons introduit 
la notion de réactance inductive suivant Îe premier harmonique (voir $ 208), on 
utilise pour la capacité non linéaire la notion 
de réactance capacitive suivant le premier har- 4, 

U 


monique : 6 
__ Us x 70 
1— Fr ê 
Ici U, — valeur efficace du premier harmonique 4 
de tension aux bornes d’une capacité non 


linéaire, /1 — valeur efficace du premier har- ? 
monique de courant circulant à travers la capa- 
cité non linéaire, X1 étant une fonction de la 


valeur ÜU1 et de la valeur Us. 0 40 80 120 160 200 240 
Exemple 109. La caractéristique charge- ZM 
tension du variconde type BK1-3 est représentée Fig. 246 


sur la fig. 246. Trouver les valeurs des coef- 
ficients & et f, dans l’expression u — «& sh fg. 
Solution. Choisissons les deux points suivants sur la caractéristique : 


u—120V; qi—3,7:10-6C; uo—320 V: g»—8-10-6C. 


Ecrivons l'expression pour calculer le coefficient $ 
LES ___ sh (8-1076$) 
U4 Ra sh (3,7-10-6f) 
et trouvons en partant de cette expression 
___ Ua 320 
sh (8: 10-68) 7 1,8 


Exemple 110. La charge qg du variconde de l'exemple précédent varie 
suivant la loi 9 — Qo + Qm sin wf;, soit Qo — 3-10 5 C; Qu = 4.106 C; © — 
— 3140 si. 

Écrire l'expression pour la valeur instantanée de ia tension aux bornes du 
condensateur et trouver le courant qui y circule. 

Solution. Trouvons 


BQo—3-0,17—0,49; PQm—4:0,17 —0,68 ; 
sh BQo—0,51; ch BQo—1,12; 

U,=a sh BQo/ 0 (ÎBQm) = 175,5-0,51:1,12— 100 V ; 

u=U9+Uim sin @f + Uom cos 2@t + Ugm sin 30t+... 
Uim = 20 ch BQo [—jJ4 (iBQm)1=2-175,5-1,12-0,368 — 144 V : 
Uom = 20 sh BQo [2 (BQm)]= —2-175,5-0,51-0,065 — 11,6 V ; 

Ugrn = 20 ch BQo [— id 3 (iPQm)]=2-175,5-1,12-0,008 — 3,14 V. 
L'amplitude du courant cherché : 
Lin = OQm == 3140 -4-1076 — 0,012. 


B—0,17-106 1/C; a= —<# 175,5 V. 
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Exemple 111a. Un condensateur non finéaire à caractéristique u — 175,b 
sh (0,17-108 g) est traversé par un courant dont le premier harmonique (w — 
3140 s 1) a une amplitude /4» — 18,45 mA. La composante continue de la 
tension aux bornes du condensateur Uo — 106,2 V. Amplitude du premier harmo- 
nique de la tension Ur, — 217,5 V. Trouver la composante continue de la charge: 
Q ainsi que l’amplitude du premier harmonique Q. | 
Solution. Calculons: 


Îl 0,01845 
Qn= 1m _ : 


—— : —6 
a 3140 — 5,88-10-6C. 


Ecrivons l'équation pour calculer BQs. 


Uo_ ___ sh BQo/o (6m) 
Uim 2 ch BQol—i/1 (GBQm)] 


Trouvons en partant de là 
2061 — 1/4 GB@n)] _ 106,2:0,56 — 0,432 : 


RRQ Uno UBQn) 7 2178-12 
BQo = 0,463 ; Qo—2,72-1076C. 

$ 210. Généralités sur les triodes à cristaux. À l’heure actuelle |a 
très grande majorité des triodes à cristaux, appelées transistors, sont 
exécutées à partir du germanium, soumis à un traitement spécial. 

La région d’un transistor constituée par du germanium dans lequel 
on a incorporé des corps étrangers, dits « impuretés », cédant facilement 
leurs électrons (phosphore, antimoine, arsenic) est appelée région type 
n ou région n tout court (n étant la première lettre du mot négatif). 
Cette désignation indique que la conductibilité de la région n est créée 
dans l'essentiel par les porteurs de charges négatives. Le dopage du 
germanium par une quantité infime d'impuretés, ayant sur leur orbite: 
extérieure un électron de moins que le germanium (bore, aluminium, 
gallium ou indium) donne lieu à un excès des porteurs des charges posi- 
tives dans le germanium. | 

La région du transistor à excès de porteurs de charges positives est 
appelée région type p ou région p (p étant la première lettre du mot posi- 
tif). La conductibilité de la région p est due dans l’essentiel aux porteurs. 
de charges positives *. | 0 oo 

Un transistor type p — n — p est un cristal de germanium (de ger- 
manium p) au milieu duquel il s’est formé au cours de la fabrication 
une très fine couche n (de 0,02 à 0,025 mm d'épaisseur) (fig. 247, a). 
Dans un autre type de transistor, moins répandu actuellement et que 
nous n'allons pas examiner ici, à savoir dans le transistor type # — p — 
— ñn, la région moyenne, est la région p et les deux régions extrêmes 
sont des régions n. Les signes + figurant dans la région p désignent 
par convention les porteurs de charges positives et les sigries —, tracés. 
dans la région n, les porteurs de charges négatives. La couche de tran- 


* Les porteurs de charges positives dans les semi-conducteurs sont les lacunes 
(trous). On appelle lacunes les liens de valence vacants des atomes. Les lacunes 
peuvent se déplacer dans le réseau cristallin comme si elles étaient des charges 
positives. 
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sition entre les régions p et n (il existe deux de ces couches dans un tran- 
sistor) est à conductibilité unilatérale. Pratiquement le courant dans 
cette couche ne peut circuler que lorsque le potentiel de la région p est 
supérieur au potentiel de la région n. 

Chaque transistor possède trois sorties. La première d’entre elles 
partant de la première région p est appelée collecteur (C), la deuxième, 


8 
Premiere Deuxième CEA KE 
région p regÉor p P 7 
LP 7 PP}; (4 PER 
# 
ÉTÉ ; 
F7 |8 
Transition p-n É 

a) ê) c) 


Fig. 247 


partant de la deuxième région p est appelée émetteur (Æ) et la troisié- 
me, partant de la région n, est appelée base (B). Dans les schémas élec- 
triques le transistor est représenté par un cercle à l’intérieur duquel 
on trace un gros trait (fig. 247, b). Trois conducteurs partent de 
trait. L’un des conducteurs (celui de la base) se trouve sur un côté et 
les deux autres sont tracés de l'autre côté. L'un de ces deux conducteurs, 
portant une flèche, est celui de l'émetteur, et l’autre, qui n’a pas de 
flèche, est celui du collecteur. 

$ 211. Trois modes essentiels de branchement des transistors à un 
circuit. On distingue trois modes essentiels de branchement des transis- 
tors à un circuit. Ces trois modes différent l’un de l’autre par l’électrode 


Montage à buse Montage à émetteur Montage à collecteur 
commune commun commun 
a) b) ) 
Fig. 248 


du transistor, commun pour les circuits de commande et à com- 
mander. Sur la fig. 248, a on a représenté un montage à base commune 
(à la masse), sur la fig. 248, b un montage à émetteur commun (à la 
masse) et sur la fig. 248, c un montage à collecteur commun (à la masse). 
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Dans tous ces montages E,, — source de la F.E.M. dans le circuil 
de charge, Ecom — source de F.E.M. dans le circuit de commande 
Dans tous les montages utilisant les transistors du type p — ñn — p la 
polarité des sources de F.E.M. doit être telle que le collecteur soit porté. 
à un potentiel négatif par rapport à la base et l’émetteur ait un poten- 
tiel positif par rapport à la même base. 

$ 212. Principe de fonctionnement d’un transistor utilisé comme 
résistance contrôlable. Examinons les notions essentielles caractérisant 
le fonctionnement d’un transistor, en utilisant pour cela un montage. 
à base commune (fig. 248, a). 

Il existe des charges volumétriques dans la couche de transition 
entre l'émetteur et la base ainsi que dans la couche de transition entre: 
la base et le collecteur *. Dans la région p les charges volumétriques. 
sont négatives et dans la région n elles sont positives. | 

Les charges volumétriques existant dans chaque couche de transi- 
tion y créent un champ électrique dirigé de la région n vers la région p. 
En d’autres termes, ce champ s'oppose au passage des porteurs de char- 
ges positives de la région p dans la région n, ainsi qu'au passage des. 
porteurs de charges négatives de la région n dans la région p. 

La difiérence de potentiel dans la couche de transition entre Îles 
régions p et n est appelée barrière de potentiel. 

Les valeurs des différences de potentiel dans les couches de transi- 
tion dépendent de la valeur et de la polarité de chacune des F.E.M. 
branchée au montage. 

Ainsi, le branchement de la F.E.M. E,,» dans le montage de la 
fig. 248, a donne lieu à une diminution de la différence de potentiel 
dans la couche de transition entre l’émetteur et la base, par rapport 
à la différence de potentiel existant dans cette couche lorsque la F.E.M. 
Ecom n'était pas en circuit. À son tour le branchement de la F.E.M. En 
donne lieu à une augmentation de la différence de potentiel entre la base 
et le collecteur, par rapport à la différence de potentiel existant dans 
cette couche lorsque Æ,, n’était pas en circuit. 

En effet l’intensité résultante du champ dans la couche de transi- 
tion collecteur — base est, en présence de la F.E.M. E,x, égale à la 
somme des intensités dues aux charges volumétriques et à la F.E.M. E;; ; 
par contre l’intensité du champ dans la couche de transition émetteur — 
base en présence de la F.E.M. Esom est égale à la différence des inten- 
sités dues aux charges volumétriques et à la F.E.M. Esom. 

La courbe { de la fig. 247, c représente au point de vue qualitatif 
la loi de variation du potentiel @ le long du transistor en l’absence des 
F.E.M. Ein et Ecom. La courbe 2 de la même figure donne la variation 
de ce potentiel en présence des F.E.M. Ex et Ecom. Lorsque la barrière 
de potentiel entre l’émetteur et la base n'est pas élevée, des lacunes 
(des porteurs de charges positives) ** se déplacent de la région de l’émet- 
teur dans celle de la base, branchée au pôle négatif de la F.E.M. Ecom. 


. Ces charges ne sont pas représentées sur la fig. 247, a. n 
** Quelques charges négatives peu nombreuses se déplacent dans ces conditions 
de la base vers l’émetteur, mais le courant qu’elles créent est relativement faible. 
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Une recombinaison partielle des charges positives et négatives a lieu 
dans ces conditions dans la région n; cependant, grâce à la faible épais- 
seur de la couche n, la très grande majorité des porteurs des charges 
positives a le temps de défiler vers la couche de transition entre [a base 
et le collecteur. Dans cette couche les porteurs de charges positives 
subissent l’action d’un champ électrique intense dû à la source de la 
F.E.M. Er (en général Ein © Eiom). Sous l’effet de ce champ les por- 
teurs de charges positives sorit attirés dans la région du collecteur et 
se déplacent vers l’électrode du collecteur. Ainsi, la plus grande partie 
des porteurs de charges positives provenant de l'émetteur et arrivés dans 
la région n se précipitent vers le collecteur (le potentiel du collecteur 
est négatif par rapport au potentiel de la base et celui de l'émetteur). 

11 s'ensuit qu’une très faible quantité de porteurs de charges positi- 
ves, parmi ceux qui sont sortis de la région de l’émetteur et sont passés. 
dans la région de la base, arrivent à l’électrode de la base. 

Les sens positifs pour les courants étant ceux indiqués sur la fig. 248, a: 
le courant de l’émetteur (i£) est égal à la somme du courant du collec- 
teur (ic) et du courant de la base (f2) 


Le rapport du courant du collecteur au courant de l'émetteur est: 
habituellement désigné par & 


Dans les transistors à jonction (voir $ 213) a est égal à 0,95—0,98: 
et dépend du régime du fonctionnement du transistor. Dans les tran-. 
sistors à contact « peut même être plus grand que l’unité. Le transistor: 
est une résistance active contrôlable. On peut faire varier dans un tran- 
sistor le courant du collecteur et la chute de tension entre les électrodes. 
du circuit collecteur en faisant varier la valeur de la F.E.M. Em. 

Ï1 ne faut pas perdre de vue que lors de l’inversion de la polarité de. 
la F.E.M. E,, dans le montage de la fig. 248, a le transistor devient. 
incontrôlable et fonctionne dans le tronçon du circuit situé entre la 
base et le collecteur comme une diode ordinaire, non contrôlable. C’est 
un régime anormal pour un transistor. | | 

$S 213. Transistors à jonction et à contact. Les transistors peuvent 
être soit à jonction soit à contact. Dans les transistors à jonction la 
limite de séparation entre les régions p et n a une surface relativement 
importante. Dans les transistors à contact la transition de la région p 
en région # a lieu à l’endroit du contact ponctuel entre ces régions. En 
d’autres termes, la limite de séparation entre les régions a une surface. 
très petite dans les transistors à contact. 

Les transistors à jonction sont utilisés aux basses et moyennes fréquen- 
ces et aux courants relativement forts, tandis que les transistors à contact 
sont employés pour des fréquences plus élevées et des courants faibles *. 


* À l’heure actuelle on emploie souvent des transistors à jonction à la place 
des transistors à contact même pour des fréquences élevées. 
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$ 214. Caractéristiques courant-tension des transistors. Les pro- 
priétés de chaque transistor sont déterminées entièrement par deux 
familles de ses caractéristiques courant-tension. La première famille 
donne le courant du circuit de sortie en fonction de la tension entre les 
électrodes du transistor intercalées dans ce circuit pour l'un quelconque 
des autres courants du transistor, pris commie paramètre. On peut prendre 
également comme paramètre une autre valeur quelconque comme, par 
exemple, la tension éntre les électrodes du transistor, branchées dans 
le circuit de commande. Cette famille de courbes décrit les propriétés 
du transistor par rapport au circuit de sortie. La deuxième famille donne 
le courant du circuit d'entrée, autrement dit du circuit de commande, 
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Fig. 249 


en fonction de la tension entre les électrodes du transistor, intercaiées 
dans le circuit d'entrée, lorsque la tension entre les électrodes du tran- 
sistor branchées au circuit de sortie (ou le courant du circuit de sortie) 
est prise comme paramètre. Cette famille de caractéristiques décrit 
les propriétés des transistors par rapport au circuit de commande. 

La fig. 249, a représente qualitativement une famille de caractéris- 
tiques de sortie ic = f (uxc), is étant pris comme paramètre, pour 
un montage à émetteur commun (fig. 248, b). À droite de la verticale 
À — À, représentée en pointillé, les courbes commencent à monter 
rapidement ; un percement du transistor peut avoir lieu dans cette région. 
Par conséquent, on ne doit pas utiliser le transistor dans la région se 
trouvant à droite de la verticale À — À. 

La courbe OB, montrant que le transistor devient incontrôlable 
lorsqu'on inverse la polarité de la F.E.M. dans le circuit de sortie, se 
trouve dans le troisième quartier du dessin. 

Lorsqu'un courant circule dans le transistor, celui-ci s'échauffe par 
suite de la chaleur qu’y est dégagée. Chaque transistor peut céder au 
milieu ambiant une certaine quantité de chaleur, fonction de ses dimen- 
sions et des conditions de refroidissement. La quantité maximale admis- 
sible de la chaleur dégagée dans un transistor est caractérisée par la 
puissance dite de dissipation pc = urcic (cette puissance est indiquée 


dans les catalogues). L'hyperbole ic — LE f (urc) est tracée au 


? 
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pointillé sur la fig. 249, a. Afin que le transistor ne chauffe pas exagé- 
rément en régime permanent, le point de fonctionnement doit se trouver 
à l’intérieur de la région hachurée de la fig. 249, a (le transistor peut 
fonctionner par intermittence également dans la région située au-dessus 
de la courbe en pointillé). La famille de caractéristiques d'entrée du 
transistor ip — f (4»#), branché à émetteur commun (fig. 248, b), üpo 
étant pris comme paramètre, est représentée qualitativement sur la 
fig. 249, à. 

- Il y a lieu de signaler que tous les courants du transistor (par exemple 
ic ou i&) Sont des fonctions non pas d’une seule variable, mais de deux. 
Ainsi, le courant iQ est fonction en même temps de u£e et de i.. Le 
courant 4 est fonction de izr et de urc. On tiendra compte de cette 
propriété au $ 218. | 

Un transistor peut être utilisé comme amplificateur de courant, 
amplificateur de tension et amplificateur de puissance. 

$ 215. Transistor utilisé comme amplificateur de courant. Un transistor 
peut être utilisé comme amplificateur de courant lorsque le gain (A) en 
courant dans le circuit commandé (c’est-à-dire celui qui comporte la 
F.E.M. Ex) est plusieurs fois plus grand que le gain du courant dans 
le circuit de commande (à savoir celui qui comprend la F.E.M. E,,,). 
Parmi les trois montages de la fig. 248, on peut utiliser comme ampli- 
ficateur de courant deux d’entre eux: le montage à émetteur commun 
(fig. 248, b) et le montage à collecteur commun (fig. 248, c). Dans ces 
deux montages le courant ; 4 de la base joue le rôle de courant de com- 
mande. Le courant du circuit commandé dans le montage à émetteur 
commun est le courant ;, du collecteur et dans le montage à collecteur 
commun, c'est le courant 4 de l'émetteur. | 

Du fait que ic=aix (voir $ 212) et qu’en même temps 


ip = ic tip 
on à 
A 


Comme nous l’avons déjà indiqué au $ 212, le coefficient &« dépend 
du régime de fonctionnement du transistor, c'est-à-dire des courants 
qui y circulent et varie quelque peu lorsqu'on passe d’un régime de 
fonctionnement à un autre. 

Cependant, lorsqu'on calcule les liens entre de faibles accroisse- 
ments des courants on peut, en première approximation, considérer que 
a —= const. et alors 

Aic=air 
et 
Aig=(1— 0) Aix. 


Le gain en courant À; est égal au rapport de l’accroissement du cou- 
rant à la sortie à celui du courant à l’entrée. Le gain en courant pour 
un montage à émetteur commun où le courant de sortie est le courant 
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ie et le courant à l’entrée 13, est 


Le gain en courant pour un montage à collecteur commun où , est 
le courant de sortie et £, est celui à l’entrée est : 


Le coefficient &« pour les transistors à jonction est égal à 0,95—(0,98 
approximativement et par conséquent k; & 19—50. 

$ 216. Utilisation d’un transistor comme amplificateur en tension. 
Lorsqu'un transistor est utilisé comme amplificateur en tension, il faut 
que l'accroissement de la tension aux bornes de la charge Au,,,, bran- 
chée dans le circuit de sortie, soit plus grand que l'accroissement de 
tension à l'entrée du circuit de commande Auns. 


: : Au , ; ; . 
Le gain en tension est k,; = #7. Lorsqu'on emploie un transistor 


€ 
comme amplificateur de tension, on doit le brancher soit suivant un 
montage à base commune (fig. 248, a), soit suivant un montage 
à émetteur commun (fig. 248, b). 

Montrons qu’au point de vue qualitatif le gain en tension pour ces 
deux montages peut être de l’ordre de plusieurs centaines. À cette fin 
rapportons-nous aux deux considérations suivantes: rapport entre les 
résistances d'entrée et de sortie du transistor et rapport entre la résis- 
tance de la charge et la résistance de sortie du transistor. 

1. Rapport entre Îles résistances d'entrée et 
de sortie d'un transistor. La résistance d'entrée d’un tran- 
sistor, Rens, est égale au rapport de l'accroissement de tension aux bor- 
nes d’entrée du transistor à l’accroissement du courant d’entrée. 

La résistance de sortie du transistor R.. est égale au rapport de 
l'accroissement de la tension aux bornes de sortie du transistor à l’accrois- 
sement du courant de sortie. 

Pour un montage à base commune 


AUEB . 
Air : 


Rent — Rent EB — 


AuE 
Rsor = Rsor EC — Ai £ 
tC 


Par conséquent, pour ce montage R,,- s'avère être de deux ordres 
environ supérieur à Rent 
Pour un montage à émetteur commun 


Aupp 
Rent = Rant EE — Âi , 
B 
Au 
Rsor — R cor ec = . 
tC 


En général pour un montage à émetteur commun R..- est plusieurs 
fois plus grand que Ru. 

2. Rapport entre la résistance de la charge 
et la résistance de sortie du transistor. Lorsque 
le transistor est utilisé comme amplificateur de tension (de même que 
comme un amplificateur de puissance), la résistance de la charge Rs 
pour les deux montages est habituellement du même ordre que la résis- 
tance de sortie du transistor du côté des bornes émetteur-collecteur, 
c'est-à-dire 

Ken © Rior ec: 


Ecrivons les expressions nécessaires pour calculer k, dans un montage 
à base commune : | 


ki = Ausor _. — AicRen 
Fe Muent AipRent ER L 
, Ai R R p Lé R 
mais CC = a, et “A à S07EC bar conséquent, k, — a Sr EC, 
Ai Rent EB Rent EB ‘ Rent EB 


e E L2 L à] 
Si on tient compte que & est voisin de 1, on a pour un montage à base 
commune k, pere, c'est-à-dire qu'il est de l’ordre de plusieurs 


ent E 
centaines. 
Ecrivons maintenant la même expression pour À. pour un montage 
à émetteur commun. 
Le courant d'entrée dans un montage à émetteur commun est le courant 
de base, tandis que le courant de sortie est celui du collecteur. Par con- 
séquent, 


pe Auüsor ___ AicRen 4% Rsor EC 
En Te pes pe LS TR "7 te 
#7 Atent  AiBkRent EB 1—a Rent ps 


Si on tient compte que = — 19 à 49 et que le rapport Rte dans 


€ 

un montage à émetteur commun est de l’ordre de plusieurs unités, À 
pour un montage à émetteur commun peut avoir une valeur comprise 
entre plusieurs dizaines et plusieurs centaines. 

$S 217. Utilisation d’un transistor comme amplificateur de puissance. 
L’amplification de puissance peut être obtenue à l’aide de tous les mon- 
tages de la fig. 248. Le gain en puissance k, est égal au rapport de l’ac- 
croissement de la puissance dissipée dans la charge à l’accroissement 
de la puissance absorbée à l'entrée du transistor : 


kp APeh 


7 APent 
Pour le montage de la fig. 248, a 


kb. (Aic)}?Rern = Ksor EC 
PT (Ai) Rentpg Rent EB 


Ainsi, le gain en puissance pour le montage 248, a est égal, en pre- 
mière approximation, au gain en tension pour le même montage. Le gain 
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maximum en puissance est obtenu pour un montage à émetteur commun. 
Pour. ce montage k, peut atteindre des valeurs de 10% et même plus. 


$ 218. Relation entre les accroissements des grandeurs d'entrée et de sortie 
pour un transistor. La tension aux bornes d’entrée d'un transistor (appelons-la 
pour la généralité z) et la tension à ses bornes de sortie (42) sont fonction des 
courants d’entrée {i,) et de sortie (i) du transistor, c.-à-d.: 


uy—= Un (4, do), (9.425) 
Uo = U (4, pe (9. 412h) 


L’expression wi — Ua (ü, i) montre que w est fonction de deux variables 
{ii et î2). Désignons par convention les valeurs initiales des courants et des tensions 
par les majuscules U, I et leur accroissement par Ai et Au. Supposons que les 
courants aient reçu de faibles accroissements Aï, et Aï: et soient devenus égaux 
à (74 + A) et (/2 + Ai2) respectivement. Dans ces conditions les tensions ont 
également augmenté et sont devenues égales à (Ur + Au) et (Us + Aus). Par 
conséquent, 


Ui+Au=Uil(4+Aû); (a+ Ai), (3. 44a) 
Ug+ Aug = Uo{(li+ Ai); (l2+ At]. (9.45b) 


Trouvons les relations entre les accroissements des tensions Au; et Au: et ceux 
des courants Aïë, et Ai. À cette fin développons les seconds membres des égalités 
(9.43a) et (9.43b) en série de Taylor pour les fonctions de deux variables suivant 
les puissances des accroissemnents Ai, et Aï:; profitons de la possibilité de négliger 
les termes comprenant Ai, et Aï; à des puissances supérieures à [a première du fait 
que ces accroissements sont très petits. Nous obtenons ainsi: 


. { OU . OÙ 
Ui+Aus=U (lu Le) + Ai (Se À 7, + Ai (Se },, À 


: . t OU : OÙ 
Us + Auo= Ua (ls, 3) +aù (52 }. neo (52 Je … 


. { OU: 
101 Oi he Jo 
dans laquelle on a substitué les valeurs de 74 et 12, correspondant aux courants 


initiales (avant leurs accroissements); CE est la dérivée partielle de U4, 
Oo J1, Lo P : 


désigne la dérivée partielle de LU, par rapport au courant à. 


par rapport à i, dans laquelle on a substitué les valeurs de 74 et Le. 
Pour simplifier les écritures utilisons les désignations suivantes 


OU; : ( )  … 
Of ha. nt Oio 71, se 
OÙ» _ : ( OÙ» } _ 
Oit je 7 Ra di JT, 7, Ra 
OÙ _ 
( Of je 79 2 


OU 
( Oiy he. HE 


Constatons que 


n’est pas égale à 
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Les valeurs de Ry, Ri2, Roi et R22 peuvent être trouvées par la méthode 
graphique en partant des caractéristiques du transistor et, par conséquent, nous 
supposerons par la suite que ces valeurs soient connues. Si on soustrait de l’équa- 
tion (9.43a), l'équation (9.42a), si on soustrait de l'équation (9.43b), l'équation 
(9.42b) et si on remplace ensuite les dérivées partielles par Ras, Rio, Roy et Ros 
respectivement, on obtient | 
Au; = Ru + RyoÂio, (9.44a) 


At = RoiAtr + RooAio. (9.44b) 


Les expressions (9.44) donnent les liens entre les faibles accroissements des 
courants Af et Aï, et les faibles accroissements des tensions Aw, et Au». 11 décou- 
le des expressions (9.44) qu’on peut remplacer, pour de faibles accroissements, 
un transistor, considéré comme une résistance non linéaire contrôlable par un 
schéma équivalent linéaire approprié. | 

$ 219. Schéma équivalent d’un transistor pour de faibles accroissements. Dans 
les ouvrages spécialisés, traitant des transistors, on substitue dans les schémas 
équivalents des triodes, pour de faibles accroissemients, non par les résistances Ru, 


TA 


LT CE Point 7 V1 14 Re ÂÀe 


Fig. 250 


Ras, Ras, Ros, dont nous avons parlé ci-dessus, mais certaines résistances théori- 
ques, à savoir la résistance de la base R3, la résistance du collecteur R& et la 
résistance de l’émetteur RZ,aïnsi qu’une certaine source de F.E.M. théorique, dont 
la F.E.M. est égale au produit du courant circulant dans le circuit de commande 
par la résistance théorique R,. 

Les valeurs de R3, Re, Re et RA sont calculées à partir de Ru, Ris Ro 
et Ro. 

Examinons le schéma équivalent d’un transistor dont la base est utilisée 
comme électrode commune. La fig. 250, a représente justement un montage à base 
commune. Le courant d'entrée de ce montage est i,, égale au courant de l’émet- 
teur à, = ip, le courant de sortie > étant égal au courant du collecteur pris, avec 
le signe contraire is — — iQ (le sens positif choisi pour le courant i: est opposé 
au sens positif du courant ic de la fig. 248, a). Le montage de la fig. 250, b est 
équivalent au montage de la fig. 250, a pour de faibles accroissements. Conformé- 
ment à la deuxième loi de Kirchhoff, écrivons les équations pour les deux mailles 
du schéma, de la fig. 250, b 


Aus = (Re + R3) Aîs + RpÂis : (9.45a) 
Aus — RmAig = RgAñ+(Ro+R) Ai; (9.45b) 
Au = Umn—=@m—Pn; Aüo—Upq = Pp — Pa) 


Où Om — potentiel du point m; P, — potentiel du point n, etc. 
En comparant les équations (9.45) aux équations (9.44), on obtient 


RE+Rp—=kRu; RB—=kR4y; 
Rm+Rp=kRu; Rc+kRB=kRo. 
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Ces dernières équations permettent de trouver les résistances Rp, Re, Ro 
et RA en partant des résistances connues Ru4, Ro, Riz, Ro. La source de F.E.M. 
Rm Aig (Air = Aù} est introduite dans le schéma équivalent de la fig. 250, b 
pour tenir compte dans les calculs de l’effet amplificateur du transistor :.la F.E.M. 
de cette source est proportionnelle au courant d’entrée. 

Ainsi, pour calculer les faibles accroissements des courants d’entrée et de 
sortie à l’aide du schéma linéaire de la fig. 250, a ainsi que pour calculer les gains 
et les résistances d’entrée de ce schéma pour de faibles accroissements, il faut 
effectuer le calcul du schéma linéaire de la fig: 250, b en branchant à ses bornes 
d'entrée mn une source de F.E.M. faible (sinusoïdale en général) et en raccordant 
à ses bornes de sortie pq une charge Re. 


Le calcul des montages à transistor pour des fréquences relativement 
basses se fait dans la pratique non pas à l’aide des schémas équivalents, 
examinés ci-dessus, pour l’utilisation desquels il faut connaître les 
valeurs de Rx, Rp, Re et Rm, Mais en partant directement des familles 
des caractéristiques du transistor. Cette méthode de calcul est expli- 
quée à l’aide de l'exemple 111b. 

Exemple 111b. Calculer le gain en courant, le gain en tension 
et le gain en puissance du schéma de la fig. 251, a prévu pour amplifier 
des oscillations sinusoïdales faibles. 

On emploie dans ce schéma le transistor type IT 14. Ses caractéris- 
tiques de sortie sont représentées sur la fig. 251, b et ses caractéristi- 
ques d’entrée sont données sur Ja fig. 251, c.. La résistance de la charge 
Ren = 500Q. La F.E.M. de polarisation utilisée dans le circuit de sor- 
tie Eco = 10 V. La F.E.M. de polarisation dans le circuit de commande 
St Ecomo —= 0,25 V. 

Solution. Traçons sur la fig. 251, b une droite représentant [a 
caractéristique courant-tension de la charge R:r — 5000. Cette droite 
passe par le point io = 0 et üuge = Eco = 10 V et par le point ê, = 


Ec 
= 72 = 20 mA et un = 0. 


€ 

La famille des caractéristiques d’entrée du transistor II 14, comme 
on peut le voir sur la fig. 251, c a ceci de particulier que dans l'inter- 
valle des valeurs de ue de 0,2 à 10 V, la valeur du courant de base à;, 
est représentée en fonction de la tension entre l’émetteur et la base par 
une seule et même courbe (pratiquement indépendante de la valeur 
urc). Calculons la valeur du courant i, — {9 en l'absence d’un signal 
sinusoïdal à l'entrée, c'est-à-dire pour un régime pour. lequel seule une 
F.E.M. continue Ecom o — 0,25 V agit à l'entrée du circuit de com- 
mande (ce circuit s'établit à travers la source du signal). 

Il découle de la fig. 251, c que pour uxr — 0,25 V le courant 5, — 
— [50 = 250uA (point n). Trouvons ensuite lé courant 74 = Jo et la 
tension üugc = Urco pour ce régime. 

Le régime de fonctionnement à ÆEcom — Ecomo eSt déterminé sur la 
famille des courbes, fig. 251, b par le point n, obtenu par intersection 
de la caractéristique courant-tension de la charge avec celle des courbes 
de la famille ic = f (uxc), pour laquelle le paramètre f, est égal à 
250uÀ . 

Pour Île point LL lc = Loco —= 13,1 mA et Upc — Ù »co — 3,0 V. Con- 
sidérons comme linéaire la caractéristique d'entrée au point de fonction- 
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nement. À cetie fin traçons de part et d'autre du point #n (fig. 251, b) 
une droite qui coïncide sur la plus grande longueur possible — Ia tangente 
à la courbe £, — f (ur) au point n. Considérons les points p et m comme 
points extrêmes de cette droite. Au point p i, = 850uA et ur = 0,27 V. 
Au point m i, — 150 LA et uyr — 0,23 V. Les points p et n correspon- 
dent aux points homologues que nous venons de définir sur la courbe 251, b. 


tc lo, mA 


a) 
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Fig. 251 


Pour le point p (fig. 251, b} ic = 18,6 mA et pour le point m ic = 
— 8,6 mA. Ainsi, lorsqu'on applique à l’entrée du circuit considéré une 
tension sinusoïdale à amplitude Uzgrm — 0,02 V une composante sinu- 
soïdale du courant à amplitude Z,» = /4m — 100 pA apparaît dans le 
circuit de commande et on obtient dans le circuit de sortie, en plus du 
courant continu Jo, également un courant sinusoïdal à amplitude 
Im = 5,0 mA *. Dans ces conditions la composante sinusoïdale de 
tension à amplitude Uzcm — 2,45 V agit aux bornes de sortie du tran- 
sistor. os 

Calculons les coefficients de gain recherchés. 

Gain en courant 


Aions  loomn 1004 


* Nous avons pris ici le premier harmonique de la composante alternative du 
courant du collecteur, 
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Gain en tension 


Rem De ge 
Et enfin le gain en puissance 
g. —APsor _ Rehlëm _ 500(5,0-10-3)2 — 6250. 


PU OAPont  UÜpbmlcomm  0,02-100.106 
La résistance d'entrée du transistor entre, les bornes émetteur-base 
pour la composante sinusoïdale est 


ent Eb — Lem = 100u A 


La résistance de sortie entre les bornes émetteur-collecteur pour 
la composante sinusoïdale est : 


= 2000. 


UgCm _ 2,45u _ 
Risor BC — Ton — 5. 0mA — 490€. 


Au point de vue thermique le transistor fonctionne dans des condi- 
tions parfaitement admissibles puisque la puissance dégagée dans le 
transistor lui-même, en régime correspondant au point n (fig. 251, b), est 


U »colco — 3, V. 13, imA = 45,8mW, 


et, par conséquent, nettement inférieure à la puissance dissipée maxi- 
male admissible pour ce transistor, égale à 150 mW. 

$ 220. Généralités sur un tube à trois électrodes. Un tube électronique 
a trois électrodes au moins : la cathode, l’anode et la grille. Ces électro- 
des sont placées à l’intérieur d’une ampoule en verre ou d’une enveloppe 
métallique dans lesquelles on a fait le vide. La cathode, chauffée par 
un filament incandescent alimenté par une batterie auxiliaire (non 
représentée habituellement dans les schémas), émet des électrons grâce 
au phénomène d'émission thermo-électronique. Le flux électronique est 
dirigé vers la seconde électrode (froide), appelée anode (plaque), seule- 
ment lorsque le potentiel de l’anode est supérieur à celui de la cathode. 
Si, par contre, le potentiel de l’anode est inférieur au potentiel de la 
cathode, il n°y pas de flux d’électrons entre la cathode et l’anode (dans 
ce cas l’anode n’attire par les électrons mais les repousse). Il s'ensuit 
qu un tube électronique a une caractéristique courant-tension non sy- 
métrique. 

La troisième électrode, appelée grille, est placée plus près de la 
cathode que de l’anode. Par conséquent, le champ électrique créé entre 
la grille et la cathode, même pour de faibles tensions entre ces deux 
électrodes, exerce une influence intense sur le flux électronique allant 
de la cathode vers l’anode. La grille joue ainsi le rôle de l’électrode de 
commande. En faisant varier le potentiel de la grille, on peut contrôler 
le courant anodique du tube. De même qu’un transistor, le tube électro- 
nique peut être branché au circuit suivant l’un des trois montages essen- 
tiels : à cathode commune, à grille commune et à anode commune (l’élec- 
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irode mentionnée dans la dénomination du montage est celle utilisée 
en commun dans les circuits d’anode et de grille). 

La fig. 252 représente un montage à cathode commune. Ce montage 
est le plus répandu. De même qu’un transistor, le tube électronique 
peut être utilisé comme amplificateur de courant, de tension ou de 
puissance. Le tube peut accomplir ces trois fonctions du fait qu’une 
variation de la différence de potentiel entre la grille et la cathode exerce 
une influence plus grande sur le flux électronique 
allant de la cathode vers l’anode, qu’une 
variation (de valeur égale) de la différence de 
potentiel entre l’anode et la cathode. 

$ 221. Caractéristiques courant-tension d’un 
tube à trois électrodes, suivant Îles valeurs 
instantanées. ÂAppelons circuit anodique (ou 
circuit plaque) le circuit constitué par l’anode 
et la cathode d’un tube électronique, la Fig. 252 
source de F.E.M. E,; et la charge Rx. 

Le circuit formé par la grille et la cathode d’un tube électronique 
et la source de F.E.M. E, est appelé circuit de grille. 

Désignons par #, la tension entre l’anode et la cathode et appelon-la 
-tension anodique (tension plaque). La tension entre la grille et la catho- 
de, désignée par w,, est appelée tension de grille. Le courant £,, circu- 
lant dans le circuit anodique, est une fonction non linéaire des tensions 
anodique et de grille. Le courant i, dans le circuit de grille est égale- 


ment une fonction non linéaire de u, et de us. 
| 7 | 
4, 
Lg 4 


Fig. 253 Fig. 254 Fig. 255 


On appelle caractéristiques anodiques d’un tube à trois élec- 
trodes les courbes du courant anodique à,, tracées en fonction de la 
Se anodique ,, la tension de grille #, étant prise comme para- 
mètre. 

Une famille de caractéristiques anodiques est donnée à titre d’exem- 
ple sur la fig. 253. Si sur la famille des caractéristiques anodiques on 
relève les valeurs de i,, se trouvant sur les mêmes droites u, — const, 
on peut construire à l’aide de ces valeurs une famille de courbes ë, — 
— f (Ug), u, étant pris comme paramètre. Ces courbes sont appelées. 
caractéristiques de grille (caractéristique anodique à potentiel anodi- 
que constant) d’un tube à trois électrodes. Les courbes de cette famille 
sont représentées sur la fig. 254. Il y a lieu de remarquer que pour ces 
courbes, le courant à, ne s’annule pas lorsque u, — 0, et qu'il existe 
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une région de saturation, dans laquelle le courant À, ne croît prati- 
quement plus avec l’augmentation de ug. | 

La famille de courbes du courant de grilie , en fonction de la ten- 
sion de grille #,, pour diverses valeurs de la tension anodique u,, prise 
comme paramètre, est représentée sur la fig. 255, pour les valeurs posi- 
tives de us. | 

En général, lorsqu'on utilise un tube électronique, u, et u, varient 
en même temps et le point représentatif se déplace dans les familles des 
caractéristiques anodique et de grille d’une courbe sur d’autres. Dans 
le cas particulier où u, reste invariable ou pratiquement invariable, 
di, = À (u,) est représenté par l’une des courbes de la famille de la fig. 254. 

Si le tube électronique fonctionne à des potentiels négatifs où à des 
potentiels positifs relativement faïbles, appliqués à sa grille, le courant 
de grille est très faible, et on peut, en général, le négliger dans les calculs. 


11 y a lieu de signaler ici le caractère particulier de la caractéristique de gril- 
ie, comparée aux caractéristiques courant-tension habituelles. En effet, les 
caractéristiques courant-tension « habituelles » donnent la relation entre le 
courant circulant dans une résistance non linéaire et la tension aux bornes de cette 
résistance, tandis que la caractéristique de grille donne Îa relation entre le courant 
instantané circulant dans une résistance non linéaire et la tension de commande 
instantanée appliquée aux bornes de cette résistance. 


$ 222. Expression analytique de la caractéristique. de grille d’un tube 
électronique. La caractéristique de grille, pour u,—const, peut être 
représentée approximativement par des tronçons de “droite (fig. 256). 
En outre une partie des caractéristiques de grille 
comme, par exemple, la caractéristique représentée 
en gros trait sur la fig. 254, peut être décrite 
par un polynôme de troisième degré: 


la = Log + Aug — buë,. (9.46) 


Lg lci £,0 — valeur du courant à, pour u, = 0; 
Fig. 256 a et b — coefficients numériques; a est mesuré 
en ÀA-V-l: b—en A-B-i. 
Pour calculer les coefficients a et b, il faut choisir sur la caractéris- 
tique deux points de coordonnées i,1, uya et io, us et résoudre un 
système de deux équations à deux inconnues : 


Lai = Lao + QUgi — bu’, ; 
Las = Lao + Age — buÿ,. 
La caractéristique du type de celle représentée par la courbe en 


pointillé sur la fig. 254 peut être décrite approximativement par un 
polynôme de deuxième degré : 


La = lao + Plg + Que, 


où p et g— coefficients numériques. 
Il existe des expressions analytiques pour les caractéristiques ana- 
diques également. 
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$ 223. Lien entre les faibles accroissements des valeurs d’entrée et de sorti 
pour un tube électronique. Comme nous l’avons déjà signalé au paragraphe pré- 
cédent, le courant anodique i, est fonction non seulement de la tension anodique 
mais également de la tension de grille i, — Z, (u, ug). Si la tension de grille reçoit 
un faible accroissement Aw, par rapport à un certain état initial (U,, U,) cet 
accroissement donne lieu à celui de la tension anodique Au, et à celui du courant 
anodique Aù,. 

En effectuant des opérations analogues à celles décrites au $ 218, nous obte- 
nons 


ôle 


| Ôla 
Ou }U 0 


auf jeu 


ÂAêa — Aa 
& 


La dérivée partielle Oo 


- dans laquelle on a substitué les valeurs de 
- @» 
U, et U,, caractérisant l'état initial est habituellement désignée par gi et est 
appelée conductance interne d'un tube électronique (conductance entre l’anode et la 
cathode) : 
-(% 
&i =. OU U; U 


* (9.47a) 
8 
La quantité R;, inverse de g;, est appelée résistance interne du tube (résistance 
entre l’anode et Ia cathode): 


Ï 
Ri = ni (9.47b) 
ÔTa 
OUg | 
de U,, appelée pente de la caractéristique du tube, est désignée par la lettre S: 


ôI 
= _ je _ (9.48) 
& £ 


S a les dimensions d’une conductance; gi; et S dépendent de l’aspect des caracté- 
ristiques du tube et des valeurs des tensions initiales U, et U,. Le rapport de S 
à g;, appelé facteur d'amplification ou gain du tube, est désigné par la lettre nu: 


La dérivée partielle | _ calculée pour les valeurs initiales de {/, et 
: d & 


(au) 
S ÔUg Us Ur 
= ——- 9,49 
Oua /U,: ve 


Le gain indique combien de fois l’accroissement de tension Au, entre la grille 
et la cathode est plus efficace que l’accroissement de tension Az, entre l’anode 
et la cathode, pour obtenir le même accroissement Ai, du courant anodique. En 
tenant compte du précédent, l’expression pour Aï, pour être écrite de la manière 
suivante : 


Aie = Aagi+ Aus, (9.50) 
ou 
Aüa = RiAig —HAug. (9.51) 


$ 224. Schéma équivalent d’un tube électronique en cas de faibles accroisse- 
ments. Les composantes continues des tensions et du courant correspondant à 
l'état initial du montage (avant l'accroissement de la tension de grille) sont dési- 
gnées sur la fig. 257, a par les majuscules Un, US, Us, 1. Les tensions et les cou- 
rants désignés par Au, Au, Ai, sont respectivement les accroissements des va- 
leurs ci-dessus. Les sens positifs pour ces accroissements sont les mêmes que pour 
les tensions et les courants initiaux. 
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Ecrivons l'équation pour les accroissements des tensions dans le circuit anodi- 
que, dus aux accroissements de la tension Au, à la grille du tube. A cette fin, for- 
mons deux équations suivant la deuxième loi de Kirchhoïf pour le circuit anodique. 
L'une de ces équations correspond au régime avant l'application des accroisse- 
ments : U, “+ ÜUen = E et l’autre ra le régime après l’application de ces accrois- 
sements: Ù, + Au, + Un + Auen = E. Si dans cette dernière équation on 
substitue Æ à Us + Uer on obtient: 


Aua + Auch = 0, (4,692) 


où Au, — accroissement de la tension entre l’anode et la cathode du tube; Auer — 
accroissement de la tension aux bornes de la charge Rer. 

Substituons dans l'équation (9.52a) RenAï, à Auer et RiAïi, — pâu, à Au,, 
conformément à (9.51). Nous obtenons: 


(Rent Ri) Aïg = HAug. (9.52b) 
L’équation (9.52 b) décrit le schéma de Îa fig. 257, b. Dans ce schéma Ia 


résistance de la charge R,n et la résistance interne du tube électronique R; sont 
branchées à une source de F.E.M. Au. Ainsi, pour des faibles accroissements Je 


circuit anodique d’un tube électronique peut être remplacé (simulé) par une source 
de F.E.M. Au, et par la résistance R; branchée en série avec cette source. La for- 
ce électromotrice de cette source de F.E. M. est proportionnelle à [a variation de 
la tension à la grille du tube. 

La fig. 257, c représente un autre schéma équivalent fréquemment utilisé. 


Dans ce schéma la source de F.E.M. est remplacée par une source de courant pe 


et par une résistance R;, shuntant cette source (rappelons que le paies d’ une 
source de F.E.M. à une source de courant a décrit en détail au $ 2 

Exemple ïtic. Une tension Uz + Aug = Ug + Um Sin @f— —92+ 
+ 0,05 sin œf est appliquée entre Ia grille et la cathode de la triode 6C2C 
(fig. 257, a). Le courant anodique i, est représenté en fonction de la tension ano- 
dique us, . _ fig. 258, be on pris comme paramètre. Soit la force électromo- 
trice Æ, = 150 V; Re = Q. 

does É paramètres 4 schéma équivalent de la triode et calculer à l’aide 
de . schéma l’amplitude de la composante sinusoïdale du courant dans le circuit 
anodique. 

Solution. Calculons la position du point de fonctionnement sur les 
caractéristiques du tube en courant continu. À cette fin traçons sur la fig. 258 une 
droite caractérisant la résistance de charge Ra du circuit anodique. On l’appelle 
souvent droite de charge. 


Cette droite passe par les points à, — 0; u,°= 150 V et &, — Re = 10 mA; 
| ch 
us = 0. 


Le point de fonctionnement pour le régime considéré est le point d'intersec- 
tion de cette droite et de celle des courbes de la famille pour laquelle le paramètre 
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ug — — 2 V. Les coordonnées de ce point sont u, — 94 V et ÿ, — 3,67 mA. Con- 
formément à la définition de g; (voir expression 9.47a) il faut pour la calculer, en 
prenant comme valeur initiale le point de fonctionnement trouvé précédemment, 
ug — — 2 V étant constante, augmenter [a tension anodique de Au,, calculer 
l’accroissement correspondant du courant anodique Ai, et diviser Ai, par Au,. 


Ola … Aig _9 mA 


HS À ——— = ————— — —4 : 
£i Oug Aug 50V ES, 
pi ps Q, 
&i 
g: est proportionnel à la tangente trigonométrique de l’angle de pente de la tangen- 
te, au point de fonctionnement, à la courbe 7, = f (u}), pour laquelle u, = — 2 V. 
Pour calculer la pente S de la caräctéristique pour #, — 94 V = const augmentons 
la tension de grille de Aug, = — 1 — 


— (—2)= 1V et trouvons sur la 
figure  l’accroissement  correspon- 
dant Ai, —5,37— 3,67= 1,7 mA. Par 
conséquent, 


Vo À Mia 17.10 Av. 
ug Aug É 
Le gain e : 
Pnre 


L’amplitude de la composante 
sinusoïdale du courant dans le circuit 
anodique s'écrit conformément à 
49.52b): 


Lim = EE — 339.106 A. 0 2040 60 80 100 120 140 160 180200 Vy,V 
Rent Ri | 
Courant anodique: J, +4- Ai, = Fig. 258 
—3,67 + 0,339 sin œ@f mA. 


$ 225. Construction de la dépendance entrée-sortie d’un tube électronique 
pour des signaux importants. La tension 4 entre la grille et la cathode est une 
tension d'entrée, tandis que la tension aux bornes de la charge Rex (schéma de Îa 
fig. 257, a) est une tension de sortie. La tension aux bornes de la charge est égale 
au produit du courant 5, par la résistance R,,. Si l'amplitude de la composante 
alternative de la tension u, est suffisamment grande (par exemple, commensurable, 
ou même plus grande que la composante continue de la tension U,) on ne peut 
plus employer les schémas équivalents linéaires de la fig. 257, b et c. Le calcul 
du courant i, en fonction du temps #, lorsqu'on applique à la grille une tension 
de forme et d'amplitude quelconques, peut être fait par la méthode graphique. 
Cette méthode peut être résumée comme suit: 

1. En conférant au temps f différentes valeurs, on trouve les valeurs instan- 
tanées correspondantes de uy. | 

Pour chaque couple de valeurs correspondante de f et de ,, le fcourant 
anodique à, est donné par l’ordonnée du point d’intersection de fa droite de charge 
et de la courbe de la famille £, — f (4) pour laquelle la valeur considérée de uy 
joue le rôle de paramètre. 

3. On construit ensuite la courbe de la fonction £&, = f (f). En la développant 
en série de Fourier, on peut trouver la composante continue, ainsi que les ampli- 
tudes du premier harmonique et des harmoniques supérieurs de cette série. En re- 
prenant les mêmes constructions pour une autre amplitude ou une autre forme de 
la tension w,, nous trouvons les nouvelles valeurs de la composante continue et 
des amplitudes des harmoniques du courant ,. En réalisant ainsi un certain nom- 
bre de ces constructions, on peut.obtenir des données dont on peut déduire toutes 
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les fonctions liant les grandeurs d'entrée et de sortie. Des constructions, analogues 
en principe, peuvent être exécutées évidemment pour un transistor également. 
$ 226. Généralités sur les méthodes d’analyse et de calcul des circuits 
électriques non linéaires à courant alternatif. L’analyse des phénomènes 
non linéaires et le calcul des relations numériques pour les circuits non 
linéaires à courant alternatif sont nettement plus compliqués et labo- 
rieux que l'analyse et le calcul des circuits électriques linéaires. 

En général, les circuits électriques non linéaires comprennent soit 
des inductances non linéaires, soit des capacités non linéaires, soit des 
résistances actives non linéaires, dénuées d'inertie au point de vue 
thermique. | 

Les courants et les tensions dans ces circuits diffèrent plus ou moins 
des courants et tensions sinusoïdaux. 

La forme des courants et des tensions se rapproche le plus d’une 
sinusoïde dans les circuits comprenant uniquement des résistances acti- 
ves non linéaires, dénuées d'inertie thermique. 

Toutes. les méthodes d'analyse des circuits non linéaires peuvent 
être réparties en deux groupes importants: méthodes analytiques et 
graphiques. Les méthodes analytiques, contrairement aux méthodes gra- 
phiques, permettent d'effectuer l’analyse sous une forme générale et non 
pas pour des valeurs particulières des paramètres seulement. 

Le défaut des méthodes analytiques est la nécessité d'exprimer sous 
forme analytique les caractéristiques des résistances non linéaires, ce 
qui est toujours entaché d’une certaine erreur. Lorsqu'on doit calculer 
des circuits électriques non linéaires à courant alternatif tant soit peu 
compliqués, il faut accepter l’idée que le calcul ne pourra être exécuté 
qu'avec ure certaine approximation. 

Les méthodes suivantes d'analyse et de calcul des circuits non linéai- 
res à courant alternatif sont les plus répandues : 

_ 1. Méthode graphique, utilisant les caractéristiques des résistances 
non linéaires, en valeurs instantanées. 

2. Méthode analytique, utilisant les caractéristiques des résistances 
non linéaires en valeurs instantanées et leur approximation linéaire par 
morceaux. 

3. Méthode analytique ou graphique, utilisant les caractéristiques 
courant-tension suivant les premiers harmoniques. 

4. Méthode analytique ou graphique, utilisant les caractéristiques 
courant-tension suivant les valeurs efficaces des grandeurs non sinusoï- 
dales. 

5. Méthode analytique de calcul suivant le premier et un ou plusieurs 
harmoniques supérieurs ou inférieurs. | 

6. Calcul à l'aide des schémas linéaires équivalents. 

7. Utilisation des calculatrices mathématiques. 

Parmi les sept méthodes énumérées * l’étude des première, deuxième, 
troisième et quatrième méthodes doit être faite en premier lieu. 


* La septième méthode est utilisée conjointement avec l’une quelconque des 
six méthodes précédentes. 
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Nous donnerons par la suite les caractéristiques sommaires de chacune 
des sept méthodes. Suivant la nature du circuit, la forme de la carac- 
téristique courant-tension de la résistance non linéaire, ainsi que suivant 
le choix du phénomène non linéaire se déroulant dans le circuit consi- 
déré, il est rationnel d'utiliser telle où autre méthode parmi les métho- 
des énumérées. 

Naturellemént, méthode d’analyse d’un phénomène non linéaire est 
d'autant plus compliquée et laborieuse que Île caractère même de ce 
phénomène est complexe. Et vice versa, l’analyse des phénomènes non 
linéaires grossiers peut être faite par des moyens plus simples. 

$ 227. Méthode graphique utilisant les caractéristiques des résistances 
non linéaires en valeurs instantanées. Cette méthode peut être employée 
en général pour les circuits dont on connaît, en vertu de telles ou autres 
considérations, la loi de variation en fonction du temps d’une des gran- 
deurs déterminant le fonctionnement de la résistance non linéaire; 
cette grandeur peut être, par exemple, le courant, la tension ou la charge. 
Cette méthode sera illustrée sur l'exemple d'analyse du fonctionnement 
d’un transformateur de pointes (voir $ 234) ou d’un tripleur de fré- 
quence ($ 233). 

ne dans cette méthode doivent être exécutées dans l’ordre 
suivant : 

1. On commence en partant de telles ou autres considérations physi- 
ques prises comme base d’analyse, par trouver la loi de variation en 
fonction du temps d’une des grandeurs déterminant le fonctionnement 
de la résistance non linéaire. | 

Ainsi, au $ 233, on suppose que la résistance active des enroulements 
primaires w, et w, soit nulle et on admet que la somme des flux totaux 
à travers ces deux enroulerments varie suivant une loi sinusoïdale. 

Au $ 234 on a supposé que c’est le courant de l’enroulement d’aiman- 
tation du transformateur de pointes qui varie suivant une loi sinusoï- 
dale. 

2. Ensuite, en partant de la caractéristique (ou des caractéristiques} 
de la résistance non linéaire en valeurs instantanées, on trouve, par des 
constructions graphiques, la loi de variation en fonction du temps de 
la deuxième grandeur déterminant le fonctionnement de la résistance 
non linéaire. 

Cette grandeur est Je courant pour le $ 233 et le flux magnétique 
pour le $ 234. 

8. Enfin, en partant des résultats du numéro 2 et en utilisant des 
constructions graphiques auxiliaires et des calculs simples, on trouve 
la valeur de sortie et les liens cherchés entre les paramètres du schéma. 

Les avantages de cette méthode est sa simplicité et son caractère 
concret, ainsi que la facilité avec laquelle on peut tenir compte des 
phénomènes hystérétiques. 

$ 228. Calcul des circuits non linéaires par utilisation d’une approxi- 
mation linéaire par morceaux de Îa caractéristique de la résistance non 
linéaire en valeurs instantanées. Cette méthode consiste dans l’essentiel 
à réduire au problème de la recherche de la solution périodique des 
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équations non linéaires à la recherche d’une solution périodique d'un 
système d'équations linéaires. 

Voici les étapes principales de cette méthode : 

1. Remplacement de la caractéristique courant-tension (flux-courant, 
charge-tension) d’une résistance non linéaire en valeurs instantanées par 
des tronçons de lignes droites. 

2. Substitution des équations des droites du numéro 1 dans les équa- 
tions différentielles non linéaires. Ainsi ces équations différentielles 
non linéaires sont réduites aux équations linéaires. 

Chaque équation non linéaire est ainsi remplacée par autant d’équa- 
tions linéaires qu’on utilise de tronçons de droïtes, remplaçant la carac- 
téristique de la résistance non linéaire. 

3. Solution d’un système d'équations différentielles linéaires. À cha- 
que tronçon linéaire de la caractéristique de la résistance non linéaire 
correspondra sa solution propre avec ses constantes d’intégration. 

4, Détermination des constantes d'intégration en raccordant la solu- 
tion, trouvée pour un tronçon linéaire, avec la solution trouvée pour 
le tronçon linéaire suivant. 

Cette méthode est efficace lorsque [a caractéristique de la résistance 
non linéaire peut être remplacée avec quelque précision par des tronçons 
de droiïtes, disposés de telle manière que lorsque l’une des grandeurs 
détermifiant Île régime de fonctionnement de la résistance non linéaire, 
le courant, par exemple, varie l’autre, le flux magnétique total, par 
exemple, reste constant. 

Cette méthode est encore plus efficace lorsque les tronçons de droites, 
remplaçant Îa caractéristique courant-tension de la résistance non li- 
néaire, peuvent être superposés aux axes des coordonnées. 

Nous donnons au $ 235 un exemple de solution du problème pour ce 
dernier cas. 

$S 229. Méthode analytique (ou graphique) de calcul suivant les pre- 
miers harmoniques des courants et des tensions. Dans cette méthode les 
courants et les tensions dans une résistance non linéaire, variant suivant 
une loi compliquée, sont remplacés par leurs premiers harmoniques. 
On utilise dans les calculs les caractéristiques courant-tension suivant 
les premiers harmoniques soit sous leur forme analytique, soit sous 
forme graphique. 

Etapes principales de calcul par la méthode analytique : 

1. On exprime d’abord la caractéristique courant-tension d’une résis- 
tance non linéaire sous une forme analytique en valeurs instantanées. 

2. En y substituant aux valeurs instantanées de la tension ou du 
courant, les valeurs instantanées de premiers harmoniques, on obtient 
une expression qui donne le lien non linéaire entre l’amplitude du pre- 
mier harmonique du courant circulant dans une résistance non linéaire 
et l’amplitude du premier harmonique de la tension aux bornes de cette 
résistance [on peut citer comme exemple de ce lien l'expression 
(9.22)1. 

3. Dans l’équation écrite pour le circuit étudié conformément à la 
deuxième loi de Kirchhoïff on substitue aux valeurs instantanées de 
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courant et de tension dans une résistance non linéaire, les valeurs instan- 
tanées de leurs premiers harmoniques en négligeant les harmoniques 
supérieurs. 

4, Ensuite on sépare cette équation en deux équations. L'une d'elles 
exprime l'égalité des coefficients des termes sinusoïdaux des premier et 
second membres de l’équation, et l’autre, l'égalité des coefficients des 
termes cosinusoïdaux des deux membres. 

5. Puis on résout ensemble ces deux équations. 

Etapes principales de calcul par la méthode du premier harmonique 
en version graphique: 

1. La fonction utilisée pour exprimer le lien entre l’amplitude du 
premier harmonique de tension aux bornes d’une résistance non linéaire 
et l’amplitude du premier harmonique de courant dans cette résistance 
est une fonction non linéaire sous forme d’une courbe. Cette fonction 
peut être obtenue par un moyen quelconque, y compris voie expéri- 
mentale. 

2. Pour une valeur arbitraire d'amplitude /4, du premier harmoni- 
que du courant circulant dans la résistance non linéaire, on trouve sur 
la courbe l’amplitude correspondante du premier harmonique de ten- 
sion aux bornes de cette résistance et, ensuite, en construisant un diag- 
ramme vectoriel suivant le premier harmonique pour l'ensemble du 
circuit on détermine l’amplitude U:» du premier harmonique de ten- 
sion à l’entrée du circuit. La construction du diagramme vectoriel se 
fait en principe de la même manière que pour les circuits finéaires à cou- 
rant sinusoïdal, à savoir : si on néglige les pertes dans le noyau, le pre- 
mier harmonique de tension aux bornes d’une inductance non linéaire 
est en avance de 90° sur le premier harmonique de courant circulant 
dans cette inductance; le premier harmonique de tension aux bornes 
d’une capacité non linéaire est en retard de 90° sur le courant qui y cir- 
cule ; les premiers harmoniques de tension et de courant dans une résis- 
tance non linéaire active sont en phase. | 

3. En construisant plusieurs diagrammes vectoriels pour des valeurs 
différentes de /:», on trouve les valeurs de U;,, qui leur correspondent 
et on construit ensuite la caractéristique courant-tension pour l’ensemble 
du circuit Uim = f (im). 

Cette méthode permet d'étudier les phénomènes non linéaires tels 
que la transformation du courant continu en courant alternatif et la 
transformation inverse, le phénomène de résonance suivant l’harmoni- 
que fondamental, l’effet de basculement suivant le premier harmonique, 
certains types de phénomènes d’automodulation; mais elle ne permet 
pas d'étudier des phénomènes. plus complexes comme, par exemple, 
la résonance suivant les harmoniques supérieurs et inférieurs, la réso- 
nance suivant les harmoniques fractionnels ainsi que d’autres problèmes 
compliqués. | 

Si on utilise la version analytique de cette méthode, on peut obtenir 
la solution sous sa forme générale, ce qui est três important, car on peut 
alors étudier le comportement de cette solution en cas de variation 
d’un paramètre quelconque du circuit. 
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Cette méthode sera utilisée plus loin pour l’analyse du fonctionne- 
ment d’un oscillateur à auto-excitation (voir $ 239) et pour l’analyse 
d’un circuit à capacité non linéaire (Voir exemple 118). 

$S 230. Analyse des circuits non linéaires à courant alternatif par 
utilisation des caractéristiques courant-tension en valeurs efficaces. Dans 
cette méthode le calcul graphique est executé en utilisant les caractéris- 
tiques courant-tension des résistances non linéaires en valeurs effica- 
ces, obtenues par voie de calcul ou expérimentale. 

En outre on admet que les courants et les tensions, qui varient en 
réalité suivant une loi non sinusoïdale, puissent être remplacés par 
leurs valeurs sinusoïdales équivalentes (en tant que valeur efficace). 

Toutes les étapes de calcul par la méthode examinée correspondent 
entièrement aux étapes de calcul graphique par la méthode du premier 
harmonique, énumérées au paragraphe précédent. 

La différence entre ces deux méthodes consiste uniquement en utili- 
sation dans la méthode considérée de [a caractéristique courant-tension 
non pas. suivant les premiers harmoniques, mais suivant les valeurs 
efficaces. 

Cette méthode sera employée par la suite pour l’étude des phénomé- 
nes les plus simples dans les circuits à ferrorésonance (voir $ 240 à 245). 

Si on étudie des circuits électriques non résonnants, ou des circuits 
résonnants, pour lesquels on est sûr, pour telle ou autre raison, que dans 
les régimes de fonctionnement examinés il ne peut pas y avoir de phéno- 
mênes de résonance à harmoniques supérieurs et inférieurs, l’amplitude 
du premier harmonique du courant s'avère, en général, supérieure 
aux amplitudes de ses harmoniques supérieurs. Dans ce cas, la valeur 
efficace du courant dans Île circuit considéré ne diffère que faiblement 
de la valeur efficace du premier harmonique de ce courant. 

Pour s’en assurer, considérons l’exemple suivant: soit un courant 
comprenant le deuxième et le troisième harmoniques et pour lequel la 
valeur efficace de son troisième harmonique est égale à 40% de la valeur 
efficace du premier harmonique (713 = 0,4/;,). La valeur: efficace du 
courant sinusoïdal est : 


VÊ<E =1,0751, 


c'est-à-dire qu'elle n’est que de 7,5% supérieure à la valeur efficace 
du premier harmonique 1. 

Cette méthode permet d'étudier certaines propriétés des circuits 
électriques non résonnants, comme, par exemple, l'effet d'amplification 
de puissance ($ 247). Pour étudier les propriétés des circuits non linéaires 
résonnants, la méthode ne peut être utilisée que sous certaines condi- 
tions. Ainsi, on peut l’employer pour étudier l’effet de basculement le 
plus simple (voir $ 241), mais elle ne convient pas pour des recherches 
plus « fines », comme, par exemple, pour l’étude des phénomènes de réso- 
nance aux harmoniques supérieurs. 


$ 231. Méthode analytique de calcul suivant le premier et un ou plusieurs 
harmoniques supérieurs ou inférieurs. L'application de cette méthode comporte 
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les étapes suivantes : on commence par établir lesystème d'équations différentielles 
du circuit étudié, on exprime ensuite analytiquement les caractéristiques des 
résistances non linéaires et on substitue ces expressions analytiques dans les 
équations différentielles du circuit. 

Pour l'une des valeurs cherchées on écrit la solution sous forme de série 
comprenant le premier et l’un ou plusieurs harmoniques supérieurs ou inférieurs, 
par exemple sous la forme suivante: x = xin sin @f + xsm Sin (3Gf + 43). Cette 
solution hypothétique est substituée dans les équations du système. 

À la suite de cette substitution, il s'avère possible de séparer les équations 
du système en plusieurs équations algébriques transcendantes, établies suivant 
l'amplitude du premier harmonique, les amplitudes des harmoniques supérieurs 
(ou inférieurs, respectivement) et Jeurs phases. 

Il existe en général deux Îois plus d'équations transcendantes que d’harmo- 
niques retenus, puisque, pour chacun de ces harmoniques, les équations du système 
sont séparées en deux équations, l’une pour les composantes sinusoïdales et l’autre 
pour Îles composantes cosinusoïdales. 

Ensuite on résout le système de ces équations transcendantes. La difficulté 
de la résolution est que toutes les inconnues figurent dans chacune des équations 
transcendantes, De ce fait, on emploie pour les résoudre la méthode d’approxima- 
tions successives, , 

L'utilisation de cette méthode demande en général beaucoup de travail. 
Cependant, elle permet d'étudier les phénomènes aussi complexes se déroulant 
dans les circuits non linéaires, que la résonance aux harmoniques supérieurs, la 
résonance aux harmoniques inférieurs et fractionnels, etc. 

$ 232. Calcul à l’aide des schémas équivalents linéaires. Cette méthode con- 
vient au calcul des circuits électriques non linéaires soumis à l’effet des F.E.M. 
continues ou sinusoïdales, à conditions que les composantes alternatives des 
courants et des tensions soient relativement petites, plusieurs fois plus petites, 
par exemple, que les composantes continues des courants et des tensions 
respectives. 

L'ordre des opérations de calcul est le suivant : 

1. Déterminer d’abord la position du point de fonctionnement en courant 
continu sur la caractéristique de la résistance non linéaire. Le point de fonction- 
nement, soumis à l’effet d’une faible F.E.M. alternative, se déplacera aux environs 
du point ainsi tracé. | 

2. Tracer, ensuite au point de fonctionnement en courant continu, une tart- 
gente à la caractéristique non linéaire et remplacer le tronçon considéré de la 
caractéristique de cette résistance linéaire par un tronçon de cette tangente. 

3. Construire enfin un schéma équivalent linéaire pour le calcul de la com- 
posante alternative. La nature de ce schéma est déterminée par la nature de la 
résistance non linéaire, et ses paramètres dépendent de la valeur de la tangente 
trigonométrique de l’angle entre la tangente à la caractéristique et l'un des axes de 
coordonnées. 

Le schéma équivalent d’un transistor, en cas d’une faible composante alter- 
native, est représenté sur la fig. 250, & et celui d’un tube à trois électrodes sur les 
fig. 257, b et 257, c. 

$ 232a. Intervention des calculatrices. Les calculatrices sont employées pour 
trouver les solutions de systèmes d'équations transcendantes et de systèmes 
d'équations algébriques de degrés élevés, pour trouver les solutions exprimées 
sous forme de séries lentement convergentes, pour intégrer les équations différen- 
tielles linéaires (d'ordres élevés en premier lieu), auxquelles sont réduites les 
équations différentielles non linéaires en cas d'utilisation d’approximation linéaire 
par morceaux des caractéristiques de la résistance non linéaire, ainsi que dans 
certains autres cas encore. 


Examinons plusieurs exemples. 

Dans les deux premiers exemples (voir $& 233 et 234) l’analvyse est 
faite graphiquement en utilisant les caractéristiques ® = f (i) pour une 
inductance non linéaire. 
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Dans le premier de ces exemples, la caractéristique est prise en né- 
gligeant l’hystérésis, et dans le deuxième, en tenant compte de ce phé- 
nomêne (c'est-à-dire à l’aide d’une fonction en forme de boucle). 

$ 233. Tripleur de fréquence le plus simple. Le tripleur de fréquence 
est un dispositif à la sortie duquel la tension a une fréquence de trois 
fois supérieure à celle de la tension d'entrée. Le schéma du tripleur le 
plus simple est représenté sur la fig. 259, a. Il comprend deux trans- 
formateurs (/ et 2). Appelons ®, le 
flux du premier transformateur et ®: 
le flux du deuxième. Un entrefer existe 
dans Île noyau du premier transformateur, 
grâce à quoi sa caractéristique flux- 
courant ® = f (ë) est une droite (la droite 
de la fig. 259, b} *. Le noyau du deuxième 
transformateur ne comporte pas d'entrefer. 
Sa caractéristique flux-courant est repré- 
sentée par la courbe D, de la fig. 259, b. 
Le noyau du premier transformateur porte 
les enroulements w, et w, et le noyau du 
deuxième les enroulements w, et w,. Les 
enroulements w, et w, sont couplés en 
concordance et les enroulements w3 et w, 
en opposition. | 

Soit u = Un cosSwt la tension appliquée 
au circuit primaire. 

Suivant la loi de l'induction électro- 
magnétique 

u = + (ca Di + w:D:). 


II en découle que 


w | U 
a Er De — 


sus Sin Of. 


Supposons d’abord que wi; —w:==w, on 
a alors 


D, + D, = 2 sin of, 


Fig. 259 c'est-à-dire que la somme des flux des 

deux transformateurs varie en fonction 

du temps suivant une loi sinusoïdale, Construisons la courbe i = f (wt). 

À cette fin, en additionnant les ordonnées des courbes ®, et ®., 
construisons d’abord la courbe 


D, + D: =} (i), 
et ensuite portons sur la figure la sinusoïde D, + D: = f (wf), dont 
, : lé r x Um 
l'amplitude est égale à =*. 
| LD 
* Dans le coin supérieur droit de la fig. 259, b. 


308 


Prenons une valeur arbitraire pour le flux total (point a), projetons 
ce point sur la courbe D, + D, = f (i}, trouvons le courant i correspon- 
dant et, ensuite, portons ce courant sur la verticale passant par le point 
a de la fig. 259, b. Nous obtenons aïnsi le point b, appartenant à la 
courbe i = f (wt). | 

Du fait que le premier transformateur n'est pas saturé, et que la 
fonction D, = f (i) est une droite, la courbe ®, (wi) a la même forme 
pointue que la courbe du courant i — f (wt). Les ordonnées de la courbe 
D: (w?) sont égales à la différence de l’ordonnée de la courbe D, + ®, — 
— f (wf) et celle de la courbe M (wf). 

La courbe D: (wf) a une forme aplatie. 

Les courbes D, (of) et D; (wf) peuvent être décomposées en harmo- 
niques. Les premier et troisième harmoniques des flux sont représentés 
sur la figure. Les flux comprennent également des harmoniques supé- 
rieurs, mais ces harmoniques sont relativement peu importants. On voit 
sur la figure que le premier harmonique du flux ®, désigné par D, et 
que le premier harmonique du flux D: (®,;) se trouvent en phase, tandis 
que le troisième harmonique du flux ®, (D;”) est en quadrature avec 
le troisième harmonique du flux ®, (®;"). 

Le premier et le troisième harmoniques de la F.E.M. sont induits 
dans chacun des enroulements secondaires (w:3 et w,). Du fait du bran- 
chement en opposition des enroulements w3 et w, les premiers harmo- 
niques des F.E.M. dans ces enroulements sont soustraits l’un de l’autre 
et les troisièmes harmoniques sont additionnés. Il s'ensuit qu’en choïisis- 
sant le nombre de spires w, de telle façon que les premiers harmoniques 
de la F.E.M. dans les enroulements w, et w, soient égaux en valeur, ce 
qui est obtenu pour D'w: = Dw,, on obtient à la sortie du tripleur, 
des F.E.M. de fréquence triple seulement. 

Pour qu’un tripleur puisse fonctionner normalement, il faut que la 
F.E.M. globale, de fréquence triple, soit nulle dans les enroulement w: 
et w, du circuit primaire, c'est-à-dire que w41D" — w:0," = 0. Il est 
facile de constater que cette condition est satisfaite puisque w4 = w2 
et D" — D," (la somme des flux D, + ®, est sinusoïdale). | 

Exemple 112. On a trouvé en utilisant des constructions graphi- 
ques que pour le tripleur de la fig. 259,a 


Din = Pom = 0,0027 Vs et Din — Dom — 0,0006 V.s. 
Calculer le nombre de spires de l’enroulement, ainsi que la tension à la 
sortie du tripleur, à vide, en supposant que 

y, = Woo = W3=w— 100, f—50Hz. 
Solution. Trouvons le nombre de spires 


D; 
Wy = Us = D = 100. 
2m 
La valeur instantanée de Îa tension de sortie : 


d LA 4 , #2 LL 
Ueor = Wir (— D, sin 8œf — P2;, sin 3of). 


Sa valeur eificace : 


20m 2-0,0006 
Üsor = Wi,-30 % 100.3-314 VE 
$ 234. Transformateur de pointes. Le transformateur de pointes est 
un dispositif à la sortie duquel on obtient une F.E.M. en forme de pointe. 
__ Une force électromotrice en forme de pointe est nécessaire, par exem- 
ple, pour commander l'instant d'amorçage des redresseurs à vapeur de 
mercure. 


— 80 V. 


i=/y SR wt 


4 i=f{wt) 


AENS gp °"Fe) 
NE 


10 


Ÿ7 
AN) /2 4 2x 
| | \ / | 
7 
t) 
Fig. 260 


Examinons le principe de fonctionnement d’un transformateur de 
pointes le plus simple (fig. 260, a). 

On bobine sur un noyau en forme de tore fermé, en matériau à cycle 
d’aimantation pratiquement rectangulaire, deux enroulements (w, et x). 
On fait circuler dans l’enroulement un courant sinusoïdal fourni par 
une source. Une F.E.M. en forme de pointe est induite aux bornes de 
l’enroulement w,. Le principe d'obtention de cette F.E.M. est illustré 
sur la fig. 260, b. 

La boucle d’hystérésis D = f (i) est représentée sur la partie gauche 
de la fig. 260, b. Afin de faciliter les constructions suivantes, les axes 
de ® et de i sont tournés de 90°, dans le sens contraire des aiguilles d’une 
montre, par rapport à leur disposition habituelle. Trois courbes sont 
construites dans la partie droite de la figure : la courbe du courant sinu- 
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soïdal donné i = f{wt), circulant dans l’enroulement w:, pe courbe du 
flux magnétique dans le noyau D = f (of) et la courbe = f (wt), 


dont les ordonnées sont proportionnelles à la F.E.M.: e; he aux 
bornes de l’enroulement w, : 


d® dD dot d®D 


D ME 'édetdt  edos 

Les points des courbes respectivement correspondants sont nn S 
par les mêmes chiffres. 

L'ordre des opérations de construction est le suivant : 

Traçons d’abord la courbe i = f(wf). L'’amplitude du courant cor- 
respond à l’ordonnée 8 sur la courbe ® = f (i). Ensuite, à l’aide de la 
courbe à = f (ot) et de la courbe ® — f (é), construisons la courbe D — 
— f (wf)}. À titre d'exemple, on a représenté par des flèches l’ordre des 
opérations à effectuer pour trouver le point 6 de la courbe D — f (mé). 

Ensuite, en utilisant la méthode de différentiation graphique, cons- 


truisons la courbe = f (ct). Ses ordonnées sont proportionnelles 


aux tangentes trigonométriques de l’angle entre les RARES : la courbe 
— f (wr) et l’axe des abscisses. Ainsi pour le point 6, je est pro- 
sé ar la tangente de l’angle «. 
Dans les tronçons où ® croît en fonction du temps, ss est posi- 


tive. La valeur de _. est d'autant plus grande, que la per de la 


courbe D = f (of) est importante. La courbe a — f (wt) a une forme 


en pointe. La F.E.M. e; a la même forme. 

$ 235. Considérations sur le calcul des circuits électriques comprenant 
des bobines d’inductance, dont les noyaux ont une courbe d’aimantation 
pratiquement rectangulaire. Certains matériaux magnétiques doux, de 
haute qualité, comme, par exemple, H60IT, H6BIT et autres, ont ceci 
de particulier que leur courbe d’aimantation a une forme quasi rectan- 
gulaire: sur le tronçon O — a (fig. 261, a) la courbe coïncide prati- 
quement avec l’axe des ordonnées et pour le tronçon a — b elle est placée 
pratiquement en parallèle à l’axe des abscisses. 

La boucle limite d’hystérésis est représentée en pointillé sur Ja 
fig. 261, a. La force coercitive H, pour ces matériaux est très faible 
et ne varie que de 1 à 10 A/m. 

Le calcul d’un circuit électrique à courant alternatif, comprenant 
des bobines d’inductance dont les noyaux sont exécutés en matériau 
magnétique susmentionné, se fait habituellement à l’aide de la méthode 
d'approximation linéaire par morceaux ($ 228}. Pour faciliter les cal- 
culs, la courbe d’aimantation est remplacée par une courbe parfaitement 
rectangulaire (fig. 261, b). Les tronçons 4—J et 2—3 sont parallèles à l’axe 
des abscisses, tandis que le tronçon / —2 coïncide avec l’axe des ordon- 
nées. 
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Si le point figuratif se déplace suivant le tronçon 7 —2, seule l'induc- 
tion dans le noyau varie, tandis que le champ dans le même noyau 
reste constamment nuile, 

Par contre, lorsque le point figuratif se déplace suivant les tronçons 
4—1 et 2—8, c'est le champ Æ qui varie et l’induction du noyau reste 
constante. 

Expliquons la méthode de calcul à l’aide d’un exemple concret. 

Le circuit de la fig. 261, c comprend une source de F.E.M. sinusoïdale 
e = E sin wé et une inductance non linéaire, dont la loi de variation 
du flux magnétique total 4 en fonction du courant à et de la résistance 


Fig. 261 


active R est connue. On demande de trouver les expressions pour Île 
calcul de % et i et construire les courbes de variation de 1 et ; en fonc- 
tion du temps, en régime permanent. 

Du fait que le flux magnétique total y est égal au produit de l’induc- 
tion dans le noyau B par la section transversale S du noyau et par le 
nombre de spires de f’enroulement w, autrement dit ÿ = BSuw, et. que, 
suivant la loi du courant total, le courant à est proportionnel au champ 
magnétique dans le noyau, la loi de variation de flux magnétique total 
4 en fonction du courant é (fig. 261, d) a le même caractère qualitatif 
que la fonction B — f (H) (fig. 261, b). Nous avons donc: 


DER — Em Sin Of. (a) 


Dans l'intervalle de temps allant de wf = 0 à wt = wf1, que nous 
appellerons premier intervalle, le courant i — 0, la totalité de tension 
‘est appliquée à l’inductance non linéaire 4 = Eh sinœéf et le flux 
magnétique total 4 varie de —w,, à +4, (le point figuratif sur la 


fig. 261, b se déplace de 1 à 2). 
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Dans cet intervalle db = E,, sin of dif, et, par conséquent, 
= — Em. cos ot +-C. (b} 


Ici € — constante d’intégration. 
Dans Île deuxième intervalle de temps allant de of = wti à wt = x 
le flux magnétique total ÿ reste constant et égal à Ÿms _— — (, et on 
déduit de l’équation (a) que: 
R;=EÆE,sinœf, ou = 2 sin of. (c} 
Ainsi dans le deuxième intervalle de temps le courant ÿ varie suivant 
une loi sinusoïdale, tandis que le flux magnétique total % est constant 
et égal à Ph». Dans ces conditions le 
point figuratif se déplace suivant 
le tronçon 2—3 de la fig. 261, b. 
Déterminons la constante d’inté- 
gration C et la valeur de wf. Pour 
calculer €, écrivons l'équation (b) 
pour @{ = 0. Pour of = 0, = —%Ÿ 


et, par conséquent, — 4, = — + C. 


On n'en déduit que C =—"%Ÿ» RÉ. 


Pour calculer wf, utilisons Îa 
même équation (b), en tenant compte 
que .pour. @f = @é; Ÿ — Pme. 


Nous obtenons ainsi : Vn — — Em 
Il s'ensuit que cosw fi = 1 — Fa ; 
-Lm 
20m Fig. 262 


ou @f = arc cos{ 1 — 

Le caractère de variation du courant à, du flux magnétique total 
et de %, lorsque — Um 1, est représenté sur la fig. 262. 

Si l’amplitude de la F.E.M. E est inférieure à om», le deuxième 
intervalle de temps n’a pas lieu; en d’autres termes, le courant £ est 
nul pendant toute la période. 

$ 236. Redressement d’une tension alternative. On appelle redresse- 
ment d’une tension alternative sa conversion en une tension continue 
ou pulsée. Ce redressement peut être obtenu à l’aide de redresseurs à 
serni-conducteurs, à tubes électroniques ou de redresseurs d’autres types. 

Un redresseur non contrôlable est souvent représenté sur les schémas 
par une grosse flèche triangulaire avec un trait transversal placé auprès 
de sa pointe. La flèche indique la direction conductrice. La résistance 
du redresseur dans le sens conducteur est des milliers de fois moindre 
que dans le sens non conducteur. 


313 


Les montages redresseurs peuvent être classés en montages mono- 
phasé et polyphasé d’après le nombre de phases de la tension alterna- 
tive à redresser. Les montages monophasés sont répartis à leur tour en 
montage à une alternance et en montage à deux alternances. 

Dans les montages à une alternance le redressement se faït sensi- 
blement pendant une seule alternance de la tension d'alimentation, tandis 
que dans les montages redresseurs à deux alternances, ce phénomène 
a lieu au cours de deux alternances. 

Deux schémas les plus simples de redresseurs à une alternance sont 
représentés sur les fig. 263, a et 264, a. Le montage représenté sur la 
fig. 263, a comprend une source | 
de . tension sinusoïdale, un re- EE). Ured 
dresseur et une résistance active Di 
Ren. Dans le montage de la 
fig. 264, a la charge est constituée 
par la résistance active Rx et 
par l’inductance Lin. 


e(t) Ured 
3 — 


Fig. 263 Fig. 264 


Le montage en pont le plus simple d’un redresseur monophasé à deux 
alternances est représenté sur la fig. 265, a. Il comprend quatre redres- 
seurs (7, 2, 3 et 4), la source de tension sinusoïdale à redresser et une 
charge résislive Ror. 

La caractéristique courant-tension d’une diode à cristaux est repré- 
sentée sur la fig. 266, a. Afin de faciliter l'analyse, nous utiliserons à sa 
place une caractéristique courant-tension idéalisée, représentée sur la 
fig. 266, b. | 

- Si on se rapporte à cette caractéristique idéalisée, la chute de ten- 
sion aux bornes du redresseur est nulle lorsque le redresseur est par- 
couru par le courant et, par conséquent, la résistance propre du redres- 
seur est également nulle. Lorsque la tension appliquée au redresseur est 
négative (c’est-à-dire lorsque la différence de potentiel dans Île redres- 
seur lui-même est négative par rapport au sens de la flèche de la fig. 263, a), 
en ne laisse pas passer le courant (i — 0) et sa résistance est 
infinie. 
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Examinons d'abord le fonctionnement du schéma de la fig. 263, a. 
La courbe de la fig. 263, b représente Îa F.E.M. de la source d’alimen- 
tation du montage, la courbe de la fig. 263, c la tension aux bornes de 
la charge Ren. Au cours de la première alternance, lorsque la F.E.M. de 
la source est positive et agit dans le sens positif de la tension aux bornes 
du redresseur, le redresseur laisse passer le courant, et la tension aux 


© eft) 


| Ta) Uped 
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Fig. 965 Fig. 266 


bornes de la charge est exactement égale à la F.E.M. de la source. Pen- 
dant la deuxième alternance, lorsque la F.E.M. de la source d’alimenta- 
tion est négative, le redresseur ne laïsse pas passer le courant et la ten- 
sion aux bornes de la charge est nulle (pendant cette alternance la tota- 
lité de la F.E.M. se trouve être appliquée au redresseur). 

Ainsi, la tension aux bornes de la charge du schéma de la fig. 263, a 
a la forme d'une demi-sinusoïde. Dans ce cas U, désigne la valeur moyen- 
ne de la tension aux bornes de la charge. 


Exemple 113. Si la charge d'un redresseur à une alternance est résistive- 
inductive (fig. 264, a) le régime de fonctionnement de ce redresseur est nette- 
ment différent du régime de son fonctionnement pour une charge purement résis- 
tive. | | 

L’équation établie suivant la deuxième loi de Kirchhoîff pour le montage de 
la fig. 264, a à la forme suivante: 

di | 
ur ienRen + Len = Em Sin Of. (a) 


C’est une équation non linéaire, puisque la tension aux bornes du redresseur 
u-= Ua Varie en fonction du courant y = & suivant une loi non linéaire. 

Résolvons l’équation (a) par la méthode d'’approximation linéaire par mor- 
ceaux de la caractéristique de la résistance non linéaire (voir $ 228). A cette fin, 
substituons des tronçons de droite, conformément à la fig. 266, b, à la caractéristi- 
que courant-tension de la diode. 

L'équation (a), écrite sous sa forme générale, peut être utilisée pour les parties 
conductrice et non conductrice de la période. 

Pendant la partie conductrice de la période, lorsque le courant ë, 0 et 
lorsque le point figuratif se déplace suivant le tronçon vertical de la caractéristi- 
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que courant-tension de la fig. 266, b, la tension appliquée à [a diode u, -- 0. 
L'équation (a) prend alors la forme suivante: 


_ di 
ÉchReh + Len TS —= Em sin @f. {a } 


: Pendant la partie non conductrice de Îa période, lorsque Rx, et Le, ne sont 
pas parcourues par le courant, les chutes de tension aux bornes de la résistance 
Ra et de l’inductance Z.4 sont nulles et le point figuratif se déplace suivant le 
tronçon horizontal de la caractéristique courant-tension de la fig. 266, b. 
L'équation (a) s'écrit alors comme suit: 


Ur = Em Sin ©f. (a”) 
Ainsi, au lieu d’une équation non linéaire (a), nous obtenons deux équations 
linéaires (a’) et (a”). 
La solution de l’équation (a’) peut être écrite de la manière suivante *: 
Ron 


14 
Leh 


Len = 22 sin (@é-— p) + 4e 


{L) 


Le premier terme du second membre de cette dernière expression représente 
le courant forcé et le deuxième terme est le courant libre: 


————— oL 
2= VRnt(olen parte. 


Le redresseur se débloque (ou laisse passer le courant) à partir de œf = 0. 
Ecrivons l'équation pour calculer la constante d’intégration À. A cette fin, écri- 
vons l'équation (b} pour ft = 0: 


0 — —=n, sin p + À. 


Le zéro figurant comme premier membre de cette dernière expression s’expli- 


que par le fait que pour @f = 0 ix — 0. Par conséquent, À =“ sin @. Substi- 


tuons à À dans l’expression (b) sa valeur ainsi trouvée et écrivons l’expression défi- 
nitive pour le courant pendant là partie conductrice de la période 


ion 2 sin (ot q)+ sin qe 


Pendant la partie non conductrice de la période jen = 0. 
La F.E.M. Æ, sin wf de la source d’alimentation du schéma est représentée 
sur la fig. 264, b. 


Sur la fig. 264, c la courbe J est celle du courant forcé 22 sin (@f — w), la cour- 


be 2 est celle du courant libre. Lorsque le temps f croît, le courant libre s’amortit 
suivant une loi exponentielle. 
La courbe de la fig. 264, d représente le courant i,. Les ordonnées de cette 
courbe sont égales à la somme des ordonnées des courbes J et 2 de la fig. 264, c. 
A l'instant @f, lorsque le courant i,, s’annule, le redresseur passe de l’état 
conducteur à l’état non conducteur. | | 
Dans l'intervalle de temps entre wo et 2x le redresseur est bloqué et le courant 
dans la charge est nul. 
Pendant la période suivante le phénomène se reproduit. 


* [Il est recommandé de lire les quelques alinéas suivants après avoir pris con- 
naissance de la méthode classique de calcul des phénomènes transitoires, exposée 
au chapitre X. 
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Examinons maintenant le fonctionnement du schéma en pont de la 
fig. 265, a. Sur ce schéma la source de la F.E.M. sinusoïdale e (#), les 
redresseurs /, 2, 3 et 4 et la charge R., constituent un montage en pont. 

La source de F.E.M. est intercalée dans l’une des diagonales de ce 
schéma et la charge R.: est branchée dans l’autre diagonale. 

Les redresseurs fonctionnent deux par deux. 

Pendant la première alternance, lorsque la F.E.M. e (f) agit en con- 
cordance avec le sens positif de la tension aux bornes des redresseurs 
et 3 *, ces redresseurs laissent passer le courant, tandis que les redres- 
seurs 2 et 4 ne sont pas conducteurs. Pendant la detixième alternance, 
JTorsque la F.E.M. e (f) change de signe et agit en concordance avec le 
sens positif de la tension appliquée aux redresseurs 2 et 4, le courant 
passe par les redresseurs 2 et 4 et les redresseurs 7 et 3 ne laissent pas 
passer le courant. Le sens de la circulation du courant à travers la charge 
est représenté par une flèche sur la fig. 265, a. Le courant circule dans 
cette charge continuellement dans le même sens. La forme de la tension 
aux bornes de la charge est représentée par la courbe de Îa fig. 265, b. 

$ 237. Modulation en amplitude, Un quadripôle actif non linéaire 
est représenté en pointillé sur le schéma de la fig. 267. Il comprend un 
tube à trois électrodes, une batterie d’anode E, aïnsi qu'une inductance 


| Sortie 


Fig. 267 Fig. 268 


L et une capacité C couplées en parallèle et accordées en résonance à la 
fréquence w. Lorsqu'on applique aux bornes d'entrée du quadripôle 
(bornes a et b) la somme de deux tensions sinusoïdales 


u, = UV; sin of +U,sin Qé (w > Q), (9.53) 


une tension modulée en amplitude apparaîtra aux bornes de sortie (bo- 
rnes c et d). 

Examinons le fonctionnement d’un tel montage en supposant que la 
chute de tension aux bornes c et d soit faible par rapport à la valeur de 
la F.E.M. E,. Dans ces conditions le courant anodique ÿ, ne dépend 
que de ja tension de grille us. 

En choisissant convenablement la valeur de la F.E.M. E, on peut 
obtenir que la caractéristique de grille du tube £, — f (u,) pour des 


* Pour s'en assurer, il suffit de parcourir dans le sens des aiguilles d’une mon- 
tre la maille e (£) 1Ren 38e (t). 
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faibles valeurs de la tension appliquée à cette grille puisse être exprimée 
sous forme d’un trinôme du second degré (fig. 268) : 


La = Log + dug + bug. (9.54) 


L’équation (9.54) décrit une courbe similaire à la courbe en poirtille 
de la fig. 254. 

Substituons (9.53) dans (9.54). Nous obtenons ainsi : 
La = êao + à (U, sin of + U, sin 4) +0 ET — COS 20f) + 


+ (1 — cos 2Qr) + 2U,U, sin Qf sir: wf Je 


OÙ 
ba = bag + + (Us + U?) + aU, (1 -+m sin Qf) sin © — 
— LT cos 2ut — PE cos 204 + aU, sin Qt: (9.55; 


JU» 
m— +. 
a 


Par conséquent, ie courant circulant dans le circuit anodique com- 
e LA b e . 
prend une composante continue 9 + > (U+ + U,), un premier harmoni- 


que AU, (1 + m sin Qf) sin œf, modulé en amplitude, un harmonique 
de fréquence 2w et des harmoniques de fréquences 2Q et Q. 

En régime de résonance dans un circuit accordé à la fréquence & une 
tension modulée en amplitude agit seule pratiquement, puisque pour 
la composante continue, ainsi que pour les fréquences 2w, Q et 2Q l’im- 
pédance du circuit résonnant et, par conséquent, la chute de tension 
aux bornes de ce circuit sont nettement moindres que pour la fréquence 
« et les fréquences voisines de cette dernière. 

L'apparition d’une tension modulée en amplitude à Ia sortie d’un 
quadripôle est due au terme quadratique dans l’expression analytique 
de la caractéristique de grille du tube. 

$S 238. Détection. La sélection d’un signal de basse fréquence contenue 
dans une. oscillation modulée est appelée détection. Le schéma de prin- 
cipe d’un détecteur permettant de réaliser la détection d’une oscilla- 
tion modulée en amplitude est représenté sur la fig. 269. Un tel détec- 
teur comprend un redresseur et une capacité € shuntant le circuit de 
charge Ron, Len. Cette charge peut être constituée par un téléphone, 
un haut-parleur, un relais ou d’autres dispositifs similaires. 

Le redresseur supprime les alternances négatives d’une tension modu- 
lée. En l’absence de la capacité, le caractère de variation de la tension 
à la sortie du redresseur, après suppression des alternances négatives 
pourrait être représenté par la courbe de la fig. 269, 6. En fait une capa- 
cité existe à la sortie du redresseur. Dans les intervalles où le redresseur 
est conducteur le condensateur se charge, et il se décharge à travers le 
circuit Ron, Len, pendant Îles autres intervalles. 
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De ce fait la tension à la sortie se trouve « aplatie » (voir courbe c de 
la fig. 269). La tension représentée par la courbe de la fig. 269, c peut, 
au point de vue qualitatif, être décomposée en la somme de deux 
courbes d et e. La courbe d correspond à l’oscillation à basse fréquence 
(à la fréquence Q)}, superposée à la composante 
continue et la courbe e correspond à l’oscillation 
à haute fréquence. - T1 

La charge Re, Len est parcourue par un Vu, I L 


courant continuet par un courant à la fréquence Q 


(signal utile), tandis que le courant à haute c) 
fréquence ne passe pratiquement pas à travers | É 
la charge par suite de l’impédance élevée de = 


cette dernière en haute fréquence. t) 6 
Aïin que l'effet aplatisseur de la capacité 
soit efficace, le rapport suivant (que nous don- | Per TŸ | 
nons sans l’établir} doit être satisfait : ; 
1 Î 
ac < Ron & QC : + __— 
S 239. Générateur à lampes. Le générateur . d) A 
à lampes * est le convertisseur le plus simple, 
sans pièces mobiles, de l’énergie d’une source 
de F.E.M. continue en une énergie àfcourant d 2 
alternatif. | LU €) 
Les oscillations prenant naissance dans un Fig. 269 


générateur à lampes appartiennent à la classe 
des oscillations appelées aufo-oscillations. 

Ce sont des oscillations périodiques qui prennent naissance dans les 
systèmes soumis à l’effet de forces permanentes (autrement dit, de forces 
qui ne varient pas en fonction du temps). Dans le système examiné dans 
le présent paragraphe, la force permanente provient de la source de 
F.E.M. continue E,. 

Examinons le principe de fonctionnement d'un générateur à lampes, 
dont la maille oscillante est branchée au circuit de grille (fig. 270). 
L’inductance L, et la source de F.E.M. E,,.sont intercalées dans le circuit 
anode du tube. Il existe dans le circuit de grille une maille oscillante 
constituée par l’inductance L, couplé magnétiquement avec L,, une 
résistance active R et une capacité C. | 

Les bornes de sortie du générateur sont celles de l’inductance L,. 
La tension à ces bornes a une forme se rapporchant à une sinusoïde. 

En utilisant la méthode du premier harmonique (voir $ 229), calcu- 
lons l’amplitude et la fréquence angulaire (la pulsation) des auto-oscil- 
lations dans le montage de la fig. 270, pour les deux cas suivants: a) la 
caractéristique de grille du tube a sensiblement la forme de la courbe 


* On l'appelle aussi oscillateur à auto-excitation. En plus du montage de la 
fig. 270, où la maille oscillante est branchée au circuit de grille, il existe également 
un montage avec maille oscillante branchée dans le circuit de l’anode. Toutes les 
déductions du $ 239 sont vraies également pour ce dernier montage. 
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en gros trait de la fig. 254, et b) cette caractéristique a une forme 
proche de celle de la courbe en pointillé de la même fig. 254. Ces courbes 
sont reproduites sur la fig. 271, a et b. Ecrivons l’équation suivant la 
deuxième loi de Kirchhoff pour les valeurs instantanées de diverses 
grandeurs du circuit oscillant de grille, pour les sens positifs choisis 
des courants, les inductances L et L, couplées magnétiquement étant 
branchées en opposition : 
di dig : : : 

LM nn + Rituc=t0. (9.56) 
Ici ug — tension à la grille du tube (c'est également la tension aux 
armatures du condensateur). 

Il découle des essais, que le courant i varie en fonction du temps 
suivant une loi pratiquement harmonique et, par conséquent, on peut 
écrire i= ln sinœf. Alors £ = ln COS ©, 
Uc = € \ idt — — Im COS ot = — 
— ÜUom ©0S of, OÙ Uom = Îm  . Le courant 
anodique est une fonction de la tension de grille 
x = | (uc}) — voir fig. 271, a et b. Puisque 
la fonction £, — f (ue) est univoque, le premier 
harmonique du courant c,, c'est-à-dire — 
Tam COS @t, est en phase avec le premier 


harmonique àüe = — UcmCOSwt. 
La dérivée L figure dans l'équation (9.56). Elle peut être trouvée 
de la manière suivante: Ye dia dc Mis 
dt du, di 
dia , Ai — Tam COS @Ë Tam 
duc Auc  —Ucmeoso@ft  Ucm S, (9.57) 


où S — pente du tube suivant le premier harmonique. Cette pente peut 
être trouvée par la méthode graphique ou analytique en partant de Ia 
caractéristique £, = f (us) et en conféränt à /,, différentes valeurs. Une: 
certaine valeur de U,, et, par conséquent, certaines valeurs de Z,» 
et S correspondent à chaque valeur de 7,,. À son tour 

ln. 


: ù Î 
72 = 7 (—Ucm cos wf) = —- sin of (Uom= Im =) : 


Les fonctions S = f (7) correspondant à la fig. 271, a et b sont 
représentées sur les fig. 271, c et d. Pour la fig. 271, c S diminue lorsque 
Im augmente, par suite de la saturation (on peut voir sur la fig. 271, a 
que pour des valeurs importantes de uw, le courant anodique ne croît 
presque plus lorsque u, augmente). La fonction S = f (/,,), représentée 
sur la fig. 271, d, a un caractère tout différent: au début S augmente 
par suite de son passage sur un tronçon plus raïîde de la courbe &, — 
— f (uc) de la fig. 271, b et, ensuite, il diminue du fait de la saturation. 
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dia 


Substituons les valeurs trouvées de TE , u- et du courant i dans (9.56). 


Nous obtenons 
(oz ——) Im COS of + (R — À) Im sin ot = 0. (9.58) 


La somme de ces fonctions, dont l’une varie en fonction du temps 
suivant une loi sinusoïdale et l’autre, suivant une loi cosinusoïdale, 


Fig. 271 


est nulle à tout instant. Ceci peut avoir lieu soit lorsque 7,, — 0 (c'est- 
à-dire en l'absence des oscillations), soit pour 7, 0, lorsque ies deux 
conditions suivantes sont satisfaites : 


l 
MS 
R= TT. (9.60) 


Il découle de (9.59) que la fréquence angulaire des auto-oscillations 
est : 


1 


Examinons les conditions d’excitations des oscillations en utilisant 
(9.60). À cette fin, construisons les courbes du premier et du second 
membres de (9.60) en fonction de /,,, voir fig. 271,.e et f (la fig. 271, e 
correspond à la fig. 271, c et la fig. 271, f à la fig. 271, d), en supposant 
que R varie, tandis que M et C restent constants. La résistance R est 
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indépendante de l’amplitude du courant 7, et, par conséquent, le pre- 
mier membre de (9.60) est une droite parallèle à l’axe des abscisses. 
Cette droite est située d'autant plus bas, que la valeur de R est petite. 
Le second membre est une courbe similaire à la courbe de la fig. 271, c 
ou de la courbe 271, d. 

__ Pour R >> R; la droite ne coupe pas la courbe et, par conséquent, 
il n’y aura pas d’oscillations dans le circuit. Les oscillations seront 
engendrées pour R < R2. La fig. 271, e correspond à l’excifafion dite 
faible d’oscillations; dans ce cas une diminution de R donne lieu à une 
augmentation progressive à partir de zéro, de l’amplitude du courant 
Im. La fig. 271, f correspond à une excitation d’oscillations, dite forte; 
dans ce cas une diminution progressive de R donne lieu à une augmenta- 
tion par saut de l'amplitude /,, à partir de zéro et jusqu'à une certaine 
valeur relativement importante; cette augmentation va, par exemple, 
pour R = R:, jusqu'à 7h et pour R = R; jusqu'à 7%. 

On peut examiner de même les conditions d’excitation des oscilla- 
tions si on laisse constants À et M et si on fait varier C ou si on laisse 
constants R et C et on fait varier M. La branche droite de la courbe de 
la fig. 271, f correspond aux oscillations stables (elle est tracée en gros 
trait) et la branche gauche correspond aux oscillations instables (la 
branche gauche de la courbe n’est pas utilisée dans la pratique). Pour 
les courants et les tensions des circuits de grille et d’anode (pour leurs 
premiers harmoniques) on peut construire des diagrammes vectoriels 
pour les valeurs efficaces des premiers harmoniques (fig. 271, g). 
L’équation (9.58) peut être écrite sous forme complexe : 


joli LitirR-i À 0. (9.62) 


Pour le circuit d’anode les valeurs instantanées des grandeurs variables 
en fonction du temps (sans tenir compte de la composante continue du 
courant i,, de la tension w, et de la F.E.M. continue E,), satisfont à 
l'équation suivante : 
dia di. 

La — M + iaRa + Ua = 0. 
Ou l'équation correspondante en grandeurs complexes : 

joLala— joMi + LRa + Ua =0. (9.63) 


Ici R, — résistance active de l’inductance L,, U, — grandeur complexe 
du premier harmonique de la tension anodique. 

L'énergie nécessaire pour compenser Îles pertes dans le circuit de 
grille est prélevée du circuit d’anode grâce à l’existance du couplage 
magnétique entre ces deux circuits. 

L'action exercée par le circuit de sortie (du circuit d’anode dans le 
cas présent) sur le circuit d'entrée (circuit de grille dans le cas consi- 
déré) ést appelée réaction. L'existence de la réaction est une condition 
nécessaire pour [’amorçage des auto-oscillations. 
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Fxaminons maintenant un groupe de phénomènes relativement gros- 
siers, qui ont lieu dans les circuits comprenant une inductance non 
linéaire et une capacité linéaire. On appelle ces circuits des circuits 
à ferrorésonance. 

Pour leur analyse on peut faire appel soit à {a méthode du premier 
harmonique (voir $ 229), soit à la méthode de calcul suivant les valeurs 
efficaces (voir $ 230). Dans les $$ 240 à 247, nous allons employer la 
méthode de calcul suivant les valeurs efficaces. La caractéristique cou- 
rant-tension de l’inductance non linéaire utilisée est établie pour les 
valeurs efficaces du courant et de la tension. Dans cette méthode Îles 
courants et les tensions non sinusoïdaux sont remplacés en réalité par 
des valeurs sinusoïdales équivalentes (l’équivalence concerne ici Îles 
valeurs efficaces, suivant & 178). 

Lorsque dans les $$ 240 à 247 nous parlerons du déphasage entre le 
courant et la tension dans un élément quelconque du circuit il faudra 
comprendre le déphasage comme l’angle entre un courant sinusoïdal 
équivalent et une tension sinusoïdale équivalente. 

$ 240. Construction d’une caractéristique courant-tension d’un cir- 
cuit en série à ferrorésonance. Le circuit représenté sur la fig. 272, a 
comprend une inductance non linéaire, une résistance active linéaire R 


Fig. 272 


et une capacité linéaire € couplées en série. La caractéristique courant- 
tension de la bobine à noyau d'acier U, = f (7) est représentée par la 
courbe 7 de la fig. 272, b. La caractéristique courant-tension de la capa- 


cité Us = _. I est la droite 2, tandis que la caractéristique courant- 


tension de la résistance active Ur = RI est la droite 3. 

Les points appartenant à la caractéristique courant-tension résul- 
tante du circuit, autrement dit à la courbe 4, sont obtenus de la manière 
suivante : 

Soit { un.certain courant pour lequel nous trouvons la différence 
de tension U, — U, (la tension aux bornes de l’inductance et celle aux 
bornes de la capacité sont en opposition. de phases) et la tension Ur; 
la tension résultante U est égale à l’hypoténuse d’un triangle construit 
sur les côtés de l’angle droit Ur et Ur — Us. 
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Lorsque la résistance active R'est relativement faible, la caracle- 
ristique courant-tension résultante de ce circuit comporte us tronçon 
tombant et la caractéristique elle-même a une forme en NW. Lorsque R 
augmente, le tronçon tombant de la caractéristique disparaît. 

$ 241. Effet de basculement dans un circuit en série à ferrorésonance. 
La courbe 4 de la fig. 272, b est reproduite à part sur la fig. 275, a. 
Augmentons progressivement à partir de zéro la tension de la source 
de la F.E.M. du schéma de la fig. 272, a. Dans ces conditions le point 
figuratif de la fig. 273, a se déplace du point 0, passe par le point j et 
s'approche du point 2. Si on continue d'augmenter la tension, le point 
figuratif saute du point 2 au point 4 et, ensuite, il parcourt le tronçon 4—5. 


Fig. 273 


Lorsque la tension diminue, le point figuratif se déplace du point 5, 
en passant par le point 4, vers le point 3 et, ensuite, fait un saut au 
point 1 ; après ceci le déplacement se poursuit du point 7 vers le point O0. 
Ainsi on constate une augmentation par saut du courant de la valeur 7, 
à la valeur 7, en cas d'augmentation progressive du tension et lorsque 
cette dernière atteint la valeur U.. Dans ces conditions, l’angle de 
déphasage entre le courant dans le circuit et la tension appliquée au 
circuit varie brusquement : au point 2 le courant est en retard sur la 
tension (VU, > U£) et au point 4 il est en avance sur cette dernière 
(Uc > U.). Lorsque la tension de la source de la F.E.M. diminue prog- 
ressivement et atteint la valeur U,, le courant dans le circuit diminue 
par saut et passe de la valeur 73 à la valeur /:. | 

Une variation brusque du courant dans le circuit, due à une faible 
Variation de la tension à l'entrée dudit circuit, est appelée effef de bas- 
culement dans un circuit en série à ferrorésonance. 

Si on applique au circuit de la fig. 272, a une tension U dont la 
valeur se trouve dans l'intervalle entre U, et U/., l’un des deux régimes 
possibles suivants s’établit dans ce circuit. Le premier régime correspond 
à la présence du point de fonctionnement sur le tronçon de la caractéris- 
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tique se trouvant entre les points 7 et 2 et le deuxième régime — à la 
position de ce point eritre les points 3 et 4. 

Le point de fonctionnement se trouve en réalité sur l’un ou l’autre 
des deux tronçons mentionnés suivant le caractère du phénomène tran- 
sitoire se déroulant dans le circuit par suite de son branchement à Ia 
source de la F.E.M. 

$S 242. Ferrorésonance de tensions. On appelle ferrorésonance de 
tensions le régime de fonctionnement du circuit de la fig. 272, a, pour 
lequel le premier harmonique du courant dans ce circuit est en phase 
avec la tension U de la source de la F.E.M. Pour la fig. 272, b sur laquelle 
on voit les caractéristiques courant-tension tracées suivant les valeurs 
efficaces, la ferrorésonance de tensions correspond approximativement 
au point P. 

Le ferrorésonancé de tensions peut être obtenue en faisant varier la 
tension ou la fréquence de la source d'alimentation du circuit ou en 
faisant varier la capacité ou les paramètres de la bobine à noyau d'acier, 
faisant partie du circuit. 

Exemple 114. La courbe 7 de la fig. 273, b est la caractéristique 
courant-tension d’une inductance non linéaire. Trouver, en négligeant 
la résistance active, la capacité qu’il faut brancher en série avec l'induc- 
tance non linéaire (schéma de la fig. 272, a), afin que l’effet de bascu- 
lement ait lieu pour 60 V. Calculer l° accroissement relatif du courant / à 
circulant. - aprés le saut, par rapport au courant /,, existant avant ce 
saut ; © = 314 si. 

Solution. Traçons en partant du point U = 60V; 1 —0, la 
tangente à la caractéristique courant-tension de l’inductance non linéaire. 
Elle touchera la courbe au point a. La caractéristique courant-tension 
de la capacité (qui est une droite) doit être tracée à partir de l’origine 
des coordonnées, parallèlement à la tangente. La tangente de l’angle 
formée par cette tangente et l’axe des abscisses est numériquement égale 
a oc : 

Trouvons en partant de.la fig. 273, b; 


= 6900; Ces — 4652 HF. 


À la suite du saut le courant passe de 7: — 0,06 À à 7, — 0,29 4; 


$ 243. Caractéristique courant-tension d’un couplage en parallèle 
d'un condensateur et d’une bobine à noyau de fer. Ferrorésonance de cou- 
rants. La courbe 8 de la fig. 274 est la caractéristique courant-tension 
résultante pour le circuit de la fig. 275. Le courant / dans la partie non 
ramifiée du circuit est égal à la somme algébrique des courants 7, et 74. 
Les abscisses de la courbe 3 sont égales à la différence des abscisses cor- 
respondantes . des courbes 2 et 1. 

Jusqu'au point p, le courant /; a un module plus grand que celui 
du courant 7. Les courbes Z et 2 se coupent au point p. Au-dessus du 
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point p, le courant 7; a un module plus grand que celui du courant /+. 
On appelle ferrorésonance des courants dans le circuit de la fig. 275 un 
régime de fonctionnement de ce circuit pour lequel la composante réac- 
tive du premier harmonique de courant 7, est égale au courant 76. 


Fig. 275 Fig. 276 


En ce régime (point c de la fig. 276) le courant dans la partie non rami- 
fiée du circuit n'est pas nul et comprend une composante active et les 
harmoniques supérieurs du courant /;. 

$ 244. Effet de basculement dans un circuit en parallèle à ferroré- 
sonance. La caractéristique courant-tension résultante du circuit de 
la fig. 275 est représentée sur la fig. 276. 

Si on prend comme source d’alimentation du circuit une source de 
courant et sion commence à augmenter progressivement (à partir de 
zéro) le courant 7, circulant dans ce circuit, la tension à l'entrée du 
circuit augmente par saut de la valeur U, jusqu'à la valeur U,, lorsque 
le courant a atteint la valeur 72. 

Lorsque le courant diminue progressivement jusqu’à la valeur /;, 

la tension diminue par saut et passe de la valeur U, à la valeur U,. 
_ Exemple 115. La caractéristique courant-tension de l’inductan- 
ce non linéaire, utilisée dans le circuit de la fig. 275, est représentée 
par la courbe 7 de la fig. 277. En négligeant la résistance active et les 
harmoniques supérieurs, calculer la valeur de la capacité C qu’il faut 
brancher au circuit de la fig. 275 pour que l'effet de basculement ait 
lieu pour un courant /: — 0,15 À, © — 314 5-1. 

Solution. Traçons à partir de l’origine des coordonnées plusieurs 
rayons (a, b, c, d). Trouvons sur la caractéristique courant-tension de 
l’inductance non linéaire les points dans lesquels les tangentes à la 
courbe sont parallèles aux rayons précédemment tracés. Ainsi, la tan- 
gente à la caractéristique courant-tension de l’inductance au point a 
est parallèle au rayon a, la tangente au point b est parallèle au rayon 6, 
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étc. Construisons la courbe 2. Elle passe par les points similaires au 
point a de la fig. 276, pour diverses valeurs de la capacité. | 
L'intersection de la verticale 7, — 0,15 À ét de la courbe 2 don- 
ne la valeur de la tension U. 
La caractéristique courant- & by 
tension de la capacité cherchée 
doit passer par le point k. Ce point 
se trouvesur l’horizontale passant 
par le point m. Le tronçon 


nk=nm+nc*. 


Le point À correspond au cou- 


rant/ 20,235 À: Ur) 
DU 12 
@C 12 0,235 = 478 &; HET ET? 
C—6,68 UF. 3 4 1,(4) 
$S 245. Stabilisateur de tension Fig. 277 


à ferrorésonance le plus simple. | 

Le principe de stäbilisation de la valeur de la tension à courant alternatif 
est en fait le même que celui de la tension à courant continu ($ 40), 
à savoir : la tension de sortie est prélevée d’un tronçon de circuit, choisi 
de manière que la tension à ses bornes reste pratiquement constante 
lorsque la tension d'entrée varie. 

Pour stabiliser une tension à courant alternatif, on utilise largement 
divers montages à ferrorésonance. Le montage le plus simple est repré- 
senté sur la fig. 278, a. Il comprend un circuit en parallèle à ferroréso- 
nance et une inductance linéaire, couplée en série avec circuit. 

La courbe / représentée sur la fig. 278, b est la caractéristique cou- 
tant-tension de l’inductance non linéaire; droite 2 — caractéristique 
courant-tension de la capacité; courbe 3 — caractéristique courant-ten- 
sion du circuit en parallèle à ferrorésonance ; droite 4 — caractéristique 
courant-tension de l’inductance linéaire L; courbe 5 — caractéristique 
courant-tension résultante pour l'ensemble du circuit: ses ordonnées 
sont égales à la somme des ordonnées des courbes 3 et 4. 

Bobinons sur le noyau d’une inductance linéaire un enroulement addi- 
tionnel w, et raccordons-le au circuit principal, comme ceci est repré- 
senté en pointillé sur la fig. 278, a. 

La tension à la sortie du stabilisateur est égale à la différence de la 
tension aux bornes ab et de la F.E.M. induite dans l’enroulement w,. 
Cette dernière est une fonction linéaire du courant 7 (droite 6 de la 
fig. 278, b). La tension à la sortie du stabilisateur est représentée par la 
courbe 7. Ses ordonnées sont égales à la différence des ordonnées respec- 
tives de la courbe 5 et de la droite 6. La tension U;,, à la sortie du stabi- 


* Le point c’ se trouve à l'intersection de la droite nk avec la caractéristique 
courant-tension de l'inductance non linéaire. 
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lisateur est représentée sur la fig. 278, c en fonction de la tension à l'en- 
trée Un, pour la marche à vide du stabilisateur. Pour construire cette 
courbe il faut attribuer au courant des valeurs arbitraires et pour cha- 
SE cune d'elles trouver à l’aide de courbes 7 et 5 
re 2 les valeurs correspondantes de Usor et Uone. 
ce ls La stabilisation a lieu seulement lorsque 
: Sortie  Uens >> Us. Par conséquent la courbe n'est 
Entrée € pas prolongée dans la région Uens << U, de 
la fig. 278, c. 
$ 246. Amplificateur magnétique et bobine 
à saturation. Les dispositifs constitués par 
plusieurs inductances non linéaires contrôla- 
bles, utilisées comme réactances inductives 
contrôlables, sont appelées amplificateurs 
magnétiques ou bobines d’inductance à sa- 
turation. 
= Sur le schéma de la fig. 279, un amplifica- 
teur magnétique et la charge R« sont bran- 
chés en série à la source de F.E.M. à ten- 
Usor sion U, et à fréquence f. 
L'amplificateur magnétique est encadré 


| en pointillé sur le schéma de la fig. 279. 
Il est constitué par deux inductances non 

T 2 linéaires contrôlables identiques. 

7 enE Les enroulements à courant alternatif de 
€) ces inductances (w—) sont branchés en.con- 
Fig. 278 cordance, tandis que les enroulements à cou- 


rant continu (w,) sont couplés en opposition. 

Appelons ®, le flux magnétique circulant dans le premier 
noyau et D: le flux du deuxième. Les sens positifs de ces flux sont 
indiqués par des flèches sur la fig. 279. 

Par suite de la symétrie des deux moitiés de l’amplificateur 
magnétique par rapport à la verticale À — À (fig. 279) et de la 
symétrie de la courbe U, = f (wf) par rapport à l’axe de temps œé, les 
variations de D; et ®: en fonction du temps doivent également avoir 
un caractère symétrique. 

Cette symétrie consiste dans Îa possibilité d'obtenir la courbe D, — 
= f (wt) à partir de la courbe D, = f (wé) en déplaçant cette dernière 
d'une alternance et en prenant sa symétrique par rapport à l’axe de 
temps. En d'autres termes, on peut écrire la relation suivante 


D, (of) = — D, (of — nr). 


Il résulte de la fig. 279 que le flux magnétique total à travers les 
enroulements w. est égal à we (D, + 2), tandis que le flux magné- 
tique total à travers les enroulements w, est égal à w0 (D, — D). 

Si on désigne la valeur instantanée du courant dans le circuit à cou- 
rant alternatif par i et la valeur instantanée du courant dans le circuit 
de commande par i,, on peut écrire conformément à la deuxième loi de: 
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Kirchhoff l'équation (a) pour le circuit à courant alternatif et l'équation 
(b) pour le circuit de commande 


Rech +w _. (D, + D,) = V'2U, cos of : (a) 
d | 
ÉRo + Wo 57 (Bi — D:) — En. (b} 
Dans le cas général le courant à comprend une composante continue 


E M | 
lo — - et une composante alternative io Lio = 10 + i0.. La forme de 


a | 
la courbe du Îlux ®, = ÿ (wf) et de la courbe D,  f (ot), symétrique 
à la première, dans le sens indiqué plus 
haut, dépend de plusieurs facteurs, 
à savoir : de la iorme de la courbe d’aiman- 
tation B — f (H), de la résistance Ro et 
de la résistance À,,, de la F.E.M. Es et de 
l'amplitude de la tension de la F.E.M. 
sinusoïdale, Mais quelle que soit la 
forme des flux, du fait de la relation 
D> (@û) = — Di (ot — x) la somme des 
flux D, + ®, ne peut comprendre que des 
harmoniques - impairs, tandis que la dif- 
férence des flux ®, — ®, ne peut com- 
prendre qu'une composante continue et 
des harmoniques pairs. 

À titre d'exemple, nous avons tracé 
sur la fig. 280, a les flux ®,, ® et les 
différences des flux ®, — ®, ainsi que les sommes des flux ®, + ®»:, 
en fonction du temps, pour un cas particulier de fonctionnement du 
schéma de la fig. 279, lorsque la résistance de la charge R4 & 0 et la 
résistance du circuit de commande RQ est très faible. 

La fig. 280, b donne les lois de variation en fonction du temps pour 
les mêmes grandeurs que celles de la fig. 280, a maïs pour un régime de 
fonctionnement différent, à savoir lorsque Rà est très grand (Ro tend 
théoriquement vers l'infini), tandis que R;x est toujours très petit. 

Comparons les courbes de la fig. 280, a aux courbes correspondantes 
de la fig. 280, b. Pour les deux figures la condition D: (of) — — M1 (oé— 
— 7) est satisfaite. Dans les deux cas la composante continue du flux 
D, est égale et de signe contraire à la composante continue du flux D: 
et dans les deux cas la somme des flux ®, + ®: donne une sinusoïde 
à la fréquence de la source d’alimentation, tandis que la différence de: 
ces flux comprend une composante continue et des harmoniques d’ordre 
impair. La différence des signes affectant les composantes continues des 
flux Di et D: s'explique par le fait que la composante continue de Îa. 
F.M.M. du premier noyau est dirigée en concordance avec ®;, tandis que: 
la composante continue de la F.M.M. du deuxième noyau est dirigée: 
en sens contraire du D. 

‘ L'analyse du schéma de la fig. 280 peut être faite par des méthodes. 
différentes. On a recours le plus souvent aux deux méthodes suivantes : : 
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celle du premier harmonique et celle d’approximation linéaire par mor- 
ceaux de la courbe d’aimantation. 

La méthode du premier harmonique est utilisée lorsque les noyaux 
de l’amplificateur magnétique sont exécutés en matériau ferromagnéti- 
que, en acier magnétique 94Â et XBII, par exemple, dont les courbes 
d’aimantation ont un caractère régulier sans coude brusque. 

Si, par contre, les noyaux d’un amplificateur magnétique sont exécu- 
tés en matériau, dont la courbe d’aimantation se rapproche de la courbe 
idéale rectangulaire (fig. 261, b), comme par exemple en matériau 
65HIT ou 50H, il est préférable d'effectuer l’analyse du schéma de la 
fig. 279 par la méthode d’approximation linéaire par morceaux (les 


PP 


£) 


Fig. 280 


bases de cette méthode ont été données au $ 228 et un exemple de son 
utilisation a été examiné au $ 235). 

Par la suite nous effectuerons l’analyse des schémas de la fig. 279 
par la méthode du premier harmonique, comme ceci est d’usage dans 
les manuels d’électrotechnique théorique. 

__ Nous avons déjà indiqué que pour l’analyse des circuits à inductance 
non linéaire contrôlable on utilise la famille des caractéristiques courant- 
tension suivant les premiers harmoniques. | 

Les caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmoniques 
(voir $ 204) donnent la valeur efficace du premier harmonique de la 
tension aux bornes d’une inductance non linéaire, en fonction de la 
Valeur efficace du premier harmonique de courant circulant dans cette 
inductance, le courant de commande /, étant pris comme paramètre. 

Il découle nettement des considérations précédentes, ainsi que des 
courbes de la fig. 280, a et b, que pour un régime quelconque de fonc- 
tionnement d’un amplificateur magnétique, la composante continue du 
Îlux D, est égale numériquement à la composante continue du flux D», 
tandis que l’amplitude du premier harmonique du flux ®4 est égale 
à l'amplitude du premier harmonique du flux ®:. En outre et pour un 
régime de fonctionnement quelconque du schéma de la fig. 279, la com- 
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posante continue de la F.M.M. du premier noyau est égale à la compo- 
sante continue de la F.M.M. du deuxième noyau, chacune d'elles étant 
égale ‘à Jo wo. 

L’amplificateur magnétique est constitué par deux inductances non 
linéaires, couplées en série. 

Les caractéristiques courant-tension de ces deux inductances sont 
identiques et au point de vue qualitatif ont la même forme que les cour- 
bes de la fig. 242, b. Par conséquent, la famille des caractéristiques 
courant-tension d’un amplificateur magnétique est similaire à la famille 
des courbes de la fig. 242, b. 

$ 247. Utilisation d’un amplificateur magnétique comme amplifi- 
cateur de puissance. Pour expliquer le principe de fonctionnement du 
schéma de la fig. 279, rapportons-nous à*la fig. 281. 

La fig. 281 représente le schéma équivalent du schéma de la fig. 279, 
suivant le premier harmonique. La tension VU, de la source d'alimenta- 
tion et la résistance KR, dans le schéma de la fig. 281 sont les mêmes 
que dans le schéma de la fig. 279, tandis que l’amplificateur magnétique 
est remplacé par sa réactance inductive X, suivant le premier harmo- 
nique. La Téactance X, est une fonction du courant d’aimantation Jo 
et de la tension aux bornes des enroulements w— de l’amplificateur 
magnétique et doit être calculée en principe comme la réactance induc- 
tive suivant le premier harmonique d’une inductance non linéaire 
seule (voir $ 208). 

Pour le circuit de la fig. 281, la valeur efficace du premier harmonique 
du courant alternatii est 


Puissance active dégagée dans la résistance R,, : 
Pi=PRi;: 


Si le courant magnetisant (de commande) 7, de l’amplificateur ma- 
gnétique est faible, la réactance X', se trouve être relativement grande, 
tandis que le courant 7 et la puissance P,, sont comparativement faibles. 
Lorsque le courant magnétisant /, croît, X, diminue et le courant / 
ainsi que la puissance P,, augmentent. 

Ainsi, en faisant varier le courant magnétisant, on peut contrôler la 
valeur du courant alternatif, ainsi que la puissance active dégagée dans 
la résistance Ra. | | | 

Si on réduit suffisamment la résistance du circuit d’aimantation 
Ro, la puissance active /{Ro, dégagée dans le circuit d’aimantation et 
dépensée pour contrôler le régime de fonctionnement de l’amplificateur 
magnétique est nettement moindre que la puissance /?R,4, qui est déga- 
gée dans la charge R,4 du circuit à courant alternatif. Dans ces condi- 
tions l’amplificateur magnétique fonctionne comme amplificateur de 
puissance. | 

La possibilité d'utiliser un amplificateur magnétique comme ampli- 
ficateur de puissance est caractérisée par la valeur de son gain en puis- 
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sance k,;r. On appelle gain en puissance le rapport de f'accroissement 

de la puissance dégagée dans la charge R,2 à la puissance dépensée dans 
le circuit de commande : 

Ron (12— Le) 

Rep = Rolà 


(9.61) 


OÙ : ln — courant 7 circulant dans la charge pour 5 — 0, Ro — résis- 
tance du circuit de commande. 

Pour obtenir les relations quantitatives pour le schéma de la fig. 279, 
utilisons la famille des caractéristiques courant-tension, représentée sur 
la fig. 282. | 

Nous appellerons U,» la valeur efficace du premier harmonique 
de la chute de tension dans l’amplilicateur magnétique. 

La tension aux bornes | 
de l’inductance (de l’arm- Van{t/ 
plificateur magnétique) et 


Ù 


la tension aux bornes de la î 60 : 9 
résistance active sont dépha- 30 V'AVENES 
sées de 90° l’une par | PJ S/&/5 
S | # 
K 
20) 
10 LD (A) 


0] 1 02 03 04 05 06 
{max 
Fig. 281 Fig. 282 
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rapport à l’autre. La somme des carrés des chutes de tension dans 
l’amplificateur magnétique et dans la charge est égale au carré de 
la tension secteur. Par conséquent, 


Um + (Ron)? = UX. 
Divisons les deux parties de l’égalité par U* et notons 7,4, = a: 
nous aurons alors ù 


Uam \? 1 \? 
Ga el re) à ie) 

L’équation (9.65) est celle d’une ellipse. L’un de ses demi-axes est 
égal à la tension secteur U, et l’autre au courant /,,.. L’arc de cet 
ellipse est représenté sur la fig. 282. Les points d’intersection de cet arc 
avec la famille des caractéristiques courant-tension de l’amplificateur 
magnétique donnent les valeurs Z et /a respectives. | 

Exemple 116. Construire la courbe 7 = f (/5) pour l’amplifica- 
teur magnétique, dont la famille des caractéristiques courant-tension 
est représentée sur la fig. 282: U, — 60 V; Rien — 120 Q. 

Solution. Calculons les demi-axes de l’ellipse. L’un des demi- 
axes U, — 60 V et l’autre | 

| 60 

Îmax 7120 — 0,5 À. 
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Cette ellipse est construite sur la fig. 282. D'après ses points d’inter- 
section avec la famille des caractéristiques courant-tension, construisons 
la courbe 7 = f{(/0). Cette courbe est re- | 
présentée sur la iig. 283. {{4) 

Exemple 117. La résistance du circuit 
de l’enroulement de commande de l’amplifi- 24 
cateur magnétique de l’exemple 116 est égale 
à. Ro — 100 Q. Calculer le gain en puissance #5f 
pour / = 0,462 À, 

Solution. Trouvons conformément 22 


à (9.64): ne 
| 120 (0,4622— 0,0752 | 
Lio go — = 88 a 7) 
| | | 0 D02 G04 006 008 
Examinons en conclusion une relation 
importante existant dans les amplificateurs Fig. 285 
magnétiques. 


La valeur moyenne pendant une alternance de la F.M.M., créée par 
le courant alternatif i est égale à la composante continue de la F.M.M,, 
créée par le courant de commande, c’est-à-dire 


| iW [moy —= Low. (a) 


Cette relation, rigoureusement parlant, n’est satisfaite que pour les 
amplificateurs magnétiques dont les noyaux ont une courbe d'aimanta- 
tion parfaitement rectangulaire ; cependant elle est approximativement 
vraie même pour les amplificateurs magnétiques dont les courbes d’aiman- 
tation diffèrent quelque peu de la forme rectangulaire. 

Pour justifier la relation (a), supposons que les noyaux de l’amplifi- 
cateur magnétique (fig. 279) soient en matériau à courbe d’aimantation 
rectangulaire et que la symétrie, décrite au $ 246 existe dans le fonc- 
tionnement de ce dispositif; grâce à cette symétrie, le flux magnétique 
total varie au cours de la première alternance dans un seul noyau, le 
premier par exemple de —,, jusqu’à une certaine valeur de #, infé- 
rieure à Ÿ», tandis qu’au cours de la deuxième alternance c’est le flux 
magnétique total dans le deuxième noyau qui varie de +1, à #, dont 
le module est inférieur à | —1#,, |. 

Si pendant une certaine partie de l'alternance le flux magnétique 
total varie et ensuite pendant chaque partie de l’alternance | # | reste 
inférieur à |A |, cela veut dire que le point figuratif se déplace d’abord 
suivant le tronçon vertical de Ia courbe de l’inductance magnétique B 
du noyau, tracée en fonction du champ # noyau du considéré, et que 
pendant la partie restante de l’alternance ce point figuratif reste sur ce 
tronçon vertical de la fonction B = f (H) en question. 

Sur le tronçon vertical de la courbe B = f (H) le champ }X et, par 
nn la F.M.M. résultante du noyau, créant ce champ, sont 
nuls. 

Mais la F.M.M. résultante du noyau est égale à la somme de la F.M.M. 
de commande £, w, et de la F.M.M. créée par le courant alternatif iw—, 
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c'est-à-dire 
LoLo + in  — 0. 


La valeur moyenne de cette somme pendant une alternance esi ëga- 
lement nulle. C’est là-dessus que repose la relation (a). 

$ 248. Application de la méthode symbolique au calcul des circuits 
non linéaires et construction des diagrammes vectoriels pour ces circuits. 
Nous avons examiné aux $$ 240—247 par la méthode graphique certains 
phénomènes. relativement grossiers, en utilisant les caractéristiques 
courant-tension suivant les valeurs efficaces et les premiers harmoni- 
ques, 

Des phénomènes analogues peuvent être également étudiés par Îa 
méthode analytique. Il est important de souligner ici que la méthode 
symbolique peut être employée pour les circuits ec ques non linéaires et 
qu'on peut construire un diagramme vectoriel pour chacun des harmoni- 
ques. Si les harmoniques supérieurs ne se manifestent que faiblement, 
des diagrammes vectoriels peuvent être parfois construits également pour 
les valeurs efficaces de diverses grandeurs. La méthode analytique de 
calcul suivant le premier harmonique est illustrée dans l'exemple 118. 

L'application de la méthode symbolique et la construction d’un dia- 
gramme vectoriel pour les valeurs efficaces sont décrites aux $ 249 et 250. 


mple 118. Soit pour le schéma de la fig. 284,a Eos = 106, 2 V, 
R = 2kQ. 

Quelle doit être la valeur de l'inductance L et de la F.E.M. Ei pour qu’une 
résonance suivant le premier harmonique ait lieu dans le circuit, si un condensateur 


Fig. 284 


non linéaire, ayant la même caractéristique que dans l’exemple 109 est branché 
dans ce circuit? Fréquence angulaire © = 3140 s°1; courant dans le circuit 

Solution. Le phénomène de résonance suivant le premier harmonique 
consiste dans l'égalité du premier harmonique de la tension aux bornes de la capa- 
cité au premier harmonique de la tension aux bornes de l’inductance; dans ces 
conditions le premier harmonique de courant, circulant dans le circuit, est en 
phase avec la F.E.M. Es. | | 

Utilisons les données de l’exemple 111a. En partant de ces données, trouvons 
l'amplitude du premier harmonique de tension aux bornes de la capacité: 


Ugim= 217,5 V. 
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Par conséquent, 
d'où il résulte 
217,5 


LT G848.3140 — °° 70 À. 
La force éleciromotrice 
Eu LR= 7e +2000-26,2 V. 


Du fait qu’il n'existe pas de courant continu dans ce circuit, la composante conti- 
nue de la tension aux bornes du condensateur Uco est égale à la F.E.M. Es. 

Le diagramme vectoriel pour le régime de résonance suivant le premier har- 
monique dans le circuit de la fig. 284, a est représenté sur la fig. 284, b. Du fait 
qu’on ne tient pas compte des pertes dans le condensateur, la tension aux bornes 
de ce dernier est en retard exactement de 90° sur le courant. 


Lorsque nous avons examiné au $ 207 les caractéristiques d’une 
inductance non linéaire contrôlable, discuté aux $$ 240—244, les prop- 
riétés essentielles des schémas à ferrorésonance et étudié au $ 246 un 
amplificateur magnétique et un stabilisateur de tension au $ 245, nous 
avons considéré l’inductance non linéaire comme parfaite; autrement 
dit, nous n'avons pas tenu compte des pertes dans son noyau, ni de Îa 
présence d’un flux de fuites et d’une chute de tension dans la résistance 
active de l’enroulement lui-même. 

Ceci a été fait sciemment pour que les propriétés essentielles des 
circuits et dispositifs énumérés ne soient pas masqués par les facteurs 
mentionnés ci-dessus. | 

Maintenant nous allons procéder à l’étude d’un diagramme vectoriel 
d’une résistance non linéaire en tenant compte de tous les facteurs pré- 
cédemment omis. 

$.249. Diagramme vectoriel d’une inductance non linéaire. Une 
inductance non linéaire est représentée sur la fig. 285, a. Soit R la ré- 
sistance active propre de son enroulement w. 

Le courant circulant dans cet enroulement crée un flux magnétique 
dans le noyau. La plus grande partie de ce flux, le flux D, se ferme le 
long du noyau et sa partie restante, le flux ®., se ferme dans l'air. Le 
flux D, est appelé flux principal et le flux D, — flux de fuite. 

Habituellement le flux ®, n'est que de quelques pour-cent du flux 
D. Cependant, peuvent exister des régimes de fonctionnement, pour 
lesquels le flux D, devient commensurable avec le flux D. Ces régimes 
peuvent avoir lieu lorsque le noyau se trouve pratiquement saturé où 
Jorsqu’il comporte un entrefer 8 relativement grand. 

En construisant le diagramme vectoriel remplaçons le courant non 
sinusoïdal et le flux non sinusoïdal existant en réalité, par des grandeurs 
sinusoïdales équivalentes. 

Le rapport du flux magnétique total de fuite à travers w Ÿ, — w®, 
au courant 7, appelé inductance de fuites, est désigné par L,: 


”- Ÿs : wDs 
LR. (9.66} 


335 


La réactance inductive X, = wL., est appelée réactance inluctive 
de fuite. 

Le schéma équivalent d’une inductance non linéaire est représenté 
sur la fig. 285, b. Il diffère du schéma de la fig. 230, a par l’adjonction 
de la réactance de fuites X,. La résistance active À de l’enroulement 
w et la réactance inductive de fuite X, sont intercalées dans la partie 
non ramifiée du circuit. 

Deux branches existent dans: la partie cb du circuit. La branche 
droite est constitutée par l’inductance non linéaire idéalisée, parcourue 
par le courant magnétisant /,. La branche gauche est constituée par 
une résistance active, les pertes dans laquelle sont égales aux pertes 


& # 4 
LS 
Fe 
| 
b 
a) b) 
Fig. 285 


P, par hystérésis et courants de Foucault dans le noyau de l'inductance 
non linéaire. La branche gauche est parcourue par le courant 


P, 
L=T—. (9.67) 


La fig. 285, c représente le diagramme vectoriel d’une inductance 
non linéaire, construit conformément au schéma de la fig. 285, b. Ce 
diagramme vectoriel est établi comme pour les circuits linéaires habi- 
tuels. 


Commençons sa construction par celle du flux D. 


Les deux flux ©, et ®,) traversent l’enroulement w de la fig. 285, a 
et y induisent une F.E.M. d'’auto-induction. 


La tension Us aux bornes de l’inductance non linéaire ‘idéalisée 
est au signe près, égale, à la F.E.M. d'’auto-induction, engendrée dans 
l’enroulement w du circuit de la fig. 285, a sous l'effet du flux prin- 


cipal D : 


La division de Dr par V2 s'explique par remplacement de la valeur 
d'amplitude du flux par sa valeur efficace. La tension U,, est en avance 
-de 90° sur le flux D. 
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Le courant /, est le courant circulant dans l’inductance idéalisée 
(c'est-à-dire dans l’inductance dont le noyau ne donne pas lieu à des 


pertes d'énergie). Il est en retard de 90° sur la tension U,, et est en phase 


avec le flux D... Le courant - est en phase avec la tension Üe, Nous 
indiquerons dans le paragraphe suivant la manière de calculer les cou- 


rants la et L. 
Conformément à la première loi de Kirchhoîf / — 1 M 


La tension U,, à l'entrée du circuit est égale à la somme géométri- 
que de la tension U.4, de la chute de tension ZR dans la résistance active 


et de la chute de tension j/X, dans la réactance inductive de 
fuite. 

Il y a lieu de rappeler que la valeur du courant 7, et celle du courant 
{, ne sont pas proportionnelles à la valeur de la tension U,4 et par con- 
séquent, à celle de la tension U,, à l'entrée du circuit. 

En d’autres termes, si on augmente la tension U,, de 1,3 fois par 
exemple, les courants 7, et 7, augmentent non pas de 1,3 fois, mais 
davantage. 


En construisant le diagramme vectoriel, nous avons supposé que la valeur 
de la tension ÜU:, soit connue. En partant de la tension ÜU,, nous avons calculé les 
courants /u et Z, et, ensuite, nous avons trouvé la tension U,, aux bornes d'entrée 
de la bobine d'inductance. | un 

Cependant, on connaît habituellement la tension U,:, tandis que la tension 
Ua est inconnue. Par conséquent, en construisant un diagramme vectoriel en 
partant de U,, donnée, il faut commencer par voir si la tension Ü,, peut, pour le 
régime étudié du circuit, différer nettement de la tension Us. 

Si les chutes de tension dans les résistances R et X, sont petites par rapport 
à Uyr, n'étant que de 3 à 89% cette dernière, par exemple, on peut en première 
approximation estimer que Ver © Us. Si, par contre, les chutes de tension dans 
les R et X, sont du même ordre que la tension U,4 on est obligé pour calculer la 
tension U,4 effectuer certaines opérations complémentaires, à savoir : construire 
des diagrammes vectoriels pour plusieurs valeurs de U,4, égales par exemple à:}; 
0,9 ; 0,8 et 0,7 de U,#, pour chacune de ces valeurs U,, trouver la valeur U,», qui 
lui correspond, et construire ensuite en partant des résultats obtenus la courbe 
auxiliaire U,s = f (Ur); ensuite à l’aide de cette courbe 
trouver Ucz pour une U,» donnée et construire après le dia- 
gramme vectoriel cherché. e 


S 

$ 250. Calcul du courant magnétisant et de la valeur 
du courant de pertes. Le courant 7, et ses composantes 
1, et {-, sont soit relevés par voie expérimentale, soit : ; F° 
calculés par la rnéthode analytique. . 

Examinons leur calcul par la méthode analytique. | 
Soit ! — longueur (en m) de la ligne magnétique moyenne Fig. 286 
dans l’acier (fig. 286), Ô — longueur (en m) de l’entrefer, 
existant dans le circuit magnétique, B—valeur instantanée de l'induction 
magnétique (en T), H—valeur instantanée du champ dans le noyau 
(en AÀ/m);. dans ces conditions, la valeur instantanée du courant 
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magnétisant & (en À) est en vertu de la. loi du courant total: 
HI+0,8Bô-105 

Portons sur le diagramme vectoriel la valeur efficace du courant 
magnétisant /4. 

Pour calculer la valeur ‘efficace du courant magnétisant il faut substi- 
tuer à B dans l'expression (9.68) B,, sin of, où B,, — EE * remplacer H par 
a sh (BB, sin @f), développer le sinus hyperbolique de l’argument périodique en 
série de fonctions de Bessel (voir expression 9.14) et utiliser (8.11) à l’aide de 


laquelle on calcule la valeur efficace du courant en fonction des amplitudes de :e: 
divers harmoniques. On obtient ainsi 


V 2œi Un 0,808Bn "106 12 
1, v'{ — if GBBm) +R — | + 
LV is GBBm) ET — 5 GBBm)È +... (9.69) 
Si l’entrefer ô—0, (9.69) se simplifie: 


ES EX CPE PT) 

À son tour, le courant 7,, dû aux pertes dans le noyau d'acier, est 
calculé comme quotient des pertes dans le noyau par suite des courants 
| de Foucault et de l’hystérésis par la F.E.M. 
induite par le flux utile D, dans l’enroulement 
w, et égale à la tension U,,: 


; —_ P} 
Reg: (9.71) 
DRE ns — 4 44fw, D, 


où P; — pertes totales dans l’acier, dues aux 
courants de Foucault et à l’hystérésis : 


[ 
P;= mp3; 


ici m — masse du noyau en kg; 
P; — pertes par kg du noyau. 


La fig. 287 représente la courbe de la fonction Pyvi = f (BBA), construite 
œ 
conformément à (9.70). A l’aide de cette courbe on trouve en fonction de BB,, et, 
ensuite, on calcule 7, (w;, « et { étant connus). 

Les pertes par kilogramme de l’acier magnétique pour des inductions de 1,0 
et de 1,5 T, à une fréquence de 50 Hz, sont réglementées dans la Norme soviétique 
GOST 802-58. Désignons par: P1,o — pertes par kilogramme de l'acier pour 
Bm = IT etf= 50 Hz; pa,5s — pertes par kilogramme de l'acier pour B, = 1,5T 
et / = 50 Hz. 

Les valeurs de p;,9 et Pa,5 sont données au tableau suivant : 
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Nuance de l'acier | re Pi,0 W/kg | Dig? W/k£g 


941 0 
242 ($) 
943 0 
341 0 
942 0 
943 | ) 


Les pertes pour d’autres valeurs d’induction et pour des fréquences différant 
peu de 50 Hz sont calculées à l’aide de l'expression empirique suivante: 


1,3 
Pf=P1,0B° = (5) W/Rg; (9.71) 


n = 5,69 1g 225 | 
D1:0 
$ 251. Relations essentielles pour les transformateurs à noyau d’acier. 
Nous avons examiné au $ 116 les relations caractérisant le fonctionne- 
ment d’un transformateur pour lequel nous avons admis que le champ 
fût une fonction linéaire du flux dans le noyau et avons négligé les per- 
tes dans ce noyau. 


Fig. 289 


Pour améliorer le couplage magnétique entre les enroulements pri- 
maire (w,) et secondaire (w:) d'un transformateur, son noyau est exécuté 
en matériau ferromagnétique *. 

Dans le paragraphe présent nous examinerons les relations caracté- 
risant le fonctionnement d’un transformateur réel, dans lequel le champ 
est une fonction non linéaire du flux dans le noyau ferromagnétique 
(en acier) et en tenant compte des pertes dues à l’hystérésis et aux cou- 
rants de Foucault dans le noyau. : 

Pour réduire le courant à vide, le noyau du transformateur est exé- 
cuté avec un entrefer aussi petit que possible, disposé perpendiculaire- 
ment au ilux magnétique ou sans entrefer du tout. 


* Sur les fig. 288 et 289 pour plus de clarté les enroulements uw et Vo sont 
représentés sur deux noyaux différents. En pratique on les monte habituellement 
sur le même noyau. | 
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La loi de la variation du flux en fonction du champ dans un noyau 
n'étant pas linéaire, les courants circulant dans les enroulements du 
transformateur ne sont pas linéaires non plus *. 

Effectuons l’analyse du fonctionnement du transformateur en rem 
plaçant les courants et les flux non sinusoïdaux en réalité, par leurs 
équivalents efficaces. 


Soit 7; — expression complexe de la valeur efficace du courant, cir- 


culant dans l’enroulement primaire, /: — expression complexe de la 
valeur efficace du courant dans l’enroulement secondaire ; D, — ampli- 
tude du îlux magnétique principal passant par le noyau du transforma- 
teur ; il traverse les deux enroulements w, et w2, y induisant une F.E.M. 


Par suite de la présence de fuites, le flux ®:., petit par rapport à Dh 
et appelé flux de fuites du premier enroulement, se referme dans l'air en 
ne traversant que l’enroulement w1. Un autre flux, également petit par 
rapport à D, appelé Îlux de fuites du deuxième enroulement D, se refer- 
me de même dans l'air en ne traversant que l’enroulement w2. 

On admet que le flux magnétique total traversant l’enroulement w, 


du fait du flux ®,, soit proportionnel au courant 1, : 
bis =wD,,=Lils. (9.72) 
Le coefficient de proportionnalité L:, entre le flux magnétique total 


is et le courant /, est appelé inductance de fuites de l'enroulement pri- 
maire; Li, est fonction du nombre de spires et de l’exécution de l'en- 
roulement. 


On admet également que le flux total os traversant l’enroulement 
w, et dû au flux D, est proportionnel au courant du circuit secondaire 1, : ee 


Vs — wWoDs _ La 2+ (9.73) 
Le coefficient de proportionnalité L,. entre le flux magnétique total 


4, dû au flux de fuites D>,, et au courant /, est appelé inductance de 
Juites de l'enroulement secondaire; L:, dépend du nombre de spires et 
de l'exécution de l’enroulement secondaire. 
La réactance de l’enroulement primaire, due au flux de fuites ®., 
est désignée par X:,: 
Ki — @L;,s. (9. 74) 


De même on désigne la réactance de l’enroulement secondaire, due 
au flux de fuites O2, par 
X 55 —= OLos. (9.75) 
Soit R1 — résistance active de l’enroulement primaire, 
R: —- résistance active de l’enroulement secondaire, 
Zes — impédance de la charge. 


+ Le caractère non sinusoiïdal des courants se manifeste essentiellement lors 
du fonctionnement en régimes proches de la marche à vide. 
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Sur la fig. 289 on voit le schéma du transformateur représenté sur 
la fig. 288, mais ici les résistances actives et les réactances inductives, 
dues aux flux de et sont figurées séparément sous forme de résistan- 
ces R4, Xe, Ro, X42. Ecrivons les équations suivant la deuxième loi 
de Kirchhoff pour les deux circuits. 

Nous avons pour le circuit primaire 


LRi+iXal-+ jou, = =U, (9.76) 
Et pour le circuit secondaire 
LR IX ie 5 Jen = 0. (9.77) 


mn 


Ici jo w: a est la tension numériquement égale à la F.E.M., induite 
dans l’enroulernment w, par le flux principal D. La division de D, par 
V2 s'explique par le passage de la valeur d'amplitude à la valeur effi- 
cace. De même jo w TE est la tension numériquement égale à la F.E.M. 
induite dans l’enroulement w, par le flux principal D. 

Désignons le courant /, pour la marche à vide du transformateur 
par Lo. La force magnétomotrice du transformateur en marche à vide 
est égale à Lou. La F.M.M. du transformateur en présence du courant 


f est égale à Lu, + Low. 
Les transformateurs sont construits habituellement de manière que 


les chutes de tension / 1R1 et Lx: soient de plusieurs fois inférieures 
à la chute de tension ww: 7. En tenant compte de cette remarque on 


peut écrire pour les transformateurs construits correctement l'équation 
(9.76) sous la forme suivante: 


jou, 3 ze Ü (9.76') 


Cette dernière équation est satisfaite à vide, comme en charge. En 
d’autres termes, lorsqu’on passe de la marche à vide au fonctionnement 
en charge, le flux DA conserve une valeur pratiquement constante. 

Mais. si pour ces deux régimes ®,, a la même valeur, les F.M.M., 
des il est dû, doivent être de même égales en ces deux régimes, 
c'est-à-dire 


Lio, + Lou — Lu (9. 78°) 
On obtient ensuite, en divisant les deux membres de cette égalité 
par wi: 


L=l+E, (9.78) 


oh 


M1 


Ainsi le courant /;, dans le circuit primaire, peut être représenté 
comme la somme géométrique de deux courants: du courant en marche 


à vide / et du courant [.. On appelle le courant J' le courant réduit 
(au nombre de spires de l’enroulement primaire) secondaire. [If est égal 


Ld L] ‘ La - . LÉ) 
numériquement au courant /,, réduit dans lé rapport LE 
En outre, pour des transformateurs correctement conçus, les chutes 


de tension /,R, et ZX. sont faibles par rapport à ou LE ; par con- 


séquent, on peut déduire approximativement de (9.77) 
ôm 7 
Um —Un. 9.70 
2 h { ) 
Si on divise membre à membre (9.76°) par (9.79) et si on passe aux 
modules, on obtient : 


j DD 


U, ie, Le 

Ur © (9.80) 
c'est-à-dire que le rapport de la tension à l’entrée d’un transformateur 
à la tension à sa sortie (aux bornes de la charge) est approximativement 
égal au rapport du nombre de spires de l’enroulement primaire au nombre 
de spires de l’enroulement secondaire. 

Dans les transformateurs correctement construits et pour une charge 
voisine de la nominale, le courant 7, n’est que de 1 à 10% du courant 
l,; par conséquent, l'expression (9.78) peut être approximativement 
écrite comme suit : 


L,w, = — Jowe. 


Le rapport approximatif suivant existe entre les modules des cou- 

rants /, et /, pour une charge voisine de la nominale : 
T4 D We 
Fa la FA . (9.81) 

En d’autres termes, le courant 7, est pratiquement proportionnel au 
courant /. 

Cette proportionnalité n'est pas rigoureuse du fait du courant à 
vide Lo- 

Une énergie est dégagée dans les résistances actives du circuit secon- 
daire. Cette énergie est transférée par le flux magnétique du circuit 
primaire au circuit secondaire et doit être compensée par la source d’ali- 
mentation du transformateur. 

$ 252. Diagramme vectoriel d’un transformateur à noyau d’acier. 
Le diagramme vectoriel du transformateur à charge inductive est repré- 


senté sur la fig. 290, a 
Zeh = Re + IX ch. 


Commençons la construction du diagramme par le courant /, en 
l’orientant d’une manière arbitraire. Traçons le vecteur de tension aux 
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bornes de la charge Un sous un angle qer — arc tg Fe par rapport 
| C 


au vecteur courant. Ajoutons à Un les vecteurs 1 Ro * et À oiX 0. La 
somme des chutes de tension dans le circuit secondaire est nulle. Ceci 


, D or : 
permet de construire le vecteur jow:—7. Construisons ensuite le vec- 


V2 


teur Dy (qui est en retard de 90° sur le vecteur jou 2). 


Il existe dans le noyau du transformateur, de ue que dans le 
noyau d'une inductance non linéaire, des pertes dues à l’hystérésis et 


aux courants de Foucault. Grâce à ceci le courant à vide /5 est la somme 


géométrique du courant magnétisant /, et du courant de pertes /, 
fig. 290, b): 
10= lu + 1 p- 
Le courant }, est en phase avec le flux D et le courant / » est en 
avance de 90° sur ce flux. 
On calcule les courants /, et 7, de même que pour une inductance 


non linéaire. 
Le. courant de marche à vide /, est en avance d’un certain angle y 


sur le flux Dr 
nn à (9.78), le courant Li est sn la somme géométri- 
que du courant Î, et du courant [= = — À TE La somme géométrique 


des chutes de tension / 1R1, l Lx et jo W4 7 donne la tension à l’entrée 
du circuit primaire Un. 
* Sur la fig. 290, a le vecteur Re doit être parallèle au vecteur 15: 
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Afin de faciliter la lecture de la fig. 290, a, nous n'avons pas respecté 
en la traçant les rapports réels entre Îles modules des tensions ainsi que 


entre les modules des courants. 

Exemple 119. Soit un transformateur élévateur dont le noyau est fait 
en acier pour transformateur 941 (épaisseur des tôles 0,5 mm). La courbe d’aiman- 
tation est # — 0,71 sh (5,75B). Le noyau est exécuté en plaques ayant la forme 
d’anneaux et ne comportant pas d’entrefer, wuy — 250, wo — 1750; S = 2,2 cm?; 
= 25 cm. En négligeant R et X4 calculer le courant de marche à vide 2 pour 
Ui = 15 V et f — 50 Hz. . 

Solution. B» dos - — 1,22 T. 

Calculons Île produit BE = ee 75:1,22 = 7,02. Trouvons sur la courbe de 
la fig. 287 pour BB, ,02 


| 185 
al V/2 Se 
Mais 
al V20,71:0,25 V2 
Par conséquent, 7, — 185-107$ — 0,185 : A. La masse du noyau 
m — 7,8 glem 2,2 cm. 95 Cmi — 0,428 kg. Nous trouvons à partir des tables 
Po = 1,6 Wikg, mis = 3,6 W/kg: 


3,6 : 
n — 5,69 BTE 1,13, 
Les pertes spécifiques dans l’acier pour B»=—=1,22 T : 
pr=1,6-1,22118.1—9,] W/kg. 


Les pertes dans un noyau ayant une masse de 0,428 kg 
Pr=0,428.2,1—0,9 W. 


Le-:coürant dû aux pertes dans l’acier = 5-98 0,06 À. Le courant 


15 
à vide /, est pratiquement égal au courant 7,. 
Exemple 120. Une charge de caractère inductif Zen = 300 + j300 Q est 
branchée à l’enroulement secondaire du transformateur de l'exemple précédent. 
En négligeant les résistances actives et les inductances de fuites des enroulements 


trouver le courant A 
Solution. Orientons le flux D, suivant . des valeurs réelles 


(fig. 290, a). Tension aux bornes de la charge U: = V2 — 15- ee = 105 V 


Tension complexe Üa = 105 e 90° y 


- _ Üg  105e7790° 


Lo = ———— - —0,248e7 7135" 0,176 — j0,176 A 
2 Zen 493145 j 


Courant réduit 
= he 1,23 + j 1,23 À. 
Le courant cherché est ainsi égal à 


1 = 0415 =0,185 j0,06 + 1,23 j1,23 — 1,926/42°20" À, 


CHAPITRE X 


PHÉNOMÈNES TRANSITOIRES DANS 
LES CIRCUITS ÉLECTRIQUES LINÉAIRES 


$ 253. Introduction. Jusqu'ici nous nous sommes bornés au calcui 
et à l’étude des propriétés des circuits électriques à courant continu, 
sinusoïdal et périodique non sinusoïdal. Nous n'avons pas examiné: 
encore la manière dont s'établit un régime dans un circuit lors de bran- 
chement et de débranchement de sources de F.E.M., ni les lois de la 
transition d’un régime à un autre, lorsque les paramètres du circuit. 
varient, ou lors qu’on met en et hors circuit les diverses branches d’urr 
circuit, ou par suite de courts-circuits 
et d’autres phénomènes similaires. > 

Nous étudierons les phénomènes dits D —— 
transitoires au chapitre présent. On appelle a) j) 
phénomènes transitoires, les phénomènes de | 
transition d’un régime d’un circuit élec- Fig. 291 
trique (régime périodique en général) à un 
autre régime (également périodique en général, qui diffère en quoi que ce: 
soit du régime précédent ; cette différence peut se rapporter par exemple 
à la valeur de l’amplitude, de la phase, de la forme ou de la fréquence 
de la F.E.M. agissant dans le circuit, aux valeurs des paramètres du: 
circuit, ainsi qu'à la configuration de ce dernier. L 

Les régimes périodiques qu’on rencontre habituellement sont le 
régime à courant sinusoïdal, le régime à courant continu, de même que 
le régime d'absence de courant dans les branches du circuit. 

Les régimes transitoires sont dus aux « commutation » dans les cir- 
cuits. On appelle « commutation » l’action d'ouverture ou de fermeture 
des interrupteurs à couteaux ou autres, existant dans le circuit. 

La manœuvre exécutée par l'interrupteur est indiquée par une flèche 
sur. les figures. Ainsi, l’opération de fermeture d’un interrupteur est 
indiquée en général sur les schémas conformément à la fig. 291, a, tandis 
que l'opération d'ouverture d’un interrupteur est indiquée conformé- 
ment à la fig. 291, b. | 

Les phénomènes transitoires sont en général des phénomènes se dé- 
roulant très rapidement : leur durée est de l’ordre de dixièmes, de cen- 
tièmes et parfois même de millionièmes de seconde; on ne rencontre 
que rarement des phénomènes transitoires dont la durée est de l’ordre 
d’une seconde ou des dizaines de secondes. Néanmoins, l'étude des 
phénomènes transitoires est très importante, car elle permet de mettre 
en évidence les surtensions éventuelles dans les différents tronçons 
du circuit, ces surtensions pouvant être dangereuses pour l'isolement 
de l'installation; elle permet également de se rendre compte des aug- 
mentations éventuelles des amplitudes de courant, pouvant dépasser 
des dizaines de fois l’amplitude du courant du phénomène périodique 
permanent. 
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L'étude des phénomènes transitoires permet également de résoudre 
les problèmes tels que la déformation de la forme et de l'amplitude 
des signaux lorsqu'ils circulent dans les amplificateurs, filtres ou autres 
dispositifs radiotechniques. 

$ 254. Un problème concernant un phénomène transitoire dans un 
circuit linéaire quelconque à paramètr: es localisés se ramène à la solution 
d’une équation différentielle linéaire à coefficients constants *. Ecrivons 
les équations suivant la deuxième loi de Kirchhoff pour le circuit de 
la fig. 292, l'interrupteur étant fermé. La somme 


>> des chutes de tension dans l'inductance L et dans 
À L la résistance R est égale à la F.E.M. E: 
ou | 
Fig. 292 LÉ +RI=E. (10.1) 


Une équation contenant une fonction inconnue (i dans notre tas) 
et ses dérivées LT dans le cas présent) est appelée équation différen- 
tielle. 

Ainsi, le problème de calcul de courant considéré comme une fonction 
du temps n'est en réalité qu’un problème de solution d’une équation 
différentielle. 

Nous avons appris au cours de mathématiques que la solution d’une 
équation différentielle n’est autre chose que la recherche d’une fonction, 
satisfaisant à cette équation différentielle. La substitution de cette 
fonction et de ses dérivées dans l'équation différentielle la transforme 
en une identité. | 

Les équations différentielles linéaires seront résolues dans ce cha- 
pitre par les trois méthodes suivantes: classique, opérationnelle et 
par celle utilisant l'intégrale de Duhamel. 

Avant d'aborder l'étude de ces méthodes, il y a lieu d'examiner 
les propriétés communes des circuits linéaires au cours des phénomènes 
transitoires, ainsi que les lois générales qui régissent les phénomènes 
transitoires dans les circuits électriques linéaires. 

Les $$ 255—278 sont consacrés à l'étude de toutes ces questions. 

Les problèmes examinés aux $$ 255-—278 concernent l'ensemble des 
méthodes de calcul des phénomènes transitoires énumérées ci-dessus ; 
toutefois, une partie de ces paragraphes ($$ 255, 261, 263, 264, et 265) 
doivent être considérés également comme introduction à la méthode 
classique de calcul des phénomènes transitoires. 

$ 255. Composantes forcées et libres des courants et des tensions. 
Il a été indiqué également au cours de mathématiques que l'intégrale 
générale d’une équation différentielle linéaire est la somme d’une solu- 
tion particulière de l’équation avec second membre et de la solution 
complète de l'équation homogène dite aussi sans second membre. 


* Nous avons en vue les circuits à paramètres R, L, C, M invariables dans 
ie temps. 
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La solution particulière de l'équation (10.1) est égale à _ (E — 


F.E.M. continue). 
On obtient une équation homogène en annulant le second membre 
de l'équation initiale. Dans notre cas particulier 


DH Ri=0. (10.2) 


La solution de l'équation homogène esl une fonction exponentielle 
de la forme Aert, 

Convenons de considérer pour tous Îles phénomènes transitoires comme 
origine de temps ({ — 0) le moment de la commutation. 

À et p sont certaines constantes, indépendantes du temps. Donnons 
leurs valeurs pour l'exemple Saad sans les établir: 


__ R 
À = + et P = Cp A 
Par conséquent, la solution de l'équation (10.1) peut être écrite comme 


suit : 


R 
s .E ES 
ER R° L., (10.3) 
Ici le terme À est la solution particulière de l'équation non homogène 


R R 
(10.1), tandis que le terme — E 71° est la solution générale de l’équa- 


tion homogène (10.2). En substituant (10.3) dans (10.1), nous obtenons 
l'identité : 


LR RE )RR(E REF) 


L 


Par conséquent, (10.3) est en effet la solution de l'équation (10.1). 

Appelons la solution particulière de l’équation différentielle non 
homogène composante forcée du courant (ou de la tension, respective- 
ment) et considérons la solution générale de l’équation homogène comme 
composante libre (propre). 

Ainsi pour l'exemple examiné la composante forcée du courant 


LL E(-R)e Per ne dtee 


. | LR — | 
est égale à + et sa composante libre est — De L', Afin de savoir quel 


est le courant dont on parle (total, forcé ou libre), affectons l'indice f 
à la composante forcée, l’indice / à la composante libre et laissons la 
valeur totale sans indice. Nous aurons ainsi 


is. 
En plus des indices f et {, les courants et les tensions peuvent avoir 


d’autres indices complémentaires, correspondant aux numéros des 
branches du circuit. 


MT 


La composante forcée du courant ou de la tension est au point de 
vue physique la composante, qui varie à la même fréquence que la F.E.M. 
agissant, dans le circuit. Ainsi, si le circuit subit l’action d’une F.E.M. 
sinusoïdale à fréquence w, la composante forcée d’un courant ou d’une 
tension quelconques dans ce circuit sont respectivement un courant 
sinusoïdal ou une tension sinusoïdale de fréquence «w. 

Les composantes forcées dans un circuit à courant sinusoïdal sont 
calculées à l’aide de la méthode symbolique (voir chapitre V). Si une 
source de F.E.M. continue agit dans le circuit (comme, par exemple, 
dans le circuit de la fig. 292), le courant forcé est un courant continu 
et il peut être calculé à l’aide des méthodes étudiées au premier 
chapitre. 

Ï1 ne faut pas perdre de vue que le courant continu ne peut circuler 
à travers une capacité et, par conséquent, la composante forcée du courant 
à travers une capacité dans les circuits à sources de F.E.M. continue 
est nécessairement nulle. En outre, rappelons que la chute de tension 
aux bornes d'une inductance, due à un courant qui ne varie pas en 
fonction du temps, est également nulle, ce qui est parfaitement 
évident. 

Dans tous les circuits électriques linéaires les composantes libres 
des courants et des tensions sont amorties en fonction du temps suivant 
la loi-exponentielle er, Aïnsi, dans l’exemple examiné ci-dessus 

R 


Et 


L 


= ——— 


R 


Le 
Lorsque le temps £{ croît, le facteur € L'° décroît rapidement. La 


composante « libre » est appelée ainsi car cette composante est la solution 
d'une équation indépendante de la force agissante (d’une équation 
sans second membre). 

Parmi les trois courants (total, forcé et libre) et les trois tensions 
(totale, forcée et libre) le courant total et la tension totale jouent le 
rôle le plus important. 

Le courant total est le courant qui circule en réalité dans telle ou 
autre branche du circuit pendant le phénomène transitoire. On peut 
le mesurer et l’enregistrer sur un oscillogramme. De même la tension 
totale, c'est la tension qui existe en réalité entre certains points du 
circuit électrique au cours d’un phénomène transitoire. Elle peut être 
également mesurée et enregistrée sur un oscillogramme. 

En ce qui concerne les composantes forcées et libres des courants 
et des tensions au cours d’un phénomène transitoire, ces composantes 
ne jouent qu’un rôle auxiliaire; ce sont des éléments utilisés dans /es 
calculs et dont la somme donne les valeurs réelles. 

Les deux considérations fondamentales suivantes sont toujours res- 
pectées, quels que soient les phénomènes transitoires ou permanents 
étudiés : le courant dans une inductance et la tension aux bornes d’une 
capacité ne peuvent varier brusquement (par sauts). Examinons ces 
affirmations. 
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$ 256. Le courant dans une inductance et la tension aux bornes d’une 
capacité ne peuvent varier brusquement (par sauts) *. Utilisons le schéma 
de la fig. 292 pour démontrer que le courant dans une inductance ne 
peut varier brusquement. Ecrivons, conformément à la deuxième loi 
de Kirchhoîf 


di | 
LE +Ri= 


Le courant ÿ et la F.E.M. E ne peuvent avoir que des valeurs finies 
(mais non pas des valeurs infiniment grandes). 

Supposons que le courant £ puisse varier par sauts. Le saut du courant 
indique que pendant un intervalle de temps infiniment petit Af, qui 


tend vers zéro, le courant a Naé d’une valeur finie Ai. On a alors 


lim 2 — oo. Si on remplace LE dans l’équation (10.1) par ©, le pre- 


ra 
Hide "membre de l’équation n'est plus égal au second et la deuxième 
loi de Kirchhoff n’est plus satisfaite. 

Par conséquent, la possibilité d’une discontinuité du courant à tra- 
vers ure inductance est en contradiction avec la deuxième loi de Kir- 
chhoîf. 

L’impossibilité d’un saut du courant, dans une inductance L, découle 
également dés considérations énergétiques. En effet, si on admet que le 
courant dans L puisse varier par sauts, l’énergie accumulée dans Île 
champ magnétique de la bobine d’inductance (Aw,,) varie par sauts 
également. Une augmentation finie d'énergie du champ magnétique 
Aw peut être représentée sous forme de produit de la puissance de la 
source d'énergie P par le temps Af, au cours duquel cette augmentation 
a eu lieu. Il en découle que 


Aw 
P=lim —2£2 = 00. 
At—0 A 


Cependant, aucune source d'énergie ne peut céder au circuit une 
puissance -infiniment grande. 

Le courant circulant dans L ne ns LL par sauts, mais la tension 
aux bornes de l’inductance, égale à re - peut varier par sauts. Ceci ne 
contredit pas la deuxième loi de Kirchhoff et les considérations énergé- 
tiques. 

La démonstration du fait que {a tension aux bornes d'une capacité ne 


peut varier par sauts Va être faite par une méthode analogue à celle uti- 
lisée dans la démonstration précédente. 
Rapportons-nous au circuit le plus simple comprenant une capacité 


(fig. 293, a). Ecrivons pour ce circuit l’équation suivant la deuxième 
loi de Kirchhoïîf: 


Rituc=E 


* Ils ne peuvent varier que continûment, sans sauts brusques. 
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Dans cette équation E — F.E.M. de la source, et, par conséquent, 
une valeur finie, wc — tension aux bornes de la capacité. 
Du fait que 


> duc 
ET 
on a 
RC de Luc=E. 110.4) 
; ; : Aüe du. 
Si on admet que la tension ue puisse varier par sauts, RH 


et le premier membre de l’équation (10.4) n'est pas égal à son second 
membre. Il en découle que Ja possibilité d’une variation par sauts de Îa 
tension aux bornes d’une ca- 
pacité contredit la deuxième 
loi de Kirchhoff. 

On peut aussi démontrer 
que l'hypothèse de la possibi- 
0 lité d’un saut de u, contredit 
également les considérations 
l) énergétiques *. 

Fig. 293 Cependant, le courant cir- 
culant dans la capacité, égal à 


ce, peut varier par sauts; ceci ne contredit pas la deuxième loi 


de Kirchhoîïf, ni les considérations énergétiques. 

Deux lois de commutation découlent des deux considérations fon- 
damentales exposées ci-dessus. 

$ 257. Première loi de commutation. Le courant circulant dans une 
inductance quelconque immédiatement avant l’instant de la commuta- 
tion, et que nous désignerons iz (0_-), est égal au courant circulant dans 
la même inductance immédiatement après la commutation, désigné 


ir (0,), autrement dit 
| êr (0-) = ir (04) (10.5} 


Le ternps £ = O_ est le temps immédiatement avant la commutation, 
tandis que { — 0, est le temps immédiatement après la commutation 
(fig. 293, b). L'égalité (10.5) exprime la première loi de commutation. 

$ 258. Deuxième loi de commutation. Désignons par u, (0) la tension 
aux bornes d’une capacité immédiatement avant la commutation et par 
uc (0,) la tension aux bornes de cette capacité immédiatement après 
la commutation. | 

Conformément à l'impossibilité d’un saut de tension aux bornes 
d’une capacité, écrivons: 


uc (0-) = uc (0). (10.6} 


L'égalité (10.6) exprime la deuxième loi de commutation. 


* Cette démonstration est faite d'une manière analogue à la démonstration 
de l'impossibilité du saut du courant, se basant sur des considérations énergétiques. 
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Avant d'aborder l'étude des méthodes de calcul des phénomènes 
transitoires il faut préciser certaines définitions complémentaires. 

$ 259. Que doit-on entendre par valeurs initiales de diver- 
ses grandeurs? On appelle valeurs initiales (appelées également condi- 
tions initiales dans les ouvrages spécialisés) les valeurs des courants 
et des tensions dans un circuit pour t = 0. 

Comme nous l’avons déjà dit, les valeurs des courants circulant dans 
les inductances et.celles des tensions aux bornes des capacités immédiate- 
ment après la commutation sont toujours égales aux valeurs qu’ils 
avaient immédiatement avant la commutation. Quant aux autres gran- 
deurs: tensions aux bornes des inductances, tensions aux bornes des 
résistances actives, courant circulant dans les capacités, courant circu- 
lant dans les résistances actives, toutes ces grandeurs peuvent varier 
par sauts ef, par conséquent, leurs valeurs immédiatement après la 
Commutation sont le plus souvent différentes des valeurs qu’ils avaient 
avant la commutation. 

Par conséquent, il faut distinguer les valeurs initiales avant et après 
la commutation. | 

$ 260. Valeurs initiales avant et après la commutation. On appelle 
valeurs initiales avant la commutation celles des courants et des tensions 
immédiatement avant la commutation (pour f—=0-). Les valeurs ini- 
tiales après la commutation sont celles des courants et des tensions 
immédiatement après la commutation (pour £ — 0,). 

$S 261. Valeurs initiales indépendantes et dépendantes (après la com- 
mutation). On peut écrire les équations suivant les lois de Kirchhofi, 
après la commutation qui a eu lieu dans le circuit quelconque. En par- 
tant de ces équations on peut calculer les valeurs des courants dans 
toutes les branches et les tensions aux bornes des tronçons quelconques 
du circuit pour le régime après la commutation (pour £ = 0). 

À cette fin, il faut écrire, que les valeurs des courants dans les bran- 
ches comprenant des inductances et les valeurs des tensions aux bornes 
des condensateurs sont égales aux valeurs qu'ils avaient en régime pré- 
cédant immédiatement la commutation, pour # — 0—, tandis que les 
valeurs que les autres courants et tensions ont après la commutation 
sont calculées en partant des équations de Kirchhoïf, puisque une partie 
de leurs termes est connue. Nous allons appeler les valeurs des courants 
circulant dans les inductances et des tensions aux bornes des capacités, 
connues à partir du régime avant la commutation, — valeurs initiales 
indépendantes. 

Les valeurs des autres courants et tensions pour {—0,, dans le 
circuit résultant de la commutation, calculées d’après les valeurs ini- 
tiales indépendantes à l’aide des lois de Kirchhoff, seront appelées 
valeurs initiales dépendantes. 

$ 262. Conditions initiales nulles et non nulles. Si à l'instant de com- 
mencement du phénomène transitoire, immédiatement avant la commu- 
tation, tous les courants et toutes les tensions dans les éléments passifs 
du circuit sont nuls, on dit que les conditions initiales nulles existent 
dans ce circuit. Si, par contre, au commencement du phénomène tran- 
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sitoire, les courants et les tensions dans le circuit ne sont pas nuls, on 
dit que les conditions initiales non nulles existent dans ce circuit. 

À conditions initiales nulles, les courants dans les inductances et 

les tensions aux bornes des capacités commencent à varier à partir .de 
zéro, et à conditions initiales non nulles ils varient à partir des valeurs 
qu'ils avaient immédiatement avant la commutation. 
. $ 263. Etablissement des équations pour les courants et les tensions 
libres. Pour le circuit résultant de la commutation, les équations suivant 
les lois de Kirchhoîïf pour les courants et les tensions totaux sont éta- 
blies comme ceci se faisait précédemment. Pour le faire il faut commencer 
par désigner les courants dans les branches et choisir arbitrairement 
les sens positifs pour ces courants. Ecrire ensuite les équations suivant 
Ja première et la deuxième lois de Kirchhoff. Ainsi, pour Île circuit de 
la fig. 294, nous pouvons écrire aprés choix 
des sens positifs pour Îles courants 


li — 9 — Î3 =" 0 ; 
dis ; : | 
L: PT + RiiiHisRe=E); 


Re + \ io dt 0. 

Dans ces équations i:, f, et 4 sont les 
courants totaux. Chacun d’eux est constitué 
par les courants libre et forcé. Afin de passer de ce système d'équations 
aux équations pour les courants libres, « libérons» le système des 
F.E.M. appliquées (de la F.E.M. FE dans le cas considéré) et au lieu de 
f, écrivons és, ; au lieu de é», £2, eic. Nous obtenons ainsi 


Fig. 294 


Lyy — bo — lg = 0 ; À 
di : - 
L; TE + Riiir tinrR2:= 0; | 110.7) 
R. | 
Rat \indt=0. | 


Rappelons que pour une maille quelconque d’un circuit électrique quel- 
<onque la somme des chutes de tension dues aux composantes libres des 
courants est nulle. 

$S 264. Forme algébrique du système d'équations pour les courants 
libres. Nous avons indiqué au $ 255 que le courant libre est donné par 
la solution d’une équation différentielle homogène (équation sans son 
second membre}. 

Il a été indiqué au cours de mathématiques que la solution de l’équa- 
tion différentielle homogène est écrite sous forme de fonctions exponen- 
tielles Ae?t. Ainsi chaque courant libre peut être représenté sous la 


forme : 
ly— Ae’!, 


Chaque courant libre a sa constante d'intégration À, tandis que les 
exposants d'amortissement p sont les mêmes pour tous les courants libres. 
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Au point de vue physique les exposants d'amortissement sont les mêmes 
pour tous les courants libres parce que l’ensemble du circuit est soumis 
au même phénomène transitoire (commun). 

Ecrivons la dérivée du cine libre : 


= < + (4e) = — p Ae — pis. 


Par conséquent, la dérivée d’un courant libre peut être remplacée 
par le produit pi,, et la tension libre aux bornes d’une inductance, be 
par Lpi. Trouvons l'intégrale du courant libre: 


\ di \ 4e” ee nr 


Nous avons considéré que la constante d’ oo est nulle, puisque 
les composantes libres ne comportent pas de termes indépendants du 
temps. 


Par conséquent, l'intégrale du courant libre ae être MU 
par !L et la tension libre aux bornes du condensateur, + Al à id, par a. 

Substituons a le se EE Diane des darts 
libres Lpi, à L£ —— - et écrivons cs à à la place de — z | tdt. Nous obtenons 
ainsi : 


La — lg — dar = 0 ; 
(LP + Ra) las + iorRo = 0; (10.8) 
IR 0. 


Le système d'équations (10.8) est un système d'équations algébri- 
ques, écrites par rapport à us, log, ta, qui, contrairement au système 
initial, ne contient ni dérivées ni intégrales. 

Ainsi, les équations (10.8) sont les équations différentielles des cou- 
rants libres (10.7), écrites sous leur forme algébrique. 

$S 265. Etablissement de l’équation caractéristique du système. Le 
nombre d'équations algébriques est égal au nombre des courants libres 
inconnus. Supposons p connu (en réalité la valeur de p n’est pas encore 
trouvée et sera calculée par la suite) et résolvons le système (10.8) par 
rapport à ia, lo et ia. Nous obtenons 


. A , A , A 
Hi; in = ; lai =. 


Ici A— déterminant du système. Dans l'exemple considéré 


1 ne 
A—|L1P+R1 Ra 0 
I 
0 R: — 
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A est obtenu en partant du déterminant À du système et en substi- 
tuant à sa première colonne le second membre des équations (10.8): 


O —1 —]1 
AE 0 Rk: 0 
1 

0 Rk: For 


A, est obtenu à partir de À en substituant la deuxième colonne par 
le second membre du système (10.8). 

Puisque des zéros figurent comme secondes membres du système 
(10.8), l’une des colonnes sera constituée par des zéros pour chacun des 
déterminants. 

Lorsque dans un déterminant l’une des colonnes est constituée par 
des zéros, on sait qu'un tel déterminant est égal à zéro. Par FORSReuaR 
A1=0; A=0; A3=0,. 

11 découle nettement de considérations physiques que chacun des 
couranis libres ne peut pas être nul, car alors les lois de la commutation 
ne seraient pas satisfaites. 

_ Cependant, il découle de ce qui précède 
0. 0 
= ln =; la =. 

Les courants libres seront non nuls, que si le déterminant À du 
système est nul: 

A= 0. (10.9) 


Dans ces conditions chacun des courants sera représenté par une indé- 


termination : 

0 à 0. 

HO ge ira 0 
en levant cette indétermination on peut obtenir la valeur réelle de chacun 
des courants libres. 

Nous ne nous occuperons pas ici à lever ces indéterminations, nous 
bornant à indiquer que le déterminant À du système d’ équations sous 
forme algébrique est nécessairement nul. 

L'équation À = 0 est appelée équation caractéristique. La seule in- 
connue de cette équation est p. Dans l’exemple examiné, ayant déve- 
loppé l’équation À — 0, nous obtenons : 


LE + Ra (Lip + Ra) + RE = 0, 


P?Rol1C+p RE) ERIRr 9 


Si cette fraction est nulle, son RE est nul égalèment. Par con- 
séquent, 


p'RalaC + p (RiReC + Li) + Ra + Ro = 0. (10.10) 
854 


Les racines de cette équation quadratique sont : 


R;,R:C L + R:RoC + L;)2—4 
Duo = (RRIC + 1) + VA . DA (RIT Ro) RalaC (10.11) 


Nous avons indiqué tout au début du $ 264 que la solution pour le 
courant libre est prise sous la forme Ae?!, Si l'équation caractéristique 
a nof pas une racine, mais plusieurs, ñn par exemple, chaque courant 
libre doit être pris sous la forme: | 


D Ane°ñ!, 
R=1 


Exemple 121. Trouver les racines de l’équation caractéristique 
du schéma de la fig. 294 pour les trois valeurs suivantes de C: 1) € — 
= Iu#F; 2) C= 10uF; 3) C = 100hF. Ri — R2 = 1000; Li = 1H. 

Solution. Pour C—=IuF 

RiR3C + Li = 100: 100. 106$ + 1 — 1,01; 
À (Ri+- Ro) RoL4C = 4.200: 100-1075 — 0,08 ; 
2R2L1C = 2100.10 —2.10"4; 
__—1,01 + V1, 01?— 0,08 , 
Par 90e — 
Pi= —2005 1; pe —9850s" 1. 
Pour C= 10OuF 


RiR:3C + Li=1,1; 4(Ri+ Re) RoLaC = 0,8; 
2R:LiC—2.10"*; 
p= — 23051; p;:—= —870s 1, 
Pour C = 100uF 


RiROC+Li—=2; 4(Ri+ Ro) RoliC =8 ; 
2RoL4C = 2.107; 
bi= —100+100j; pa= — 100— 100j. 


$ 266. Etablissement d’une équation caractéristique à partir de l’ex- 
pression pour l’impédance d’entrée d’un circuit en courant alternatif. 
L'équation caractéristique utilisée pour calculer. p est souvent établie 
par un procédé plus simple que celui décrit au paragraphe précédent. 
À cette fin on écrit l’expression de l’impédance d’entrée d’une branche. 
quelconque d’un circuit en courant alternatif [désignons-la par 
Z (jw)l, on remplace dans ie expression jw par p [on obtient ainsi- 
Z (p) et on écrit Z (p) — 

L'équation Z (p}) = 0 CNT toujours avec l'équation caractéristi- 
que. Assurons-nous-en sur les exemples suivants. 
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Exemple 122. Pour le circuit de la fig. 294 l’impédance d'entrée 
par rapport aux bornes ab est 
Zap (j@) = j@La + Rat He. 
27 joC 
Remplaçons dans cette expression jo par p, à la place de Z,4 (lo) écri- 


vons Z,» (p) et égalons à zéro: 
| 


Ro Co 
Zas (p) = La + Rat = 0, 
Ro Cp 
d’où 
pLiCRe+-p Lit RROH RIRE _ D 
1+ RoCP | 
ou : 
P°L.CR: + p (Li + RiR:C) + Ri + Ra = 0. (10.10") 


L'équation (10.10’) correspond exactement à (10.10) établie par une 
méthode difiérente. 
_. L'équation (10.10) a été établie en partant de l'expression pour 
l’impédance d'entrée de la première branche du circuit de la fig. 294, 
par rapport aux bornes ab. Nous obtenons exactement la même équation 
si l’expression de l’impédance d’entrée est prise pour uñe autre branche 
quelconque de ce circuit. 

Exemple 123. S’assurer que l'équation (10.10) peut être obtenue en 
écrivant l’impédance d'entrée de la troisième branche de Îa fig. 294, en y rempla- 


çant j& par p et en annulant Z (pb). 
Solution. Impédance d'entrée pour la troisième branche 


sh RER Ie 
JoC Re+Ri+jol: 
Remplaçons-y jw par p et annulons Z (p): 
l Ra (Ri+ pla) 
Z ee + — 0. 
PES TR ER pl 
P?LaCRa+p (Li+ RaRoC) + Ri + R2—0. (10.10") 
L'’équation (10.10”) correspond exactement à (10.10). 


Ze (©) — 


D'où 


$ 267. Subdivision des valeurs initiales indépendantes en valeurs 
essentielles et non essentielles. Il peut se trouver pour des circuits com- 
pliqués à grand nombre d’accumulateurs d'énergie que le nombre des 
valeurs initiales indépendantes (des conditions initiales) soit supérieur 
au degré de l'équation caractéristique et, par conséquent, supérieur 
au nombre des constantes d'intégration. 

Dans ce cas on utilise pour calculer les constantes d’intégration non 
pas toutes les conditions initiales indépendantes, mais une partie d’elles 
seulement. | 

Convenons d'appeler conditions initiales indépendantes essentielles 
ceux des courants circulant dans les’‘inductances et des tensions aux bor- 
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nes des capacités qui peuvent être donnés indépendamment des autres. 
Appelons non essentielles les autres conditions initiales indépendantes. 


Pour illustrer cette subdivision, rapportons-nous au circuit de la fig. 295. 
Il comprend trois inductances et une capacité. 

Ce circuit comporte quatre valeurs initiales indépendantes seulement (quatre 
conditions initiales): 


1) é4(04)—0; 2) i2(0,)—0; 8) é3(04)—0; 4) wc (04) — 0. 


Trois de ces valeurs sont essentielles et l’une est non essentielle. Le choix des 
valeurs essentielles est quelque’ peu arbitraire. Ainsi, si on prend comme valeur 
essentielle, les première, deuxième et qua- 
trième conditions, la condition 3 (0,)— 0 est 
non essentielle. Cette condition découle 
automatiquement de la première loi de 
Kirchhoff, indépendamment de l'existence 
ou de l’absence d’une inductance dans la 
troisième branche du circuit. 

Si par contre on prend comme con- 
ditions essentielles les première, troisième | | 
et quatrième conditions, c’est la deuxième Fig. 295 
condition ‘qui devient non essentielle. 

Exemple 124. S'assurer que pour le circuit de la fig. 295 l’équation ca- 
ractéristique sera de troisième et non pas de quatrième degré. 

Solution. Ecrivons l'expression pour l'impédance d'entrée 


I 
(eetag)rts 
HER nue Ce ee 


Ï 
bob pee 
P 2+TP 3+ PC 


D'où 
(Ri + pla) [1-E pêCo (Lo + La)] + pLs (1 + Calap?) = 0. 
Par conséquent, l'équation caractéristique est du troisième degré. 


S 268. Comment déterminer le degré d’une équation caractéristique ? 
Il faut savoir déterminer rapidement le degré de l’équation caracté- 
ristique d’un circuit, rien qu'en regardant le schéma du circuit, dont 
on veut étudier les phénomènes transitoires. La solution rapide de cette 
question permet d'évaluer à priori la complexité des calculs à exécuter 
et de reconnaître plus facilement une erreur éventuelle dans l’établis- 
sement de l’équation caractéristique. 

Le degré de l’équation caractéristique est égal au nombre des con- 
ditions initiales indépendantes essentielles dans le circuit après la com- 
mutation, une fois que ce circuit a été simplifié au maximum; ce degré 
ne dépend nullement de la nature de la-F.E.M. dans le circuit. 

La simplification que nous venons de mentionner consiste dans le 
remplacement des inductances couplées en série et en parallèle par une 
seule inductance équivalente de même qu’on doit substituer aux capaci- 
tés couplées en série et en parallèle une capacité équivalente *. 


* Nous supposons qu'il n'y ait pas d’autres résistances, des résistances acti- 
ves, par exemple, dans les branches comportant des capacités, que les tensions 
initiales aux bornes des capacités couplées en série soient inversement proportion- 
nelles à ces capacités et que les courants initiaux irculant dans les inductances 
couplées en série soient les mêmes. | 
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Ainsi, én ce qui concerne le circuit de la fig. 296, les L' et L’, 
couplées en série, doivent être remplacées par Li = L' + L! + 2M, 
s’ilexiste un couplage magnétique entre elles (M — 0 s’il n'existe pas 
de couplage magnétique) et on doit substituer les capacités C:, C< et C: 
par la capacité 

” CsCs 
LU 

La valeur initiale de la tension aux bornes de la capacité C; esl 
égale à la valeur initiale de la tension aux bornes de C.. 

Du fait de ces simplifications, le circuit de la fig. 296 est réduit au 
circuit de la fig. 297. Ce dernier comprend deux inductances et une capa- 
cité et ces trois valeurs initiales indépendantes sont des valeurs essentiel- 
les. Par conséquent, l'équation caractéristique sera de troisième degré. 

Deux inductances L; et L:, couplées en parallèle (et ne comportant 
pas de résistances actives), entre lesquelles il existe une inductance 


Fig. 296 Fig. 297 


mutuelle M, et pour lesquelles les valeurs initiales des courants sont 
1 (0) et i2 (0), peuvent être remplacées par l’inductance équivalente 
suivante : 


j, = hPa. 
Li EL EM" 
Le signe —, figurant au dénominateur, correspond au branchement en 


concordance et le signe + indique le branchement en opposition. La 
valeur initiale du courant circulant dans Z, est égale à é1 (0) + à (0). 

Remarquons en conclusion que le degré de l’équation caractéristique 
ne dépend pas de l’existence ou de l’absence de couplage magnétique 
entre les inductances du circuit. 

$S 269. Considérations sur les racines des équations caractéristiques. 
Le nombre des racines d’une équation caractéristique est égal au degré 
de cette équation. Lorsque l’équation caractéristique est une équation 
du premier degré, elle n’a qu’une seule racine, si elle est de deuxième 
degré, elle a deux racines, si elle est de troisième degré, elle a trois 
racines, etc. Une équation du premier degré a toujours une racine réelle 
(et non pas une racine imaginaire ou complexe). 

L'équation du deuxième degré peut avoir: 

a) deux racines réelles négatives différentes ; 

b) deux racines réelles négatives égales ; 

c}) deux racines complexes conjuguées à partie réelle négative. 
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Une équation du troisième degré peut avoir. 

a) trois racines réelles négatives différentes ; 

b) trois racines réelles négatives, dont deux égales; 

c) trois racines réelles négatives égales ; 

d) une racine réelle négative et deux racines complexes conjuguées 
à partie réelle négative. 

$S 270. Toutes les racines réelles des équations caractéristiques sont 
toujours négatives, tandis que les racines complexes ont toujours leurs 
parties réelles négatives. Les phénomènes transitoires libres se déroulent 
dans un circuit libéré des sources de F.E.M. Ces phénomènes sont décrits 
par des termes de la forme Ae?!, Les courants libres ne peuvent circuler 
dans un circuit libéré des sources de F.E.M. pendant un temps indéter- 
miné, puisqu'il n'existe pas dans ce circuit des sources d'énergie pouvant 
compenser les pertes par effet Joule, dues aux courants libres, pendant 
un temps indéterminé, En d’autres termes, les courants libres s’amortis- 
sent inévitablement. | 

Mais si les termes e°! doivent s'amortir en fonction du temps, la 
partie réelle de p doit être négative. 

Nous donnons dans le tableau ci-dessous les valeurs numériques 
de la fonction exponentielle 


es f (at). 


0,5 


IL 
1E 
+ 
mime 


0,018 | 0,0067. 


0,45 pr 0,223 + 0,135 ous | 0 0,05 


Examinons le caractère des variations des composantes libres au 
cours des phénomènes transitoires les plus simples dans les circuits à 
équation caractéristique du premier et deuxième degrés. 

Si le nombre des racines de l'équation caractéristique est supérieur 
à deux, le phénomène libre peut être représenté comme la combinaison 
de plusieurs phénomènes les plus simples. 

$S 271. Nature du phénomène transitoire libre lorsque l’équation 
caractéristique n’a qu’une seule racine. Dans ces conditions le courant 
libre peut être exprimé comme: 


i = Ae% (10.11) 


où p — — a ne dépend que des paramètres du circuit, et À est fonction 
des paramètres du circuit, de la F.E.M. et de l’instant d’enclenchement. 
Le caractère des variations de £, pour À => 0 ést illustré par la fig. 298. 
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Pendant l'intervalle de temps À = t — . la fonction Ae-%* diminue 


de e = 2,71 fois. En effet, pour £ = + — 


a 
Ï 


La grandeur + — _ = — est appelée constante de temps du circuit * ; 
+ dépend de la nature du circuit et de ses paramètres. Aïnsi pour le cir- 
cuit de la fig. 292 + — + pour le circuit 
de la fig. 293, a + — RC, pour le circuit 
de la fig. 308 + — EEE etc. 
1 
$ 272. Nature du phénomène transitoire £ 
libre pour une équation : caractéristique 
à deux racines réelles différentes. Soit 
Pa= —a@ et ps — —b. Pour fixer les idées, 
supposons b = a: 
L; == Aie” + ALe” li. (10. 12) 
Le caractère de variation du courant 
libre pour des constantes d'intégration 
À, et À, de signe et valeurs différents est 


illustré qualitativement par les courbes 
en gros trait des fig. 299, a, b, c, d. Sur 


Fig. 298 Fig. 299 


toutes ces figures la courbe / représente la fonction A,e-% et la courbe 
2— la fonction A:e-°f. La courbe résultante (en gros trait} est obtenue 
en additionnant les ordonnées des courbes / et 2. 

Pour la fig. 299, a A1 >> 0 et A >> 0. 

Pour la fig. 299, b A1 > 0, À» < 0, JA: 44. 

Pour la fig. 299, C À; > 0, À» << 0, À << À. 

Pour Îa fig. 299, d À: >. 0, À» TT 0, À —= A1: 


ï L'appellation « constante de temps » se rapporte à la constance de [a valeur 
de la sous-tangente à !l’exponentielle: la sous-tangente à l’exponentielle 
, | 


—— 


e Test numériquement égale à +. 
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$ 273. Nature du phénomène transitoire libre pour deux racines égales. 
Il a été dit au cours de mathématiques que [lorsque parmi les racines 
d'une équation caractéristique il existe deux racines égales p; = p2 — 
— — a, la solution doit être prise sous la forme suivante: 


Ag’! + Aotent = (A, + At) e %. (10.13) 


Cinq courbes différentes ont été tracées sur la fig. 300. Ces courbes 
montrent l’allure possible de variation de la fonction (A; + Aof) e-°! 
pour des signes différents des constantes 
d'intégration À; et 4, ainsi que lorsqu'une 
des constantes est nulle. 
Courbe 1 pour 4,0 et A4: 0. 
Courbe 2 pour A, <<0 et A: > 0. 
Courbe 8 pour 4, > 0 et A: < 0. 
Courbe 4 pour À; = 0 et A: > 0. 
Courbe 5 pour 4, > 0 et A4: = 0. 
$S 274. Nature du phénomène transitoire 

libre pour deux racines complexes conjtu- 

guées. Les racines complexes sont toujours 

conjuguées deux par deux. Ainsi, si l’une Fig. 300 

des racifies ps — — Ô + jwo, l’autre 

racine est po — — 6 — jwo. On sait que le terme de la solution qui leur 

correspond, £, par exemple, doit être pris sous la forme suivante : 


i, = Àe—t sin (@of + V) (10.14) 


L'expression (10.14) décrit une oscillation sinusoïdale amortie 
(fig. 301). Cette oscillation a une fréquence angulaire wo et une phase 
| initiale v. L'’enveloppe de l’oscillation est 
déterminée par la courbe Ae-ôt. Le phénomène 
oscillatoire s’amortit d'autant plus rapidement 
que la valeur de & est grande; À et v dépen- 
dent des valeurs des paramètres du circuit, des 
conditions initiales et de la valeur de la F.E.M. 
de la source; &, et Ô ne dépendent que des 
paramètres du circuit après la commutation ; 
| æo est appelé fréquence angulaire des oscil- 

Fig. 301 lations libres ; 6 est le coefficient (exposant) 
| | d'amortissement. 

$ 275. Certaines particularités des phénomènes transitoires. Nous 
avons déjà indiqué que la valeur totale d’une grandeur quelconque (du 
courant, de la tension, de la charge) est égale à la somme des compo- 
santes forcée et libre. Si parmi les racines de l'équation caractéristique 
il existe des racines complexes conjuguées ps, = — Ô* joo, Si la 
valeur de la fréquence angulaire des oscillations libres wo est pratique- 
ment égale à la fréquence angulaire & de la source de la F.E.M. sinu- 
soïdale (de la source d'alimentation) et si enfin le coefficient d'amortis- 
sement Ô est petit (circuit à pertes faibles), l’addition des composantes 
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forcée et libre donne une osciflation caractérisée par des battements de 
l'amplitude, suivant la fig. 302. 

L’oscillation représentée sur la fig. 302 diffère des battements. exami- 
nés au $ 180 par la diminution lente de l’amplitude d’une des compo- 
santes- de l’oscillation. | _ 

Si la fréquence angulaire de l’oscillation libre w4 est exactement égale 
à la fréquence angulaire de la source de la F.E.M. sinusoïdale, l'oscil- 
lation résultante a la forme représentée sur la fig. 303. 


Fig. 302 Fig. 303 


L'exemple le plus simple des oscillations de ce type est l’oscillation 
engendrée aux bornes du condensateur de la fig. 305, du fait de l’addition 
de l’oscillation forcée Uk» cos wf et de l’oscillation libre — Ucne St 
COS of: | 


Uo = Ucm (1 — et) COS @f. 


L'amplitude de l’oscillation résultante croit suivant une loi expo- 
nentielle. 

Lorsqu'une capacité (ou des capacités) existe dans un circuit, des 
pointes initiales de courant importantes, plusieurs fois supérieures à 


Fig. 305 


l'amplitude du courant en service permanent, peuvent apparaître dans 
ce circuit. Ainsi dans le circuit de la fig. 304, pour des conditions initiales 
nulles, la tension aux bornes des capacités est nulle et le courant dans 
la partie non ramifiée du circuit est égal à “nent à l'instant suivant 
la fermeture de l’interrupteur. Si 1 — 90°, le courant immédiatement 
après la fermeture de l'interrupteur est égal à #. Dans les circuits 
inductifs des surtensions dangereuses apparaissent aux bornes de cer- 


tains de leurs tronçons après ouverture des interrupteurs. Cette question 
sera examinée au $ 277. 
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Exemple 125. Il résulte de l'examen des oscillogrammes, que lorsqu'on 
branche le circuit de la fig. 305 à une source de tension sinusoïdale à fréquence 
angulaire © — 10 100 rad/s, le phénomène transitoire est accompagné des batte- 
ments de l’amplitude, conformément à la fig. 302. 

La période de ces battements est égale à 0,1255s. L’amplitude diminue de e 
De pt PA REneRE Trouver les valeurs de Z et R du circuit, si on sait que 

= ]uF. 

‘Solution. Désignons comme auparavant par @4 la fréquence angulaire 
oo propres. La fréquence des battements sera alors, conformément 
au , 


Op=— © =" = —— = 650 radfs *. 
Par conséquent, 
Op = © — 204 = 104 rad/s. 
D'après les conditions imposées, l’amplitude de l’oscillation résultante 


diminue de e fois pendant le temps T = 0,1255 s. Par conséquent, et - ei, ou 


1 
ea 1 
Ô 0,158 7,97 STE, 

En résolvant l’équation caractéristique pour le circuit de la fig. 305, on 
obtient: 


_ VALC—(RCR 1 2 
Mere. Vega 
où 
_ R 
Ô — SI * 
D'où 
l — m2.) A2 8 —- L — | | . 
To = 2 +È = 108 et Legs — 0,01 H ; 


R—8.2L—7,97.0,02—0,159 Q. 


$ 276. Phénomènes transitoires donnant lieu à l’amorçage d’un arc. 
Si le phénomène transitoire est dû à l'ouverture d’un interrupteur inter- 
calé dans un circuit électrique comprenant des inductances, un arc peut 
s’amorcer dans certaines conditions entre le contact fixe et le couteau 
de l’interrupteur. Lorsqu'on a affaire à un tel arc, le calcul du phéno- 
mêne transitoire devient très difficile et ne peut être fait par les métho- 
des exposées dans le présent chapitre. Ceci s'explique par la non-linéarité 
de la résistance de l’arc en fonction du courant qui y circule. On peut 
alors, si-on connaît la caractéristique courant-tension de l’arc, utiliser 
pour le calcul des phénomènes transitoires les méthodes exposées dans 
l’appendice C. | | 


* L'expression pour «4 a été établie au $ 180 dans l’hypothèse que les amplitu- 
des À, et A2 des deux oscillations à additionner sont constantes (ne varient pas 
en fonction du temps), Nous admettons ici que cette expression soit approxima- 
tivement vraie, même lorsque l’amplitude de l’une des osciilations, de l'amplitude 


A4, par exemple, ne varie que très lentement en fonction du temps CE oi) é 
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Exemple 126. Examiner l'éventualité de l’amorçage d'un arc (des étin- 
celles}, lors de l'ouverture de l’interrupteur intercalé dans le circuit de la fig. 306. 

Solution. Avant l'ouverture de l'interrupteur le régime permanent suivant 
existait dans ce circuit 


Ë 2 E 
O0); 0) 
R 3 R 2 3 R 
R+—- 


Supposons que l’arc ne s’amorce pas, si l’ouverture de l'interrupteur est suf- 
fisamment lente. Dans ces conditions le courant à, tombe instantanément à zéro, 
| tandis que le courant &(0,) doit être égal 
à i2 (0,). Mais ceci ne peut avoir lieu en réalité, 
car aucun de ces courants (£ et i:) ne peut 
varier brusquement, conformément à la première 
loi de commutation. 

Par conséquent, on peut s'attendre à ce 
que, lorsque l’ouverture des couteaux de l'inter- 
rupteur est suffisamment lente, un arc (des 
étincelles) peuvent apparaître dans certaines 
conditions déterminées. 


$ 277. Surtensions dangereuses dues 
à la rupture des branches des circuits 
comprenant des inductances. Des tensions très supérieures à celles 
établies peuvent apparaître dans certains tronçons des circuits électri- 
ques, compreriant des inductances importantes, lors de l’ouverture des 
interrupteurs intercalés dans ces circuits. On appelle surtensions les 
tensions de valeur supérieure à celles établies en service permanent. Ces 
surtensions peuvent être tellement importantes qu’elles provoquent le 
percement de l'isolement et la mise hors service de l’appareillage de 
mesure. 


Fig. 306 


Exemple 127. Examinons l'exemple numérique suivant. 

Un voltmètre (fig. 307} est branché aux bornes d’une bobine d’inductance 
R = 100Q, L = 10 H. Résistance du voltmètre: Ry — 3 000Q; E — 100 V. 
Trouver la tension aux bornes du voltmètre pour 
t — 0, en admettant que l'ouverture de l’inter- 
rupteur ait eu lieu instantanément et qu’il n’y 
ait pas eu d'arc. 


Solution. Avant l'ouverture de l'inter- L 
rupteur, le courant == 1A circule dans } £ 
Li? R 


l’inductance L. Une énergie magnétique ns 


a été accumulée dans cette inductance. Si on 
admet que l’ouverture de l’interrupteur se soit 
produite instantanément, qu'il n'y ait pas eu 
d'arc et étant donné que le courant circulant dans l’inductance doit rester égal 
à 14, le circuit fermé constitué par le voltmètre et la bobine au premier instant 
après ouverture de l'interrupteur est parcouru par un courant de 14, dû à l'énergie 
accumulée dans le champ magnétique de l'inductance. Dans ces conditions le 
voltmètre indique une pointe de tension de l’ordre de 3 000 V. Une impulsion 
de courant aussi importante traversant le voltmètre peut griller la bobine de cet 
appareil et le mettre hors service. 

. Lorsque Îes contacts de l'interrupteur du circuit de la fig. 307 s’ouvrent avec 
une vitesse finie, un arc peut s’amorcer entre ces contacts. De ce fait la valeur de 
la tension aux bornes du voltmètre sera plus basse, que dans le cas idéalisé, exa- 
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Fig. 307 


miné plus haut, lorsque l'interrupteur s'ouvrait instantanément sans donner lieu 
à un arc *. 

Pour ne pas « griller » le voltmètre intercalé dans le circuit de la fig. 307, il 
faut commencer par le débrancher et n’ouvrir l'interrupteur qu'ensuite. 

Les surtensions se manifestent d'autant plus fortement que les inductances Z£ 
des circuits sont importantes. Ces surtensions sont particulièrement dangereuses 
.dans les circuits à courant continu, comprenant des inductances de l’ordre de 
plusieurs henries ou plusieurs dizaines de henries. Dans ces circuits il faut prendre 
des précautions spéciales pour les couper (l'interrupteur ne doit être coupé 
.qu'’après insertion de résistances actives additionnelles dans Île circuit). 


Ceci termine l'examen général du caractère des variations des courants 
et tensions libres et de certaines particularités générales des phénomènes 
transitoires; nous ‘allons aborder maintenant l’étude des méthodes 
d'analyse et de calcul des ‘phénomènes transitoires eux-mêmes. 

Commençons par examiner certains traits communs aux diverses 
méthodes. 

$ 278. Généralités sur les méthodes d'analyse des phénomènes tran- 
sitoires dans les circuits électriques linéaires. Le calcul des phénomènes 
transitoires dans un circuit électrique linéaire quelconque comprend les 
opérations principales suivantes : 

1. Choix des sens positifs pour les courants dans les branches du 
circuit. | 

2. Calcul des courants et des tensions immédiatement avant la com- 
mutation. | 

3. Etablissement de l’équation caractéristique et recherche de ses 
racines. 

4. Etablissement des expressions en fonction du temps pour les 
courants et tensions cherchés. 

Les méthodes les plus répandues de calcul des phénomènes transi- 
toires sont les suivants: 

1) méthode appelée « classique » dans les ouvrages spécialisés ; 

2) méthode opérationnelle ; 

3) méthode de calcul avec utilisation de l'intégrale de Duhamel. 

Pour toutes ces méthodes les quatre opérations ou étapes de calcul, 
mentionnées ci-dessus, sont obligatoires. | 

Les trois premières opérations (qui ont été déjà examinées sommaïire- 
ment) sont parfaitement identiques pour toutes les méthodes et on doit 
les considérer comme partie de calcul commune à ces méthodes. 

Une différence entre ces méthodes n'apparaît que dans la quatrième 
le plus fastidieuse étape de calcul. | 

Parmi les trois méthodes énumérées on utilise le plus fréquemment 
les méthodes classique et opérationnelle, et moins souvent, la méthode 
de calcul basée sur l’utilisation de l'intégrale de Duhamel. Plus loin, 
lorsque nous serons suffisamment familiarisés avec ces méthodes, nous 


* Dans une étude plus détaillée de ce phénomène on aurait dû tenir compte 
de l'influence des capacités entre spires et des capacités par rapport à Îa terre 
(voir $ 316). Si on néglige l’arc, les capacités réparties et les valeurs de l’inductan- 
ce L, le calcul ci-dessus n’est que très approximatif et doit être considéré comme 
donné à titre illustratif. 


365 


donnerons leur évaluation respective et les domaines recommandés 
d'utilisation de chacune d'elles (voir $ 307). 

En radiotechnique on utilise en plus des trois méthodes énumérées, également 
une méthode d’analyse des phénomènes transitoires basée sur l'intégrale de Fou- 
rier. Certaines questions concernant l’intégrale de Fourier sont examinées sommaire- 
ment dans l’appendice B. 

$S 279. Définition de la méthode ciassique de calcul des phénomènes 
transitoires. On appelle méthode classique de calcul de phénomènes 
transitoires, la méthode pour laquelle la solution de l'équation diffé- 
rentielle est la somme des solutions forcée et libre et dans laquelle les 
constantes d'intégration figurant dans l’expression du courant (ou de 
la tension) libre sont déterminées en résolvant le système d’équations 
algébriques linéaires, suivant les valeurs connues des racines de l’équa- 
tion caractéristique et les valeurs connues de la composante libre du 
courant et de ses dérivées, prises pour £ — 0.. 

$S 280. Détermination des constantes d'intégration dans la méthode 
classique. 11 découle de ce qui précède qu'un courant libre quelconque ou 
une tension libre quelconque peuvent être représentés sous forme d’une 
somme de termes exponentiels. Le nombre de termes de cette somme 
est égal au nombre des racines de l’équation caractéristique. 

Ainsi pour deux racines réelles différentes on a 


. Î 
i, = Ae°it + AeP2' : 
et pour trois racines réelles différentes : 
£ j t 
li — ÀAe”i! + Aoe?2! + Ase?3 . 


En utilisant les équations de Kirchhoff et des lois de commutation 
on peut trouver pour un circuit quelconque: 

1) la valeur numérique du courant libre cherché pour £ — 0,; nous 
la désignerons par é, (0;) et 2) la valeur numérique de la première déri- 
vée et, au. besoin, des dérivées supérieures du courant libre, prises pour 
4 = 0;. La valeur numérique de la première dérivée du courant libre 
pour £ = 0, est désignée par é; (0). Désignons de même par à (0,) la 
valeur numérique de la seconde dérivée du courant libre pour # = 0,. 
etc. 

Examinons la méthode de détermination des constantes d'intégra- 
tion À:, A», ..., en supposant y (0:), i; (0), 7 (0,) connus, ainsi 
que les valeurs des racines p4, Do, ... 

Si l'équation caractéristique du circuit est une équation du premier 
degré, on a i, = Ae’t. La constante d'intégration À est déterminée 
d’après la valeur du courant libre £; (0.): 


A=i, (04). (10.15) 


. Si l'équation caractéristique est du deuxième degré-et si ses racines 
sont réelles et différentes, on a 


1 Cia | i Aie? JL AePe?, (10. 16} 
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Dérivons cette équation par rapport au temps: 
ii = prAePi + psAseP2!, (10.16'} 
Ecrivons les équations (10.16) et (10.16) pour { — 0 (n’oublions 
pas que £ — O ePit — ePrt — ]}); nous obtenons 
li (04) — À + À ; (10.17) 
di (04) = p141 + Dada. (10.17) 


Dans ce système d'équations on connaît £, (0:), ë; (04), pa et pe; 
les inconnues sont À, et A2. 
La solution du système d'équations (10.17) et (10.17’) donne 


4 (04) — pair Os), À 
Pi —P2 (10.17”} 
À» = Êy (0) — Àn. 
Si les racines de l'équation caractéristique sont complexes conjuguées, 
le courant libre doit être pris sous la forme suivante: 
i, — Aeèt sin (@pt + v) (10.18) 
La fréquence angulaire w et l’exposant d'amortissement & sont 
connus à partir de la solution de l’équation caractéristique. 
Dans ce cas aussi la détermination des deux inconnues À et v se fait. 
d’après les valeurs i, (0;) et à; (0:). 
Dérivons par rapport au temps l'équation (10.18); nous obtenons: 
is — — Aôeôt sin (@pf + v) + Aoge 6! cos (@pË + v). (10.18) 
Ecrivons l’équation (10.18) pour {= 0, : 
ê (04) — — A8 sin v + Aa, cos v. 
Ainsi pour calculer les deux inconnues À et v nous disposons de 
deux équations suivantes : 
ee | (10.19) 
ir (04) — A sin v + @o4 cos v. 


Pour un circuit, dont l’équation caractéristique est du troisième 
degré, le courant libre est: 


= Age + AgeP2! + Age, (10.20) 


Trouvons la première dérivée et ensuite la seconde dérivée des pre- 
mier et Second membres de l'équation (10.20) : 


ii = piAie1 + paApeP2 + psAse?s ; (10.21) 
= pAse"it + piAsePi + pr Ages". (10.22) 
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Ecrivons (10.20), (10:21) et (10.22) pour £—0;: 
Ly (04) = A1 + As + 43; 
it (0+) = pa Ai + P2Â2 + DPs43; | (10.23) 
ii (04) = pi Ai + ps + PA. 


Le système d'équations (10.23) est un système de trois équations 
algébriques linéaires à trois inconnues : A1, À, et A3. Toutes les autres 
quantités faisant partie de ce système [p1, po, ps, br (04), & (0:), à (0) 
sont connues. 


Il y a lieu de signaler ici que dans les circuits ramifiés compliqués comprenant 
plusieurs accumulateurs d'énergie et pour certaines relations particulières entre 
leurs paramètres, les valeurs initiales d’un ou de plusieurs courants ou tensions 
libres peuvent être nulles. Dans ces conditions le nombre de composantes libres 
de tel ou tel courant ou tension peut être inférieur au nombre des racines de 
l'équation caractéristique et ne pas être égal aux nombres des composantes libres 
des autres courants. Ce phénomène peut avoir lieu par exemple, si l’une des fré- 
quences angulaires @, des oscillations libres s'avère exactement égale à la 
fréquence angulaire propre d’un circuit résonnant série ou parallèle, faisant partie 
du schéma. Dans ce cas et pour cette fréquence de la composante libre, le circuit 
résonnant série (circuit accepteur) court-circuitera pratiquement le tronçon du 
schéma, aux bornes duquel il est raccordé, tandis que le circuit résonnant parallèle 
(circuit antirésonnant) coupera pour ainsi dire le circuit pour cette fréquence. 


Examinons maintenant quelques exemples numériques des calculs 
des phénomènes transitoires par la méthode:classique pour des circuits 
des premier et deuxième degrés, comprenant des sources de F.E.M. con- 
tinue et sinusoïdale et à conditions initiales nulles ou non nulles. 

Exemple 128. Supposons que les conditions initiales nulles 
suivantes existaient dans le circuit de la fig. 308, avant la fermeture 
de l'interrupteur : E — 210 V; Ri = 1000 Q; Ro = 2000 Q; C = 50 uF. 
On demande: 1) trouver les valeurs initiales des composantes totales 
forcées et libres de tous les courarits et tensions aux bornes de la capa- 
cité du circuit; 2} déterminer la loi de variation en fonction de temps 

des courants dans toutes les branches du circuit 
et de la tension aux bornes de la capacité. 


Solution de la première par- 
tie du problème 


Choisissons les sens positifs pour Îles courants 
dans les branches conformément à la fig. 308. 
Fig. 308 Les sens positifs pour les tensions seront pris, 
comme ceci est fait habituellement, coïncidents 
à ceux des courants. 
La tension aux bornes du condensateur était nulle avant la ferme- 
ture de l'interrupteur : 


Uc (0-) — (. 


Conformément à la deuxième loi de commutation, elle reste nulle 
immédiaternent après la commutation, pour # = 0,. Ecrivons les équa- 
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tions suivant les lois de Kirchhofi : 
Ri+ uc=EË; 
Uc = Î2R2; 
li — lo -t- La. 
Récrivons les mêmes équations pour é— 0; : 
Rii, (0+) + uc (04) = E ; 
uc (0+) = i2 (04) Ra; 
a (04) = ê2 (04) + is (04). 
Etant donné que ud0\= 0, on a 


: Ê 210 
li (0) = — 1000 — 21 À : 


io (04) —0 ; 
Le (0) Fr l (0) _— Lo (0) —: 0,21 À. 
La seule valeur initiale indépendante du circuit est 
uc (0:) =0. 


Toutes les autres valeurs initiales sont dépendantes. 
Trouvons les valeurs forcées des courants. 
Une source de F.E.M. continue existe dans le circuit. Pour le courant 
continu, la capacité joue le rôle d’une rupture du circuit. 
Pär conséquent, 
Las — 0 
E 210 


dif = LE RER © 3006 — 007 À. 


La tension forcée aux bornes du condensateur est égale à la tension 
forcée aux bornes de la résistance R, : 


_ _ _ ER? 
UC, =UR, = pp, 140 V. 


Trouvons maintenant les composantes libres des courants. A cette 
fin représentons chaque courant pour f{ — 0, sous forme de la somme des 
courants forcé et libre: 


l1 (04) = ap (04) + és (04) 3 
d’où 
in (O4) — êà (04) — iss (04) — 0,21 — 0,07 — 0,14 À; 
iox (0+) = io (04) — ios (04) = 0 — 0,07 = — 0,07 À; 
bar (04) — és (04) — is (0+) — 0,21 —0=0,21 4; 
ucr (04) = uo (04) — uoy (04) = 0— 140 — — 140 V. 
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Solution de la deuxième partie du problème 
L’équation caractéristique (voir pour son établissement $ 266) : 
PRiR:C + Ri + Ro = 0 


n’a qu’une seule racine : 


Du fait que l’équation caractéristique n’a qu’une seule racine, nous 
prendrons la composante libre de chacune des valeurs cherchées sous 
la forme Aert (les constantes À seront écrites avec 
le même indice que les courants à calculer) : 


hU= lat dat = t+ Aie? — 0,07 + 0,14e-30: À : 
Lepeihe et Ase?t = 0,07 — 0,07e-30t À : 
La dj + Ea = 0 + Ase?! 0216-04 


E p 
Fig. 309 uc =YWcs+uüc— RUE + A,et = 140 — 140e—30€ V. 


Les courbes des courants et de la tension u, sont représentées quali- 
tativement en fonction du temps sur la fig. 309. 
La constante d’intégration À: est égale à la valeur de la composante 
libre du courant ,, pour £ — 0, c'est-à-dire 


À, == laz (0:) + 0, 14 À. 
Les autres constantes d'intégration sont : 


À —= Lo] (0) == — 0,07 A ; 
Aÿ== La (04) = 0,21 À; 


À, = Uc! (04) — — ]40 Y, 


Nous avons écrit ci-dessus la solution sous forme numérique. Ecri- 
vons-la maintenant sous forme littérale : 


Ai bi (04) — ia (00) = Rp : 
A2" i (04) — i25 (04) 0-7 : 
A3= is(0+)— ia (04+) = 0 = ; 
Ai = üc (04) —uoy (0+) = + R. 
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Dans leur forme générale les valeurs cherchées peuvent être écrites 


comme suit 
en E _ pi : 
H ” ki FA (1 Re F 4 


Exemple 129. Le régime ue suivant existait dans le 
circuit de la fig. 310 avant la fermeture de l'interrupteur : Ri = R; = 
= R3=50Q; C—I0O0OUF; E — 150 Y. 

On demande: 1) trouver les composantes 
totales, forcées et libres des courants et de la 
tension aux bornes du condensateur, ainsi que 
la valeur.initiale de la dérivée de la tension 
libre aux bornes de ce condensateur : 2) calculer 
les courants 1, és, ia et la tension uw. en fonc- 
tion du temps. Fig. 310 


Solution de la première partie du problème 


Avant la commutation i2 (0) = 0 et 


: ; E 150 
RONA ER io 


La tension aux bornes du condensateur était égale à la tension aux 
bornes de la résistance R3 


uc(0-)=i3(0-) R3= 1:50 = 50 V. 
Trouvons les valeurs forcées après la commutation 
ss — E — 150 _ 
by ls = RTS © 1060 — — 5 À; 
ucf (0+) — la (0) R; — 1,5: 50 — 75 V. 
Ecrivons, conformément à la deuxième loi de Kirchhoff, les équa- 


tions pour le circuit constitué par les première et deuxième branches 
pour f = 0, : 


ii (0+) Ri + uc(0+) = E 
mais uc (0+) = uc (0-). 
Par conséquent, 


: — _) : 150—50 | 
0) = RD ES 2 4: 


En partant de l'équation. 
uc (0+)—i3(0+) Rs 
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Qr1 trouve : 
ia (04) = #0 - | À. 


Conformément à la première loi de Kirchhoff : 
y (04) = £2 (04) + és (04). 
Par conséquent, 
Lo (0;) = à (0,) — is (04) = 2 — l es | À. 


Les composantes libres seront trouvées comme différences entre leurs 
valeurs totales et forcées : 


uci (0+) = uc (04) — ucy (04) = 50—75 — —25V; 
biz (O4) = 4 (04) — das (04) = 2 — 1,5 —0,5 À; 
Épt (O4) = É2 (04) — éo; (04) = 1 —0 — 1 À; 
Las (0+) = 304) — Éas (04) = 1 — 1,5 = —0,5 À. 


Puisque le courant libre circulant dans la capacité est 


: duc 
h=C— ? 
on 4 
duci _ à 
dt  C 
Dans l’exemple examiné 
duci ar (04) 1 
ee a RU) = + = ja 
di ls. C 100.106 — LOF VIS. 


Solution de la deuxième partie du problème 
_ L'équation caractéristique pour le circuit après. la commutation 
n’a qu’une seule racine: 
_ _ RIERS 400 s1. 


. Chaque courant est égal à la somme des composantes forcée et libre 
Aert, où À est égal à la valeur de la composante libre pour é = 0; : 


= 1,5+0,5e-400t À; 
li) = 67400 À ; 
= 1,5 —0,5e—400t 4: 
uc—=75—25e-400t V. 
Les courbes correspondantes sont représentées sur la fig. 311. 
Exemple 130. Le régime permanent suivant existait dans le 


circuit de la fig. 312 avant la commutation: Ri = 40 Q; R: = R: — 
= 160 Q; L—2H; E = ]20 V. 
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On demande: 1} trouver les composantes libres des courants et la 
composante libre de la tension aux bornes de l’inductance pour i = 0, 
2) trouver les courants 51, £, et u, en fonction 
du temps. 


Solution de la première 
partie du problème 


En régime permanent, avant la commu- 
tation (le courant continu ne donnant pas 
lieu à une chute de tension dans l’inductance), 
les courants sont calculés comme suit : 


la (0-)— i2 (0-) + is (0-) = 2i2 (0-) — 
- E _— —1A. 


Par conséquent, £ (0-) = 0,5 À. 
Les courants forcés après la com- 
mutation | 


à E 
Ai D ER, — 0,6 À. 


Conformément à Îla première loi de com- 
mutation 
Lo (0-) — 9 (04) = 0,5 À. 


Nous obfenons é2s (0+) — 1 (0+) : 
Lo] (0) — Lo (04) —5 (0) —=0,5—0,6 —= —0, | À . 


Pour déterminer la tension libre aux bornes de Fig. 312 
l’inductance pour {= 0., écrivons l’équation 
suivant la deuxième loi de Kirchhoff pour le circuit après la com- 


mutation : 
lot (0+) (Ra + Ro) + ui: (04) = 0. 
Uri (0.) = 20 Y. 


D'où 


Solution de la deuxième partie du problème 
L’équation caractéristique pL + (Ri1 + R2) — O0 n’a qu’une seule 


racine p —— 100 st. 
Les valeurs des composantes forcées et libres sont tirées de la première 
partie du problème. Nous avons: 


li = l2 = 0,6—0,1e—100 4 
et. ur, = 20e-100! Y. 
Les courbes é, i, et u, sont représentées qualitativement sur la fig. 313. 
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Exemple 131. Dans le circuit de la fig. 314 le régime perma- 
nent suivant existait avant la fermeture de l'interrupteur : R; = R: — 


> = 
| —=2Q; œL—3Q; e (f) — 127 sin (o{— 
| 
t 
A 
KL 
| 4 


— 50°) V. 
On demande: 1) trouver éz (01); 2) 
Fig. 313 Fig. 314 


déterminer la loi de variation du courant 
dans le circuit après la commutation. 


Solution de la première partie du problème 


Trouvons l’amplitude complexe du courant dans le circuit avant 
la commutation : 
127e—750° 

4 + 3j 
Valeur instantanée du courant avant la commutation : 
i — 25,4 sin (@f — 86°50'). 
À l'instant de la commutation (pour œf — 0) | 
i (0-) — 25,4 sin (— 86°50’) — — 25,35 À. 
Courant forcé après la commutation 
197e7 90° 
943; 
Valeur instantanée du courant forcé 
is — 30,2 sin (wf — 106°20) ; 
i;(0,) — 35,2 sin (— 106°20') — — 33,8 À. 
Suivant !à première loi de commutation 
i(0-) = à (04) = — 25,35 À. 


i (04) = êy (04) + éx (04). 


D == 25,4e—j86°50" À, 


Im = — 35,2e—3106°20", 


Mais 


Par conséquent, 
Li (04) = à (04) — à; (0:) — — 25,35 + 33,8 — 8,45 À. 
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Solution de la deuxième partie du problème 


L’équation caractéristique pL + R: = 0 a la racine suivante: 


p = — = — & ET x 210 Se 
@. 


Conformément aux données de la première partie du problème, le 
courant dans le circuit avant la commutation (courbe 7 de la fig. 315 
avant of —= 0) est: 


i = 25,4 sin (wf — 86°50/) À. 
Courant forcé après commutation 
if — 85,2 sin (ot — 106°20') À (courbe 2, fig. 315); 
l, (0+) — 8,54 À. 
Par conséquent, 
iii = 35,2 sin (of — 106°20') + 8,54e-210 À, 


La courbe 3 de Îa fig. 315 représente le courant libre, la courbe 4 
est le courant total après la commutation (les ordonnées de la courbe 4 
pour w{>0 sont égales à la somme des ordonnées des courbes 2 et 3). 


Fig. 315 Fig. 316 


Exemple 132. On ferme l'interrupteur dans la troisième branche 
du circuit de la fig. 316. Le régime permanent suivant e (i) —- E — 
— 120 V existait dans le circuit avant cette opération. 

On demande: 

l) trouver 


:  f{ di duçci . 
ia (0+); (2 + uor(0+)et (7 ) 


2) calculer £: (ô) et uc (#). 
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Solution de la première partie du problème 


Avant la fermeture de l'interrupteur 


L1 (O- ) — io (0- JSF 50710 — 2 À: 


Cherchons les courants forcés et la tension aux bornes du condensa- 
teur après la commutation: 


las = lof —2:À; 
Le courant continu ne traverse pas Île condensateur et par conséquent, 
Las = 0. 
11 n'existe pas de chute de tension dans l’inductance du fait du cou- 
rant continu, et par conséquent, 
Uz2f — 0. 


La tension forcée aux bornes du condensateur est égale à la chute de 
tension dans la résistance R:, due au courant i,;: 


ug;—= 2:10 — 20 V. 
Suivant la première loi de commutation 
Lo (0-) —= lo (04) — 2 À. 


Mais 
La (0+) — éoy (0+) —- Los (O+) 
d'où 
ox (0+) = ê2 (04) — i2y (04) = 2—2—=0. 
a (04) = é2 (04) + is (04), 
ou 


li (04) — 2 + is (04). 


Ecrivons l'équation suivant la deuxième loi de Kirchhoff pour uñe 
maille constituée par la première et la troisième branches : 
la (0+) Ri + Ë3 (04) Ra + uoc (04) = E 
Du fait que 
UC (0+) —= 0 et la (0) = 2 + la (0+), 
on à 
E—92R; __ 120—2.50 


ls (04) — Ri+Rs = 55% “02 À. 


Trouvons ê3r (04) : 
Loi (0+) —— La (0) — Las (0:) — 0,2 — 0 = 0,2 À. 
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Pour calculer uwrz (O:) écrivons l’équation pour les composantes 
libres le long de la maille formée par la première et la deuxième 
branches : 

Lin (O4) Ra + Éor (0+) Ra + üra (0+) — 0, 
d'où 
Uzs (0+) = — Lys (04) Ra — for (04) Ro = — 0,250 +0 — — 10 V. 
Mais 


Par conséquent, 


Nous trouverons la tension libre aux bornes du condensateur pour 
t — 0} à l’aide de la deuxième loi de commutation : 
Uc (0) = UC (0+) ; . 
uc (04) = uez (0+) + ci (0:) 9 
0 = 20 + uor(0+), 
d’où 
Uc1i (0) — — 20 Y. 
Déterminons la vitesse de variation de la tension libre aux bornes 


du condensateur pour £ — 04. 
À cette fin utilisons l’expression 


du 
1 Ce > 
Par conséquent, 
duci iar (04) 0,2 
(= Le = QD UE 2 1333 Vis. 


Solution de la deuxième partie du problème 


L'’équation caractéristique 
P'LoC (Ri + Ra) + PIC (ReR3 + RiRa + RiRs) + La] + Ri + Ra =0 
a deux racines complexes conjuguées : 
Pi —42,1+)j15,28 7 et p;——42,1— 15,251. 


Par conséquent, la composante libre doit être écrite sous la forme 


suivante : 
Aeût sin (wpf + v), 


où 8 — 42,1 et oo — 15,2; À et v sont déterminés à l’aide de la compo- 
sante libre et de sa dérivée première pour # — 0. 
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En partant des données de la première partie du problème 
Éof = 2 #4: Loy (0) —= 0: Lo] (0,) — 5 AIS ; 
ucs = 20 V ; ucr (04) =. —20 V ; ucr(0,) = 1333 Vs. 


La fonction Ae—$t sin (wof + v) est égale à À sin v pour é — 0. 
La dérivée de la fonction Ae-6f sin (of + v) est: 


— Aer ôt sin (@of + v) + Ae-to cos (@pf + v). 
La valeur de cette dérivée pour # = 0 est: 
— Ô À sin v + w,A cos v. 


Trouvons les valeurs de À et v pour la composante libre du courant £». 
Ecrivons pour ceci les deux équations 


suivantes : 
d Lar (04) —0 ou Asinv==0; 
ÿ 9 Loy (0.) — —5 ou 
— ÔÀ sin v La cos v = —5. 
| La solution en commun de ces deux 
ÿ t équations donne : 
Fig. 317 v=0et A=— —0,328 A. 


Par conséquent, 
Lo —= lof = Lo} 2 —0,328e-*42.1tsin 15,2f À. 


La courbe 7 de la fig. 317 est celle de i» = f (à. 
Cherchons À et v pour la composante libre de la tension wc: 


uc(0,)= —20 ou Asinv-=—20; 
ue (0,)= 1333 ou — à À sin v + w À cos v == 1333. 
D'où 
A=37,9 et v——31%52. 
Ainsi 
uc =ucs tue = 20 + 37,9e—42ttsin (15,24 — 3152") V. 


La caurbe 2 de la fig. 317 représente uc = f (ô). 
Exemple 133. Pour le circuit de la fig. 316 
e (£) = 127 sin (314f + 40°) V. 


Les paramètres de ce circuit sont les mêmes que dans l'exemple 132. 
Avant la fermeture de l'interrupteur Île régime permanent suivant 
existait dans ce circuit: 


UC (0 _} =0, 
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On demande : 


]) trouver 
du 


à di 
in (0): (2) 5 da (0) et (Et) 
2) calculer £, (#) et uc (à. 


Solution de la première partie du problème 


On avait avant la commutation 
ë à 197 340° nie 
Lim = Dom —= B0 16 = 0,202e-—144 30° À : 
Lu — Lo — 0,202 sin (oé = 44°30") ; 
ê1 (0_) — i2 (0) — 0,202 sin (— 44°30') — — 0,1415 À. 
Calculons les courants et les tensions forcés aux bornes du condensa- 


teur après la commutation. 
Impédance d'entrée du circuit 


j 
(Ro joLs) Ra | 
Rat ioLo+ Rs — 


: Ê mt 127e/40 1 [.] ’ 
me ge neo = 1218654960" A, 
Valeur instantanée du courant iorcé i, après la commutation 
la = 1,213 sin (œf + 49°50") : 
tif (0,) — 1,213 sin 49°50 — 0,923 À. 


L’impédance complexe des deuxième et troisième branches couplées 
en parallèle 


_ Retioln (Rec) 


= 56,3e—i18°35", 
Ri+ijoLe+R3 — JL 


23 


Tension complexe aux bornes du tronçon branché en parallèle 


Üosm = lamZos = 1,2136549°50". 56, 3651836" — 68, 2581°15" /: 


© Upsm 68.267811 er. 
Lam = 2e = Gens — 0, 108563 


+ Üpgm _ 68,2688148 54920 
eZ — sDdhs 00e 
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Valeurs instantanées des courants forcés £, et ;; après la commutation : 


= 0,1085 sin (wf — 58°45/) : 
= 1,253 sin (œé + 54°20") ; 
ia (0,) = 0,1085 sin (—58°45/) = — 0,0928 À ; 
is (0,) = 1,253 sin 54°20 = 1,016 À. 


Tension forcée aux bornes du condensateur 
Ücm= lam ( — 1) = 1,258e554°20".21 36-190" = 26,7e—-18540". 
Valeur instantanée de la tension forcée aux bornes du condensateur 
après la commutation 
uc = 26,7 sin (of — 35°40") ; 

ucs (0,) — 26,7 sin (—35°40') — — 15,57 V. 

Cherchons i» (0,). Suivant la première loi de commutation 
lo (0) = 2 (0,) — —0,1415 —i:; (0,) +62; (O.) ; 
lof (0,) — — 0,0928 À ; 
lof (0,) — —0,1415 + 0,0928 — —0,0487 À. 


La tension libre aux bornes du condensateur wc, (0,) est trouvée à 
l’aide de la deuxième loi de commutation : 


uc (0_) = uc; (0,) + wc (0,) ; 
Uci (0.) + Uc (O_) — UC; (0.) — 0 — (— 15,07) = 15,57 V. 


Pour calculer i3r (0:) écrivons l'équation pour la maille constituée 
par les première et troisième branches : 


ie (04) Ra + is (04) Ra or (0,) = 0. 
Substituons à £,(0,) dans cette expression 
[— 0,0487 + ru (0,)] 
en tenant compte que 
u ci (0,) = 15,57 V. 
Trouvons : 


— 1 ? 9 
is (0) ne — —0,1314 A: 


(ET (0,) FF Lo (0) + LE (0,) — —0,18 À. 
Pour calculer 


uza (0,) = L (Se). 
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écrivons l’équation pour une maille constituée par les première et deu- 
xiême branches : 


lue (O,) Ra + or (04) Ro + une (0,) = 0, 
d’où 
Ur! (O.) —= 9,487 V ; 


dir _ ure(0) 9,487 | | 
( dt ho RE MANU 


2 
du | 
C2 _ is2 (04) __ —0,1814 


Solution de la deuxième partie du problème 


En partant des données obtenues lors de la solution de la première 
partie du problème écrivons 
lg = 0,1085 sin (of — 58°45") ; i2 (0,) — —0,0487 À; 
Lo (0,) — 4,74 As; 
uc; = 26,7 Sin (of —35°40") ; uoz (0,) — 15,57 V; 
ucr (0,) = — 876 Vis. 
Les racines de l’équation caractéristique sont les mêmes que dans 


l'exemple précédent. Pour calculer À et v pour £:, écrivons les deux 
équations suivantes : 


Asinv— —0,0487 : 
— ÔA sin v + À cos v — 4,74 : 
d’où 
A=0,184 À et v= —15°20". 
Par conséquent, 


Lo = log + os = 0,1085 sin (of — 58°45") + 0,184e-22,1t 
sin (19,2£ — 15°20°) À. 


Pour calculer les constantes À et v pour us, écrivons les deux équa- 
tions suivantes : 


A sin v = 15,57 ; 
— ÔÀ sin v + @A cos v — — 876. 
La solution en commun de ces équations donne : 
À = 21,3 et v— 136°50' ; 
uUc = üuc; + Uc = 26,7 Sin (@f — 35°40) + 
+21,3e—#2.1t sin (15,2£ + 136°50°) V 
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Passons maintenant à l’étude de la deuxième méthode du calcul des 
phénomènes transitoires dans les circuits électriques linéaires, à savoir 
de la méthode opérationnelle. 

Rappelons pour commencer certaines considérations déjà connues. 

S 281. Logarithme comme représentation d’un nombre. Nous avons 
appris à l’école secondaire qu’il est rationnel d’utiliser les logarithmes 
pour exécuter une multiplication, une division, une élévation de puis- 
sance ou une extraction de racine de nombres de plusieurs chiffres. 

En effet, l’opération de multiplication se réduit à l’addition des 
logarithmes, l'opération de division à la soustraction des logarith- 
mes, etc. 

Ainsi, nous pouvons faciliter les calculs en réduisant une opération 
relativement compliquée à une opération plus simple. 

Chaque nombre a un logarithme qui lui est propre et, par conséquent, 
le logarithme peut être considéré comme la représentation d’un nombre. 

Ainsi 0,30103 est la représentation (le logarithme) du nombre 2, 
10 étant la base de ce logarithme. 

$ 282. Les valeurs complexes du courant et de la tension sont les 
représentations des fonctions sinusoïdales. Nous avons rencontré pour 
la deuxième fois la notion de la représentation (l’image) en étudiant la 
méthode symbolique du calcul des circuits à courant sinusoïdal. Con- 
formément à la méthode symbolique l’amplitude complexe est la repré- 


sentation d’une fonction sinusoïdale. Ainsi Z, est la représentation du 
courant sinusoïdal 7, sin (wf -H1p). Cependant il existe une différence essen- 
tielle entre la représentation d’un nombre sous forme de logarithme et 
la représentation d’une fonction sinusoïdale du temps sous forme d’un 
nombre complexe. 

Dans le premier cas il s’agit de la représentation d’un nombre (et 
non pas d’une fonction) et dans le deuxième, de la représentation d’une 
fonction du temps. | 

De même que l'introduction des logarithmes a simplifié l’exécution 
des opérations sur les nombres, l'introduction des représentations com- 
plexes des fonctions sinusoïdales du temps a permis de simplifier les 
opérations à exécuter sur les fonctions du temps et de réduire ainsi les 
opérations de calcul des circuits à courant sinusoïdal aux opérations 
étudiées dans le premier chapitre « Circuits électriques linéaires à cou- 
rant continu ». . 


$S 283. Introduction à la méthode opérationnelle. La méthode opérationnelle 
dont nous abordons l’étude est également basée sur l’utilisation de la notion de la 
représentation des fonctions du temps. Dans la méthode opérationnelle à chaque 
fonction du temps correspond une fonction d’une variable nouvelle, désignée par 
la lettre p, et, réciproquement, à chaque fonction de la variable p correspond une 
fonction déterminée du temps. 

Le passage des fonctions du temps aux fonctions p est réalisé à l’aide de Ia 
transformation de Laplace. | 

Ainsi, la méthode opérationnelle de calcul des phénomènes transitoires est 
une méthode de calcul basée sur la transformation de Laplace. 
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Ici nous pouvons indiquer à l’avance que la méthode opérationnelle permet 
de réduire l'opération de différentiation à l’opération de multiplication et de 
remplacer l'opération d’intégration par celle de division. Ceci facilite grande- 
ment l'intégration des équations différentielles. 

$& 284. Transformation de Laplace. Désignons par p le nombre complexe : 

p=a+;b, (10.24) 
où a — partie réelle, b — partie imaginaire de ce nombre complexe. 

Par la suite et conformément à l’usage, appelons le coefficient b, compte tenu 
de son signe, non pas coefficient de la partie imaginaire de la valeur complexe (ce 
qu’il est en réalité}, mais « partie imaginaire ». La fonction du temps (courant, 


tension, F.E.M., charge) sera désignée par f (f) et appelée l’originale, La fonction 
F (p) qui lui correspond, appelée image, est définie comme suit: 


Où 


F(p)= \ F (#) e-Pt dt. (10.25) 
(4 


La correspondance entre la fonction F (p) et la fonction f (f) est écrite de la 
manière suivante : ; 
F(p)= f (©. 


Le signe —-: est appelé signe de correspondance. (10.26) 


La limite supérieure de l'intégrale (10.25) est égale à l'infini. Les intégrales 
à limite supérieure infinie sont appelées intégrales impropres. Si on obtient comme 
résultat d'intégration et après substitution des limites un nombre fini (et non pas 
l'infini), on dit que l'intégrale est convergente. 

On démontre au cours de mathématiques que l'intégrale (10.25) qui comprend 
la fonction e-?Pt — el e-jbt n'est convergente que lorsque le module de la fonc- 
tion f(#), s’il augmente avec l’accroissement de f, il augmente en tout cas plus 
lentement que le module de la fonction ePt, égal à eût, 

Pratiquement toutes les fonctions / (£), auxquelles on a affaire en électricité 
satisfont à cette condition. É 

Trouvons les images de certaines fonctions les plus simples. 

$ 285. L'image d’une constante est égale à la constante elle-même divisée par p. 
On demande de trouver l’image de la fonction f (f) = À, où À est une constante. 

À cette fin substituons À à f (é) dans (10.25) et procédons à l'intégration: 


CO © 


- = FA as 
F(p)= \ Ae-Ptdt = A (-—) \ Fe et 
5 ‘ 4 P | p 
Par conséquent, l’image d’une constante est la constante elle-même divisée 
par p: 
A 10.97 
1 (10.27) 


À côté de la transiormation de Laplace (10.25) on utilise souvent dans les: 
ouvrages scientifiques et d'enseignement la transformation de Carson-Heaviside. 
Cette transformation diffère de celle de Laplace par la présence du facteur p devant 
l'intégrale dans (10.25); autrement dit en utilisant la transformation de Carson- 
Heaviside on écrit ” 


E(p)=p \ F (6) ent dt. 
0 


Suivant Carson-Heaviside l’image et l’original ont les mêmes dimensions et 
l’image de la constante À est égale à [a constante elle-même. | 
Suivant Laplace les dimensions de l'original ne sont pas égales à celles de 


l'image et l’image de la constante À est égale à ni 


$ 286. Image de la fonction exponentielle e%#. Substituons eaf à f (f) dans 
(10.25): 


09 © oo 


F (p)— \ eLle-nt dt — \ e—t(p—®) dt=(———) | et P-Pa[—é(p—a= 
Û Ô 0 
O0 
== 6-0 | 2 1 7 1 
p—a | p—a p—a 

Ainsi 

ssl. (10.28) 

P—X 


En établissant l’expression (10.28) (en y introduisant les limites) nous avons 
tenu compte que la partie réelle de l’opérateur p est plus grande que &, c’est-à- 
dire que a > «&. L'intégrale n’est convergente qu'à cette condition. 

Un certain nombre de conséquences importantes découlent de l’expression 
(10.28). | 

En posant & — jo pour cetle expression, nous obtenons: 


l 
p— j®© 
L'expression (10.29) permet de trouver l’image du courant sinusoïdal com- 
plexe : 


eiot — 


(10.29) 


Lei (RÉ) 2j eiot, 


A cette fin multiplions les deux membres de (10.29) par le nombre constant 
Im. Nous obtenons: 


met fn (10.40) 
De même l’image de la valeur complexe de la tension sinusoïdale est : 
Une Un (16.31) 
La ionction e% a pour image ue c.-à,-d. 
é— = (10.32) 


$ 287. Image de la dérivée première. On sait que l’image F (p) correspond à 


la fonction ÿ (f). On demande de trouver l’image de la dérivée première D 
sachant que la valeur de la fonction f (f} pour £ = 0 est‘égale à f (0). 


Soumettons la fonction dr&) ; la transformation de Laplace 


dt 
SPC e-pt dt — e-Pt d[f (#)]. 


Intégrons cette expression par parties ; désignons 


ePl—u et d[f(f}]= dv; \ u du = uv — \ v du. 
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Par conséquent, 


Mais 


et 


Ainsi 


ou 


oo 00 (eo) 
dertatroi=ert (| —\ water, 
Ô Û 0 


e-Ptf (6) | —[0— f (0)]= — f (0), 


| rwate-rt)—p | Ftye-vt dt=pF (pr. 
Û Ô 
p | EP e-nt dt =pF (p)—} O0) 
0 
DO Ep (p)—f (0). (10.33) 


dt . 


$ 288. Image de la tension aux bornes d'une inductance. L’image du courant 
it est égale à 7 (p). Ecrivons l’image de la tension aux bornes de l’inductance 


di 
Up= Le. 


Conformément à (10.33) 


di | | 
Tr <spl (p)—i (0). 


fci (0) est la valeur du courant i pour t = 0 *. 
Par conséquent, 


Si £(0)—0, on a 


LŸ Lp1 (p}— Li (0), (10.34) 
di . | 


$.289. Image de la dérivée seconde. Donnons, sans l’établir l’expression 


SO Por (pps (0 [0] (10.35) 


dt? 


Par conséquent, l'image de la dérivée seconde du courant à est: 


ab ce, —— 
TE + P (p}— pi (0)}—i" (0). 


* Pour simplifier les écritures, remplaçons £ (0_) par : (0); £(0) peut être une 
valeur positive ou négative: £(0) est positive lorsque le sens du courant £ (0) 
correspond au sens, arbitrairement choisi du ccurant circulant dans l’inductance 
L après la commutation. 
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$ 290. Image d’une intégrale. On demande de trouver l’image de la fourtlun 


| f(bdt, l'image de la fonction f (9) étant F (p). 


+! 


0 
t. 
A cette fin soumettons la fonction \ f (dt à Ïa transformation de Lapluce: 
0 
00 t 00 t 
à : { | 
\ [ \ F(y at | e pt dt= —— | A ft | d (e-Pt). 
0 0 0 0 
Désignons : 


t 
\ f(dt=u; d(e-Pt)— dv 
Ô 


et intégrons par parties 


 : \ [ jwat Jate-ry= =] Ft at | le 
1) 0 0 h 


\ f(t)e-rt dt 
Se RE qe (2) 
p P 


Le premier terme du second membre s’annule aux limites supérieure et infé- 
rieure. En substituant la limite supérieure on obtient zéro par suite de la limita- 
tion précédemment imposée à la fonction f (f) (voir $ 284); nous avons dit en effet 
que la fonction } (é) peut croître avec f, mais toujours plus lentement que la fonc- 
tion et, où a est la partie réelle de p. En substituant la limite inférieure on. obtient 


7 


zéro du fait que \ f (tjdt devient nul, Par conséquent, si Ê() = F (p) on a: 
0 


rar. (10.36) 
0 
$ 291. Image d’une tension aux bornes d'un condensateur. La tension Ug dux 


ns E k | | LL. 
bornes d’un condensateur est souvent écrite sous ja forme suivante: ue — GT \ idt. 


Dans cette forme d'écriture les limites d'intégration par rapport au temps ne sont 
pas indiquées. Une forme plus complète d’écriture est l'expression suivante: 


Î 
Uc=UG O) + \ i dt. 
0 


On a tenu compte dans cette dernière expression du fait, qu’à l'instant é la 
tension aux bornes d’un condensateur dépend non seulement du courant traversant 
ce condensateur dans l'intervalle de temps de 0 à f{, mais également de la tension 
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uc (0) qui existait à ses bornes pour #=— 0. Conformément à (10.36) l’image . \ i dé 


est D), tandis que l’image de la tension constante uc (0) est égale à cette cons- 


tante divisée par p *. Par conséquent, l’image de la tension aux bornes d’un con- 
densateur doit être écrite comme suit 


I 0 | 
ET =D + | | (10.37) 


| Nous donnons dans le tableau ci-après les correspondances opérationnelles 
les plus simples; une partie de ces correspondances a été établie ci-dessus et les 
autres sont données sans déduction: 


l —— eat 
pa 
D. at 
prete - 
SE É == ejot 
p— jo 
œ y, at 
L pra | ne: 
] — at 
Gran * 
6. man (—ater 
1 4 _at. 
fi pu+añ allé ŒIL ob]. 
8 I LT 1 , ere 


FPE+o a alta 


p SE . = 
9, —î" 22 —— (ge at be-bt), 
p+a)(p+6) * a—6! 
1 .] \ 
a nn are 1 -J Di! =ût | 
STE ICE ET DRE 
—bt — (at 
(1. nr mt). 
P(p+a)(p+b) * ab b—ab a 
1 L1 
12 DE + 


$ 292. Loi d’'Ohm sous forme opérationnelle, F.E.M. internes. Une partie 
d'un circuit électrique ramifié compliqué est représentée sur la fig. 318. La branche 
de ce circuit, intercalée entre les nœuds a et b, comprend R, L, C et une source 
de F.E.M. e (f). Désignons par ÿ le courant circulant dans cette branche. 


* Pour simplifier les écriturës, remplaçons wc (0) par ug(0); uc(0) peut 
être une valeur positive ou négative. Dans l'expression (10.37) #c(0) doit être 
considérée comme positive si le sens de la tension ug(0) correspond au sens, 
ILE choisi, du courant circulant dans le condensateur après la commu- 
ation. 
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On ferme l'interrupteur K, existant dans ce circuit, ce qui donne lieu à un 

régime transitoire. Désignons le courant immédiatement avant la commutation 
par i — i (0) et la tension aux bornes 
du condensateur par uc == ug (0). 
# Exprimons le potentiel du point a 
en fonction du potentiel du point b 
pour Île régime établi après Ia com- 
mutetion: | 


Pa—Po+uctur+ur—e(t); 
Uob = Pa —Po=UR+UL+Uuc—e(f). 


eft) © 


Fig. 318 


à di ; 
Écrivons L Tr U lieu de ur, et au lieu de uc écrivons 


t 
uc O+— \ i dt, 
0 


On a alors 
t 


Uab = iR+L tu (0) +7 \ idt—e {t). (10.38) 
0 


Appliquons la transformation de Laplace à l'équation (10.38). La trafisior- 
mation de Laplace est une transformation linéaire et, par conséquent, l’image 
de la somme est égale à la somme des images. 

Remplaçons chaque terme de (10.38) par son image: 
nous aurons alors RIÎ (p) au lieu de iR: | 
écrivons de même Us(p) au lieu de ur ; 


LE Lpl—LiQ: nc (= “0 
l 
L an cd : 
T\as e(t) = E (p}. 
Nous obtenons aïirisi 
| 0 
Uar (p)=1(p) (R+oL+)-L (0) +40 _E (p). (10.39) 


L'avantage de la transformation ainsi effectuée consiste dans le remplacement 
de l'équation différentielle (10.38) par une équation algébrique (10.39), liant 
l'image du courant / (p) à celle de la F.E.M. E (p) et à l’image de la tension U,z (bp). 
Il découle de (10.39) que 


ap (p)+ Li (0) — #4 E (p) 
BR nt (10.40) 


Jci 
| 1 
Zp=R+PLET 
Z (p) — impédance opérationnelle du tronçon du circuit, intercalé entre les 


points a et 
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Sa structure est analogue à la structure de l’impédance complexe du même 
tronçon du circuit en courant alternatif, si on remplace j@® par p (voir $ 266) *. 

L’équation (10.40) peut être appelée loi d’Ohm sous forme opérationnelle 
pour un tronçon du circuit comprenant une F.E.M. Elle a été écrite ici pour des 
conditions initiales non nulles. 

Le terme Li (0) représente une F.E.M. interne, due à la réserve d'énergie dans 
le champ magnétique de l'inductance L, accumulée du fait du passage du courant 
i (0) dans cette inductance immédiatement avant la commutation. 


ue (0) 


dans le champ électrique du condensateur, accumulée grâce à la présence de la 
tension wc (0) aux bornes de ce condensateur immédiatement avant la commu- 
tation. 

Dans le cas particulier où il n’existe pas de F.E.M. e (f) aux bornes du tronçon 
ab et lorsqu’à l'instant de la commutation à (0) — 0 et uc (0) — 0, l'équation 
(10.40) prend la forme plus simple suivante: | 


Le terme représente une F.E.M. interne, due à la réserve d’énergie 


Üav (p) 
I (p}= Sr 10.41 
() Z (p) ( ) 
L'équation (10.41) est l'expression mathématique de la loi d'Ohm dans sa 
forme opérationnelle, pour un tronçon de circuit ne comprenant pas de F.E.M. 
et des conditions initiales nulles. 

$ 293. Première loi de Kirchhoff sous sa forme opérationnelle. Conformément 
à la première loi de Kirchhofîff la somme algébrique des valeurs instantanées des 
courants arrivant ou partant d’un nœud quelconque du circuit est nulle. Ainsi, 

pour le nœud a du circuit de la fig. 318 


Mie (10.42) 


Appliquons la transformation de Laplace à l’équation (10.42) en profitant 
du fait que l’image de la somme est égale à la somme des images. 


Nous avons 
lp) —1(p)— 12(p) = 0. 


21 (p}=0. (10.43) 


de (10.43) exprime la première loi de Kirchhoff sous sa forme opéra- 
tionnelle. 

$ 294. Deuxième loi de Kirchhoff sous sa forme opérationnelle. Pour une maille 
quelconque d’un circuit électrique on peut écrire l’équation de la deuxième loi de 
Kirchhoîf pour les valeurs instantanées des gran- 
deurs qui en font partie. 

On sait que pour cela il faut commencer par 
choisir le sens positif pour les courants circulant 
dans les diverses branches du circuit, ainsi que Île 
sens positif du parcours de la maille. 

Ecrivons l'équation de la deuxième loi de 
Kirchhoîff pour Île circuit fermé de la fig. 319. 

Ce circuit est” parcouru dans le sens des 
aiguilles d’une montre. 

Rappelons que les inductances L1 et L: sont 
couplées magnétiquement. Pour les sens positifs 
choisis pour les courants i, et ëi:, La et L2 sont | 
couplés en concordance. Fig. 319 


Et dans le cas général 


* Ecrivons le nombre complexe p = a+jb (voir $ 284) de la manière suivan- 
te: p— jQ, où Q — b — ja peut être appelé fréquence angulaire complexe. Z (p)= 
= Z (j@) est l'impédance opposée par le cireuit considéré à l’action de Ue}*#, de 
même que Z (j®) est l’impédance opposée à une action de la forme Uelot, 


389 


La chute de tension dans L, comprend deux termes L4 LE MT . La chute 
de tension dans L: est égale à LE + M “a . En écrivant l'équation, il ne faut 
pas oublier que la tension initiale aux bornes du condensateur est égale à uc (0). 
Supposons qu’elle agisse en concordance avec le courant is. La valeur initiale du 
courant à est égale à à (0), tandis que la valeur initiale du courant i: est égale 
à £2 (0). Nous avons ainsi 


t 
di di Ï : , di di | 
Lit MR +uc (0) + C É3 dt — i9Ro — Lo . — M = €, (4) —ez (ft). 


0 
(10.44) 
Remplaçons chacun des termes de (10.44) par son image : 


dis . : : 
LA PE — Lipli (P)— Lai (0); 


>, dis . 
M 2. = Mpl2 (p)— Mis (0) ; 


pr 
i ( 13 (p) 
| : dt 13 WP), 
+\ isdt = Cp. ) 
) 
Ra Rala(P) ; AE 


dis . ; 
Lo a = Lopl2 (p) — Loi (0); 
M dés = M . à 
Ar pla (op) — Mi, (0) ; 


es () = Ei (D); 
ea() 7 E3(p). 


Substituons (10.45) dans (10.44), rassemblons les termes comprenant /, (bp), 
: ue (0 


f2 (p), Z3 (p), transportons dans le second membre ) » Lai (0) et les autres 


F.E.M. internes: nous obtenons alors: 
| 11 (P) Z1(p)+12(p) Za(p)+13(p)Za(p)= E1(p)— Es(p)+ Eint(p). (10.46) 
C1 
AG)=P (LM) LP M—LD-Rii 20) = à 
Eine (p)= 1(L1 M) à (0)4-(M— La) da (O0. 


Dans sa forme plus générale l'équation (10.46) peut être récrite ainsi : 


D x (p) Zn (p)= DEx (p). (10.47) 


L'équation (10.47) est l'expression mathématique de la deuxième loi de Kirch- 

hoïff dans sa forme opérationnelle. Le terme Æ, (p) comprend en général les F.E.M. 
internes également. | 

$ 295. Toutes les méthodes examinées dans la section traitant le courant sinu- 

soïdal peuvent être utilisées pour établir les équations pour les images. Des équations, 

écrites conformément aux lois de Kirchhoff pour les valeurs instantanées, découlent 
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des équations correspondantes, écrites conformément aux mêmes lois pour les 
images. 

Les équations pour les images sont entièrement analogues par leur forme aux 
équations écrites pour le même circuit par la méthode symbolique pour les valeurs 
complexes des courants et des tensions. 

Mais puisque à chaque équation écrite pour les valeurs complexes correspond 
une équation appropriée pour les images, on peut dire que toutes les méthodes et 
modes d'établissement des équations, basés sur les lois de Kirchhoff (méthode du 
générateur équivalent, méthode des courants fictifs maillés, méthode des poten- 
tiels de nœud, méthode de superposition, etc.) peuvent être utilisés pour établir 
les équations pour Îes images. 

En écrivant les équations pour les images on doit tenir compte des conditions 
initiales non nulles en:faisant appel aux F.E.M. « internes », dues aux courants 
initiaux, circulant dans les inductances et aux tensions initiales aux bornes des 
capacités. 

$ 296. Ordre des opérations de calcul pour la méthode opérationnelle. 
Le calcul comprend Îles deux étapes principales suivantes : 

1. Composition de l’image de la fonction du temps cherchée. 

2. Passage de l’image à la fonction du temps. 
Montrons à l’aide de quelques exemples concrets comment on exécute 
à la première étape. La deuxième étape sera examinée au $ 298. 

Exemple 134 Le circuit dela fig. 320, se trouvant dans les 
conditions initiales nulles, on enclenche l'interrupteur qui en fait partie. 
Ecrire les images opérationnelles des courants é, et i, en utilisant la 
méthode des courants fictifs maillés. 

Solution. Les sens des courants fictifs maillés i,, et i sont 
indiqués sur le schéma. Nous avons 
dés 


iaRs + Li nr + Rein — in) =e (6); 
. \ Épodt + Ro (igo — in) = 0. 
Passons maintenant aux images : 
Li1 CP) (pli + Ri+ Ro) — Î22 (P) Ra = E (p) ; 
— La (P) Rat La (P) (Rat gr) = 0. 


La solution en commun de ces deux. équations à deux inconnues 
donne : 


Fig. 320 


_______  E(p)(+R:Cp) 

lu D) RCE (RaRC LIRE Re ee) 
: E (p) R:CD 

le D) = RDC PARC + EDR Re ee 


L'image du courant fictif maillé Z41 (p) est égale à l’image du courant /, (pb). 
L'image 192 (p) est égale à l’image 3 (p}. Dans les expressions (10.48) et (10.49) 


| | TR 
E (p) est l’image de la F.E.M. e (6). Sie (f) = E, E (p) est égale à D: si 
e (t)= Em sin (wf +), 
\_E ] 
E P)= Em , 
ect. 


4! 


Exemple 135. Ecrire les images des courants ÿ, et i, du circuit 
de la fig. 320, en utilisant les lois d'Ohm et de Kirchhoff. 

Solution. Du fait que pour ce circuit les conditions initiales 
sont nulles et qu’il n’y existe pas de bobines d'inductance couplées 
magnétiquement, on peut établir les équations nécessaires d’une manière 
plus simple que par la méthode des courants fictifs maïillés. 

Image du courant 


E (p) 
ls (p)  Eent(P) 

Zent (p) — impédance d'entrée du circuit par rapport aux bornes a/ 
dans sa forme opérationnelle. Elle est déterminée de la même manière 
qu'une impédance d'entrée en courant alternatif, il suffit de rempla- 
cer jo par p. 

On a pour le courant alternatif 

1 


jwC 
ZLent = Ri + joli DE. 
Rte 
Impédance opérationnelle d'entrée 
I 
2 Cp. 2L,C ge c 
Zent (P) = Ri + PLi + — = — PCR EP RER )HRitRe 


Par conséquent, 


L GE) E(p):(+R:Cp) ; 
di 'S (p) P?LiCRo+p (Li + RiRaC) + Ri+ Re QE 


L’équation (10.48”) concorde avec (10.48). 

Trouvons l’image 73 (p). À cetie fin exprimons 73 (p) en fonction 
de /; (p), ainsi que des résistances opérationnelles des deuxième et troi- 
sième branches. Faisons appel à l'analogie avec le courant alternatif. 
Nous avons pour ce dernier 


Par conséquent, 


Ro Cp 


Si nous substituons dans cette dernière expression /;, (p), prise de 
l'équation (10.48), nous obtenons l'équation (10.49). 

Ainsi, peu importe la méthode utilisée pour déterminer l'image des 
courants : dans tous les cas le résultat est le même. 

Exemple 136. Pour le circuit de la fig. 320 écrivons l’image de 
la tension aux bornes ce, en supposant que les conditions initiales sont 
nulles (de même que dans l’exemple 135). 
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Solution. L’image de la tension aux bornes ce est égale au pro- 
duit de l’image du courant 73 (p) par la résistance opérationnelle du 
condensateur : 


_ 1 Ep) Ro . | 
Ue(P)= LT RCE RRC TELE RER * (0:50) 


$ 297. Image d’une fonction du temps peut être écrite sous la forme de rapport 
N(p) | 


M (p) 
E 
prend E (p) = Fa 


de deux polynômes en p. Ainsi pour le courant /4 (p) de l'exemple 134, si on 


N (p)=E (1+ R:Cp) ; 
M (p)=[p?RolaC + p (RiRoC + Li) + Ra + Ro] p. 


Si pour le même exemple on suppose que 


e (#)= Em sin (@t +4), 
on obtient 


e | . | 
ESRI ER RECR)e 


M (p)={p— jo) [p2RaLaC + p (RaR2C + Li) + Rs Rol. 


Désignons la puissance la plus élevée de l’opérateur p dans le polynôme W (p} 
par ñn et la puissance la plus élevée de p dans le polynôme M (p) par m. | 

Dans tous les circuits électriques réalisables au point de vue physique et pour 
toutes les F.E.M. pouvant être rencontrées dans la pratique on a toujours n << m. 
Ce n’est que pour les circuits électriques ne pouvant être réalisés physiquement 
que #7 peut se trouver être égal à m, mais ces problèmes ne présentent pas d’in- 
térêt. 

L'exemple d’un circuit électrique irréalisable physiquement, pour lequel 1a 
puissance n est supérieure à la puissance "”# est donné sur la fig. 321. Si on suppose 
que la résistance active du circuit soit nulle, ce qui n'est pas réalisable physique- 
ment, on a 


Dans ce cas n — Ï et m—= 1. 

$ 298. Du passage d’une image à une fonction du temps. Nous avons indiqué 
au $ 296 que la deuxième étape de calcul des phénomènes transitoires à l'aide de 
la méthode opérationnelle est le passage de l’image à la fonction du temps. Cette 
opération peut être réalisée par des méthodes différentes. La première méthode 
consiste dans l’utilisation des expressions de la correspondance entre les fonctions 
de l'opérateur p et les fonctions du temps. 

Un certain nombre de formules de correspondance a été donné au tableau 
sur la page 387. En outre il existe des ouvrages scientifiques consacrés à ces ques- 
tions comprenant des tableaux très complets de formules de correspondance 
(1518 formules) embrassant tous les problèmes qu’on peut rencontrer dans 1la 
pratique. Il est recommandé d'utiliser les formules de correspondance données 
dans le tableau lorsque parmi les racines de l’équation M (p) = 0, il existe. 
plusieurs racines identiques (racines multiples). 

Dans la deuxième méthode on fait appel à la formule dite de décomposition 
(voir $ 301). La formule de décomposition, donnée au $ 301, a été établie en par- 
tant de l’hypothèse que l’équation M (p) = 0 n’a pas de racines multiples (en 
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présence de racines multiples la formule de décomposition doit être écrite dific- 
_remment). | 

Pour la très grande majorité des problèmes cette restriction ne présente pas 
d'inconvénient. 

On utilise largement la formule de décomposition dans la pratique et on là 
considère habituellement comme Îa voie principale pour passer de l’image à la 
fonction du temps. 


or — ÿ 
ce: | 3] | 
EF | uft) 
] » 


Fig. 321 Fig. 322 


Examinons deux exemples d'emploi des formules de correspondance, et ensuite, 
après avoir étudié le problème de la décomposition d'une fraction complexe en 
fractions simples, procédons à l'établissement de la formule de décomposition. 

Exemple 137. Dans le circuit de la fig. 322, a, la tension de ia source 
varie suivant la loi u (f) — 2500 £ V (fig. 322, b), R — 400 Q, C — 200 1F. Trouver 
la loi de variation de la tension aux bornes du condensateur, ainsi que Ja valeur 


de uc pour é = 0,i s. 
1 __RCp+1 


CS i == he — 
Solution.Zi(p) FC Cp 


L'image de la tension 2500f est égale à _. (voir la correspondance 12 dans 
de tableau sur la page 387). Par conséquent, 
r{p)= U(p) __ 2500Cp 
Z(p)  p?(RCp+1)" 
1 2500 Ï 
Ucbp)=1p}r=- ——. (10.51) 
Cp RC 2 ( Fe 1 
(rt) 
À l'aide du tableau nous trouvons 
ER 
pt a at ) 


Dans l’exemple présent : 


1 | ; i 1 
SR A lé ee ns : 
a — C “5.0 12,5 s71 ; 25 8 0,00645 ; 
2500 LA 
—— — : — ue _ g—12,5t 
RC 31 300 ; uc = 31 300 [ 12.5 0,00645 (1 — € ) | : 
Pour #—0,is 


uç == 31 300 (0,008 —0,00645.0,714)= 106,5 V. 


Exemple 138. Pour le circuit de la fig. 323 
u ()—100e "ct V, 
OÙ : 
a=0,5s- 1; R—2Q; L=4H. 


Trouver i = f (£) et ur = f (ft), ainsi que les valeurs £ et ur pour {= 1s, 
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S o jution. Il découle du tableau que la fonction e”& a pour image = : 


Par conséquent, 


100 
U rer 
Z(P)=R+pL ; 
{ 7 EnALES 100 __ 100 1 | 
Z(p) (p+a)(pL+R) L (p+a)(p+b)' 
= 25 À/ 
dE. ou 
Puisque p= À =0,5= à, on à # 
Lo os 
L (p+aÿ 
À j’aide du tableau trouvons | Fig. 323 
1 era, 
(p+ a} 


Par conséquent, 
i()—25 ferai, 
Tension aux bornes de l’inductance 


pi L 2e — 100e-0,6! (10,56). 


Pour {=15 
ê—925.1.e0,6— 15,15 À; uy, = 100 60,5 (1 —0,5) — 30,3 V. 


$ 299. Décomposition d’une fraction compliquée en fractions simples. Il a été 
indiqué au cours de mathématiques qu’une fraction de la forme 


N (x) _ ant Han ax lt... + ax + ag 
M (x) bmx" + bmx +... + bix + bg 
avec n< m et le polynôme 
MX) = bnXT+ bmx LE... + bix + bg =0 


ne possédant pas de racines multiples, peut être représentée par une somme de 
fractions simples : 


N(x) _ 1 L l 
TE EL Eur Li rer +... + 4m , (10.52) 


X — Xm 


ou 


m 
N(x) 
M(x) 2 A, 


Ici xx — racines de l’équation M (x) = 0. 

Les coefficients constants A4, A2, ..., À peuvent être trouvés par deux 
méthodes différentes. La première d’entre elles, celle des coefficients indétermi- 
nés, est plus élémentaire, mais demande des calculs plus fastidieux, tandis que 
la deuxième, plus compliquée en apparence, est plus simple et plus commode en 
réalité et surtout plus « ordonnée ». | 

Exposons ces deux méthodes de détermination des coefficients. 
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La première méthode consiste à réduire le second membre de (10. 52) à un 
dénominateur commun et, ensuite, en identifiant les coefficients des mêmes puis- 
sances de x à établir un système d'équations pour calculer [es coefficients 44, 4°. . . 


Exemple 139 Décomposer la fraction PT] en une somme de 
fractions simples. 
Solution. Dans l'exemple présent N (x) = 1 et M (x) = x? — 5x+6. 
Trouvons les racines de l’équation 
M (x)=0 


M{x}= x7—5x4+6—0. 
Il en découle que 


5) 25 à 
H,2=5 À 4 à 
Par conséquent, x, —2 et x3=3. Donc 
l 1 1 


fn hi 0 li 2 


Réduisons le second membre à un dénominateur commun : 
1 — mn moe À 2) 
—_5x+6 — 5x +6 | 


L'identification des coefficients de x dans les deux membres donne: 
A+ A =0. 


Identification des termes constants : 
L= — 34; —2À:. 


La solution en commun de ces deux équations permet d'obtenir le résultat 
suivant :. 
Ai = — ] ; A = ls 
Ainsi : 
1 1 ] 
x2—5x+6 2 


A ré maintenant la deuxième méthode de détermination des coeiii- 
cients A, À 2 

Pour calculer le coefficient 41, multiplions les membres de (10.52) par (x — x). 
Nous obtenons 


k=m 
Dre TRES 2 An (10.53) 
=2 


Examinons l’expression. (10.53) lorsque x tend vers x. Son second membre 
donne A1, tandis que son premier membre est une indétermination, puisque le 
facteur (x — x,) devient nul pour x — x, et que le dénominateur M (x) pour x = x 
est également nul [x est racine de l’équation M (x) = 

- Levons l'indétermination à l'aide de la règle de L”’ Hôpital. À cette fin, divi- 
sons la dérivée du numérateur par ja dérivée du dénominateur et trouvons la limite 
de la fraction ainsi obtenue: 


lim Te lim N C)+G—x) N° (x) _ N (x) 


X->x1 XXL M° (x) _w (41) | 
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Ici M (x) — dérivée de M (x) par rapport à x; M’ (x) — valeur de M’ (x) 
pour x— x, N (x) — valeur de N (x) pour x = x. 

Par conséquent, en partant de (10.54) et pour x—> x, nous obtenons l’équa- 
tion suivante: 


N (x) 
d’où M° (xs) 4 
_ N(x) 
à ; 1 y (x4) ' (10.54) 
e meme 
| _ N (x) 
— 2 M'(x) (10.55) 
Et en général : ne 
_ *Xk | 
= (10.56) 
Ainsi 
N (x) _ Nu) _1 N(x2) 1 N(xm) 1 
M (x) = M' (x1) en M’ (x) HE rEUS …. + M (Xm) X—Xm 3 (10.57) 
ol 
k=m 
N x) N(xx) .1 7. 


M (x) Le | M' (x) x—xr 


Exemple 140. Trouver les coefficients de la décomposition de [a fraction 
1 


Hi utilisant la deuxième méthode. 


Solution. Les racines de l’équation M (x) — 0 sont connues de l’exemple 
139. Elles sont: x = 2 et x: = 3. | 
M'(x)=2x— 5; M'(x1)=2.2—5= —]; N (xs) = 1. 


D'après (10.56) 
M'()=1;  NG)=l; 


N (xs) 1 
A == ; = mm — | : 
OMG) (D 
Nr) 1 
BE GR TT 
ce qui correspond aux résultats obtenus par la première méthode. 
$ 300. Formule de décomposition. Le passage de l’image dr à la fonction 


du temps est fait souvent à l’aide de la formule: 


NP) L NU) mt 
Me) ea M (px) on 


qu’on appelle habituellement formule de décomposition. 

Le premier membre de cette formule est une fonction de p et son second membre 
est la fonction correspondante du temps é. 

& 301. Etablissement de la formule de décomposition. Supposons que l’image 
d’une fonction quelconque du temps, du courant par exemple, soit écrite sous forme 
d'une fraction: 

N (p) 


SAT TO 
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Pour obtenir le courant en fonction du. temps ë (f}, représentons d'abord 


N(p) 


sous la forme d’une somme des fractions simples, autrement dit décomposons 


. À cette fin remplaçons x par p dans (10.58): 


TE 


RH) À HT (pn PP 


(10.60) 


Passons maintenant de l’image à l'original. L’original du premier membre 
est i (4). L'original du second membre est égale à la somme des originales de ses 
termes. 

N (px). 
M" (PR 
de (10.60) sont des nombres Coustats (et non des fonctions de pl). N' oublions 
pas non plus que les fonctions de p dans ce deuxième membre sont tous les facteurs 


des termes de la somme du second membre 


Rappelons que les facteurs 


pe” , auxquels correspondent des fonctions du teérnps de la forme Phi [voir (10.28). 
Par conséquent, 
mn 


RAT (pi) (10.61) 


Le passage de l'image (de la fonction de p) à l'original (fonction ft) à l’aide 
de la formule de décomposition (10.61) CN) sur l'écriture de l’image sous la 
(pr 
M'(p») p—Pr 
N (px) Pat 
M° (p») 

N (px) ePAt 
M (px) 
N (px) 
M (p») 
gration d’une équation différentielle (ou des équations différentielles) d’un circuit 

dans la méthode classique de calcul. 
Si parmi les racines de l’équation M (x) = 0 on trouve x = 0, il correspond 
à cette racine dans le second membre de (10.61) le terme 
N (0). 0.1 _ N(0) 
M (0) M (0) 


forme d’une somme de fractions simples 


, les originaux de ces: frac- 


tions étant des exponentielles 
Le nombre des termes est égal au nombre de racines de l’équation 


M (p)= 0. Les coefficients 


peuvent être comparés aux constantes d'’inté- 


N (0) 
M" (0 | 
chée respectivement, due aux F.E.M. continues. S'il n'existe pas de F.E.M. con- 
N(0) _, 
? M7(0) 

Il y a lieu de faire ici les remarques suivantes sur la formule (10.61): 

l: La formule de décomposition est utilisable pour des conditions initiales 
quelconques et pour des formes quelconques, pouvant exister dans la pratique, 
de la tension agissant sur le circuit considéré. 

2. Si les conditions initiales ne sont pas nulles, ceci se manifeste par la pré- 
sence dans W (p) des F.E.M. « internes ». 

3. Si l'équation M (p) = 0 a des. racines complexes conjuguées, les termes 
correspondant à ces racines dans (10.61) sont également complexes conjugués et 
leur somme donne un terme réel. 
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Le terme est une composante du courant cherché, ou de la tension cher- 


tinues dans le circuit 


4. Si la F.E.M. agissant sur le'circuit est: sinusoïdale [E,, sin (@t-+)] et 
1 on prend l’image de cette F.E.M. sous la forme En 


1 

— , où l’amplitude com- 
ENT : 
plexe est En = EneiŸ, il faut, en utilisant la-formule de décomposition, pour 
passer de la” valeur complexe à la valeur instantanée, prendre dans son second 
membre le coefficient de j (prendre’sa partie imaginaire) *. 

De ce fait les F.E.M. « internes » qui peuvent apparaître dans le second Abe 
de la formule de décomposition, lorsque les conditions initiales ne sont pas nulles 
dans les circuits à F.E.M. sinusoïdale, doivent être multipliées par le coeïfticient j. 

J faut multiplier les F.E.M. internes . par j, parce que c’est sous cette seule: 
condition que la présence des F.E.M. internes est enregistrée lorsqu'on prend la 
partie imaginaire du second membre de la formule de décomposition. Pour les 
circuits à F.E.M. continue, il n’y a pas lieu de multiplier les F.E.M. internés par j. 

5. Si la tension agissant sur le circuit est sinusoïdale, la composante forcée 


N (px) PR 
MP») 

— jo. Le calcul de la composante forcée sous: forme du terme de cette somme, 
correspondant à la racine p — jo, pour les circuits compliqués, est en général 
quelque peu plus fastidieux que son calcul direct par la méthode symbolique: 
Par conséquent, pour les circuits compliqués à courant afternatif nous recomman- 
dons de calculer la composante forcée par la méthode symbolique et non pas comme: 
celui des termes de la somme de (190.61), qui correspond à la racine p = ja. 

Evidemment, on peut, en utilisant une expression similaire à (10,61), cal- 
culer non seulement les courants et les tensions, mais également d’autres fonctions 
quelconques du temps (charge d'un condensateur, vitesse de déplacement d'un 
au quelconque d'un système mécanique, etc.). 

ÆExaminons deux exemples d'utilisation de la formule de décomposition. 

Exemple 141. Calculer le courant #, (£) du circuit de la fig. 310 à l’aide 
de la formule de décomposition et comparer le résultat obtenu avec celui: donné 
par la solution du problème par la méthode classique (vair exemple 129); soit 
E — 150.V; R=— Ri = R3= 50Q, C — 100uF. 

Solution. Écrivons H. équation pour les images des courants conformé- 
ment aux lois de Kirchhoff **, N'oublions pas que les conditions initiales ne Sont 
pas nulles pour ce circuit: | | 


de la solution fait partie des termes 2 et-est déterminée par la racine: 


11(0) Ra PE. 


E 
Jap) Ri+ 13 (p) CA ; 


Hi (p}—1l2(p)—13(p) 


à 0 li e L * : - « A # . 
où ee — 60 V représente la F.E.M. « interne » due à la réserve d'énergie accu- 


mulée dans le champ électrique du condensateur avant le commencement du phé- 
nomère transitoire. 
En partant du système à trois équations trouvons lp): 


— [E—uc(0)] RCPTE _ No) 
; P(RiR3CP+RiT+R3) Mr) 


* On prend la partie imaginaire, et non pas la partie réelle de là formule de- 
décomposition, car la F.E.M. Em sin (wË + #) donnée est la partie imaginaire 
de l'expression complexe Emer® {voir $ 85). 

** Les équations doivent être établies pour le circuit résultant de la c commu- 
tation. 
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L'équation M (p)=0 a pour racines p;=0; 
re 
R,R3C 
N(p1)=E—150;  M’(p)—2RiR3Cp+Ri+R:; 
M'(p1)=Rit R3=100;  M'(p2)=2-50:50.100-10-6 (—400)+ 100 — — 100. 
N (p2)=(150—50)-50:100-(— 400). 108 150— — 50 : 


A 150 , (—50) e-400! 
AO TG 00 | 


— 400571 ; 


— ] ,5<+0,5e400f A, 


ce qui correspond au résultat obtenu dans l’exemple 129. 

Exemple 142. Trouver £ (f) pour le circuit de la fig. 314 en utilisant Îa 
formule de décomposition et comparer le résultat ainsi obtenu avec celui donné 
par la solution du même problème par la méthode classique (voir exemple 131). 

Solution. L'image de la F.E.M. sinusoïdale 127 sin (314 £ — 50°) est: 


l 
| FAN Enee, 
où 


Em=127e150° y, 
Les conditions initiales ne sont pas nulles pour ce circuit : 
I (p) (Ra pL)= E (p)+ Li (0): 
£(0_}— —,25,35 À. 
Puisque la F.E.M. agissant dans ce circuit est sinusoïdale, et que son image 


est prise sous la forme pie (où Ë, — amplitude complexe) et que par 


p—io 
la suite il faudra prendre de ce fait le coefficient de la partie imaginaire figurant 
dans le second membre de la formule de décomposition (voir n° 4, $ 301), muiti- 
plions la F.E.M. « interne » Li (0) par j 
Après quelques transformations simples nous obtenons f (p): 
(p— jo) (R:+pL) M (p) ” 


N (p)= Êm+ iLi (0) (p— je) ; M(p)= (p—ia) (R1+ PL). 
L'équation M (p)}=0 à deux racines : 


Pi=jws"t et pet -20s1; 


M'(p}=R2+pLl+L(p—ijo); 
M'{p)=2+3j= 3,61 65620"; M7 (po) = — 3,61 e196°20° 3,61 e—1123°40" 
N (pa) =127 70; N (pa)=197 0 + j(—210—j 314) x 


3 Het ii _—j83°24 
X 1 He nb j46,4=47,1e 
1927ei@t—50°) 47,16 18324 
t(t)=Im ru TENTE 
3,61e7156 20 3,61e-1125 40 
— 35,2 sin (of —106°20’) + 13 sin 40°16/e-210€ 4 ;.. 
13 sin 40°16’ — 8,45. | 
Le résultat ainsi obtenu correspond à celui de l’exemple 131. 


e7210t — 
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$ 802. Transmittance. Dans le chapitre « Circuits électriques liné- 
aires» ($ 14) nous avons signalé que le courant i dans une branche quel- 
conque du circuit peut être représenté sous forme du produit de la tension 
U à l'entrée du circuit par l’admittance propre ou mutuelle g': 


i=Ug. 


Cette expression reste vraie également pour les phénomènes transitoi- 
res. Si à l'entrée d’un circuit quelconque on branche à l’instant £ — 0, 
une tension continue Ü (ou une F.E.M. E), le courant é (f) dans une 
branche quelconque de ce circuit est égal au produit de la tension conti- 
nue ÜU par la conductance g(f) : 


i () = Ug (. (10.62) 


Pour un phénomène transitoire l’admittance est une fonction du 
temps. Ceci est mis en évidence en écrivant le temps é entre parenthèses ; 
la fonction g ({f) est appelée transmittance. La transmittance est mesurée 
en mêmes unités (siemens) qu’une conductance (admittance) «habi 
tuelle ». Si dans (10.62) on prend U égale à 1 V, on aura à (f) = g (t). En 
d’autres termes, la transmittance d'une branche quelconque du circuit 
est numériquement égale au courant £ (f) circulant dans cette branche, 
lorsque le circuit est branché sous la tension continue de 1 V ; g (f) sera 
écrite avec deux indices. Ces indices permettent de reconnaître la trans- 
mittance dont il est question. Si les deux indices sont les mêmes il s’agit 
de la transmittance propre de la branche, dont le numéro correspond au 
chiffre utilisé dans l'indice. Si, par contre, les deux indices sont diffé- 
rents, il s’agit de la transmittance entre les branches dont les numéros 
figurent dans l'indice. 

Ainsi, si une source de tension continue U est branchée à la première 
branche, à conditions initiales nulles, le courant dans cette première 
branche est i, (f) — Ugy (8), tandis que le courant dans la troisième 
branche est £a (f) = Uga (8. 

La transmittance peut être déterminée par voie de calculs où par 
voie expérimentale. Lorsqu'on détermine g:4 (f) par voie de calculs, on 
trouve par la méthode classique ou opérationnelle le courant dans Îla 
branche À, à l’instant de raccordement de la source de tension continue 
à cette branche. En calculant g:, (f) on trouve le courant dans la bran- 
che & à l'instant du raccordement de la tension U à la branche #1. Ensuite 
on suppose que U est égale à 1 V dans les expressions ainsi obtenues. 
Lorsque la transmittance est déterminée par voie expérimentale, le 
courant i (f) dans une branche quelconque est trouvé par la méthode 
oscillographique. | 


Nous avons démontré au $ 15 que £gxm — £ma. Cette propriété découle de la 
symétrie du déterminant du système par rapport à sa diagonale principale. 

On peut démontrer d’une manière analogue que l’image opérationnelle de la 
transmittance gx» (p) est égale à l’image opérationnelle g»x (p). Mais si les ima- 
ges de deux transmittances sont égales, les transmittances le sont aussi autrement 
dit 

£hm ({)= Sa (f). (a) 
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L'égalité (a) indique que le fhéorème de réciprocité est applicable aux phéno- 
mènes transitoires. 

Pour les phénomènes transitoires le théorème de réciprocité s’énonce comme 
suit (voir les schémas-blocs de la fig. 324). 

Dans un circuit électrique linéaire quelconque, Île courant transitoire ix (f) 
dans la branche k, dû au branchement de la F.E.M. e,, (f) dans la branche m 


Fig. 324 


(fig. 324, a), est égal au courant transitoire £,, (f) dans la branche m, dû au bran- 
oo de la F.E.M. e4 (f) dans la branche & (fig. 324, b), à condition que e4 (f) — 
= êm (6). 

$ 303. Notion de fonction transitoire en tension. Lorsqu'on branche 
un circuit électrique linéaire, à conditions initiales nulles, sous la 
tension continue Ü, une tension w,4 (f) apparaît entre deux points 
quelconques a et b de ce circuit; cette tension est fonction du temps et 
est proportionnelle à la tension appliquée U. La tension w:,, (6) peut 
être représentée sous forme de produit 


bas (#) = UR (8) : (10.62) 


k (t) est appelé fonction transitoire en tension. 

. C'est une grandeur sans dimensions, numériquement égale à la 
tension entre les points a et b du circuit, lorsqu'on applique à l'entrée de 
ce dernier une tension continue de 1 V; k (f), ainsi que g (f}, peut être 
déterminé soit par voie de calcul, soit par voie expérimentale. 

Exemple 143. Calculer la transmittance du schéma de la fig. 292. 


R 
Solution. Lorsqu'on ferme l'interrupteur à (f) — _ (1 — e L), 
Par définition la transmittance d’un circuit est égale au courant dans 


R 
ce dernier, pour Æ£ = ]V. Par conséquent, g () — rl ge T°.) 


Exemple 144. Trouver la transmittance propre de la première 
branche g44 (f), la transmittance mutuelle entre la troisième et la première 
branche g:, (#) et la fonction transitoire en tension aux bornes du conden- 
sateur À.c (f) pour le schéma de Îa fig. 308. Paramètres du schéma: 
Ra = 1000 Q, R: = 2000 Q, C — 50 uF. Branchons la source de F.E.M. 
E — 210 V à la première branche. 
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Solution. Par définition 
li — Égu () ; i3— Éga (£) ; uc= ER, (£). 
Obtenons à l’aide de la méthode classique (voir exemple 128) : 


] Re pt. >; A pt. 
A Ri+Ra Es Ri(Ri+RD * Din R, Es 


= R2 __pPt\ = — Rit Ro 

Uc=E RTR; (l—e"); p— RRÈ ‘ 
En supposant que dans ces expressions Æ = 1 V, trouvons: 

Ri+Re 

Shin «à 

O0 RER FRR TR ° 

__Ri+Ro 
gate MRC ; 
1 


Re Res 
nt ae, …— R1R 
AC ee D E 


En substituant aux diverses grandeurs leurs valeurs numériques, 
on obtient : 


Lu (6) = 0,00033 + 0,00067e"30S : 
Las (f) — 0,001e780!$ ; 


ka, (0) =+ (1—es0t), 


Exemple 145. Calculer la transmittance mutuelle entre la 
première et la troisième branche du schéma de la fig. 294, lorsqu'on 
applique une F.E.M. à la première branche et lorsque les paramètres ont 
les valeurs suivantes: R, = R: — 100 Q; L, = 1H; C—=100uF. 

Solution. Image du courant dans la troisième branche: 


RE 
:  PERaLyC + p(RaRoC + Ls}+Rit-Ro Mb)” 


Les racines de l’équation M (p) — 0 sont les suivantes (voir exem- 

ple 121): 
Pa= —100+j100; pa — 100— j 100. 
Soit E=1 V; ona alors conformément à la formule de décomposition : 
RoC R2C 

2 

… . 2PaRal1C + (R1R2C + Es) HE : 2p2RaL4C + (R1R2C + Li) 

Après substitution des valeurs des paramètres, des valeurs des raci- 

nes p, et p2 et utilisation de l'expression = — —= sin X nous 
obtenons : 


ePii, 


Lu () = is) = 0,01 7100! sin 100 f. 


pour E =] 
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Ainsi la transmittance mutuelle entre la troisième et la première 
branche du circuit de la fig. 294, pour les valeurs des paramètres ci-des- 
sus, peut être représentée par une sinusoïde 
amortie. 


Exemple 146. Soit dans le circuit de la 
fig. 325 u (t)—170 sin (314#+30°) V; Ri = 10Q; 
Re: = 5 Q ; R3= 15 Q ; L — 30 mH ;: Lo — 50 mA; 
M = 25 mi. 

Trouver i, (é) à l’aide de la formule de décom- 


position. 
: Solution. Ecrivons les équations à l’aide 
Fig. 325 de la méthode des courants fictifs maillés : 


4 D) IRi+Ro+p (La+ Lo+2M)]— 12 (p)IRe+p (La+ M}}=U (p); 
— 14 (p) {Ra +p (Le+ M)}+ 13 (p) (R2+ Ra+ pLo) = 0 


Leur solution en commun donne 


ADER Um Um (20+0,08p) NC) ; 
(p—J@) Zi (p)  (p—je) (0,000 875p2+2,60+275)  M(p) 
Les racines de l'équation M (p)=—0 sont : 
Py=314}; p2= —2860; p3——114s"1 
M' (p)=0,000 875p2 + 2,6p + 275 -L (p— jw) (0,00175p + 2,6) ; 
N (ps) = 170e330° (204 0,05.314j) —43016/68°20", 
N (pe) = 1708190 (20-— 0,05) = 123.170:e)210° 
N (p3)= 170e730° (20-—0,05.114) = 14,29.170-e390° ; 
M! (p3) = —0,000 875-314° + 9,6. 314j-L 275 — 188,7 j817 — 8386277 ; 
M' (p2) = 689° + j756 — 6930e76°16" ; 
M'(p3)= — 284,14 — 754j — 806e— 711040", 
On [qe ] = 
= Im [5,13-i(0t—8°40") + 3,03e3203°44",,—2860! Êe 3,01e/140°40 “er Tai] =! 
— 5,13 sin (wf—8%40)—1,16e 28604 1,976 1141 4, 


11 y a lieu de faire deux compléments à la section « Méthode opérationnelle ». 

1. Pour passer de l'image F (p) à la fonction du temps f (f}), qui lui correspond, 
on utilise souvent dans les ouvrages scientifiques et d'enseignement la transfor- 
mation inverse de Laplace, connue du cours de mathématiques! 


Y+ 00 
ne pt dp. 
O=5r \ Fo)ertap 
Y— Jo : 
La fonction F (p) est analytique dans le domaine Re p => y et tend vers zéro pour 
p > oc. En utilisant cette expression dans la pratique on remplace l'intégrale 


suivant une droite infinie, parallèle à l’axe des ordonnées, par une intégrale sur 
un chemin, embrassant tous les pôles de la fonction F (p): 


1 = 5e À F(p) ert dp. (a) 
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On appelle «& Pa » les valeurs de p, pour lesquelles F (p} devient infini. 
(P 
M (p) | 
les racines de l’équation M (p) = 0 ont une partie réelle négative, c’est-à-dire 
qu’elles sont situées dans la partie gauche du plan p, car c’est seulement dans ce 
cas que les composantes libres de f (f) pour f-—> « tendent vers zéro, Il est démon- 
tré dans la théorie des fonctions d’une variable complexe, que le deuxième membre 
de l’expression (a) est égal à la somme des résidus (Res} de la fonction sous le signe 

somme à tous ses pôles, c’est-à-dire 


TI & F (p)eP! dp= 1 Res F (p) et. 


ces pôles sont les racines de l’équation M (p) = 0. Toutes 


Lorsque F (p) — 


On appelle résidu d’une fonction pour un certain pôle la valeur dont diminue 
l'intégrale de cette fonction, divisée par 2n/j, lorsque la courbe d'intégration en 


se resserrant coupe ce pôle. Mais le résidu de la fonction > ePf en un pôle simple 
1 « NP) Pat : D N(px) Pit 
est égal à — e * . Par conséquent, ÿ (f) = ——— € À. 
pa est égalè ue, ARNO 2 tps) 


Ainsi, ên utilisant la transformation inverse de Laplace, on peut également 
établir la formule de décomposition (10.61). 

2. Ecrivons la formule de décomposition pour le cas de racines multiples. 
Supposons que l’équation M (p) = 0 ait g racines simples (4, Ps, . . . Py), une 
racine.p,., de multiplicité r et une racine p,, de multiplicité s. Dans ce cas la for- 
mule de décomposition doit être écrite de la manière suivante: 


Ne) SN (p4) oPR I dr [AGEN | + 
M) 7 1 M2) +1)! dpi M(P) P=P, 


1 d81 F N(b)(p—ps) 
FT) L dps”1 L M (p) 1 ° 


* * 
Là 


Discutons maintenant la troisième méthode de calcul des phénomènes 
transitoires dans les circuits électriques linéaires, à savoir du calcul à 
l’aide de l’intégrale de Duhamel. 

$S 304. Intégrale de Duhamel. En utilisant l’intégrale de Duhamel, 
nous désignerons par tv la variable d’intégration, en continuant à désigner 
par #{ l'instant pour lequel on désire calculer le courant dans le circuit. 
Supposons qu’à l'instant £ = O0, on branche la tension x (x) à un circuit à 
conditions initiales nulles (fig. 326). Pour trouver le courant dans le 
circuit à l’instant #, remplaçons la courbe par une courbe en escalier et 
totalisons les courants dus à la tension initiale x (0) et à tous les paliers de 
tension, agissant avec un certain retard. 

La tension w (0) à l’instant f engendre dans le circuit le courant 
u (0) g (À, où g (t) est la transmittance du circuit. | 

Un saut de tension se produit à l'instant t + Ar (fig. 326) 


Au = (%) At =u’(t) Ar. 
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Afin de trouver à l'instant { la composante du courant, due à ce saut 
de tension Au, il faut multiplier u” (t) Ar par la transmittance, en tenant 
compte du temps d'action du saut jusqu'à l'instant é. 

On voit sur la fig. 326 que ce temps est égal à £ — T — Ax. Par 
conséquent, l’accroissement du courant est : 


u' (rt) g(f—x— Ar) A 


Le courant total à l'instant # peut être obtenu en totalisant tous les 
courants particuliers, dus aux différents sauts et en Îles ajoutant au 
courant u (0) g (: 


i (6) = u (0) g (f)+ in (v) g(f—T— Ar) Ar. 


Le nombre des termes de cette somme est égal au nombre des paliers 
de la tension. Il est évident que cette courbe en escalier remplace d’au- 
tant mieux la courbe donnée, que 
le nombre des paliers est grand. 
TT À cette fin, remplaçons FA 
aval | are 19! fini de temps At par l'intervalle 

: (Ge) PAIE infiniment petit dr et passons de la 
somme à l'intégrale: 


L()=u (0) g (+ 


t 
\ u'(r)g(t— dr. (10.63) 


0 


Fig. 326 


L'expression (10.63) est appelée 
intégrale de Duhamel. 

L'intégrale de Duhamel peut être écrite sous une autre forme encore. 
Mais nous ne nous arrêterons pas aux autres formes d'écriture, puisqu'el- 
les ne comportent pas d'avantages substantiels sur l’expression (10.63). 

À l’aide de l’intégrale de Duhamel on peut trouver non seulement le 
courant, mais toute autre grandeur, la tension par exemple. Dans ce cas 
il faut faire figurer dans l'expression à la place de la transmittance 
g (f), la fonction transitoire en tension k (#. | 

S 305. Ordre des opérations de calcul à l’aide de l’intégrale de 
Duhamel, Ce calcul comprend quatre étapes. 

Première étape: calcul de la transmittance g (f) pour le circuit 
exatniné. 

Deuxième étape: calcul de g (£ — +). A cette fin il faut substituer 
(£ — +) à t dans l'expression de g (. 

Troisième étape: calcul de u”’ (1). Pour cela trouvons la dérivée de 
la tension donnée & (£) par rapport au temps f et dans l'expression ainsi 
obtenue substituons T à £. 

Quatrième étape : substitution des fonctions trouvées dans les éta- 
pes 1, 2 et 3 dans l'expression (10.63), intégration suivant la variable + 
et passage aux limites. 
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Exemple 147. Trouver ii — f(f) et u2 = f (tj au moment de 
l’enclenchement de l’interrupteur dans le circuit de la fig. 327, a. La 
tension de la source de F.E.M. 


u(t)=100(1—e#)V; a—=0,25s1; 
R=0,5Q;:L, 1H; M=0,5H. 


Fig. 327 


Solution. La transmittance d'un cireuit constituée par R et 
L branchés en série est : 


ee), 


où 


£g (Ë—T) = [l—e-bt—T)], 


Le premier terme du second membre de (10.63) disparaît, puisque 
u (0) = 0. Trouvons u’ (t): 
u'.(#= 100 (1— e"%t) — 100ae% ; 
u’ (t) = 100ae-% ; 
4 | Î 
(= \ u' (n) g(t—) dr = TT ea [1— 6-0] dr. 
Ô Ü 
Pour l'intégration on a teñu compte que ef ne dépend pas de +: 
ia (4) = 200 (1 + e— 0,5 — 20,251) À, 


Tension aux bornes de l’enroulement secondaire: 


ua (6) = M LL = 50 (e-0251 — 60,51) V, 
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$ 306. Utilisation de l’intégrale de Duhamel lorsque la tension a une 
forme compliquée. Soit la tension u (x) variant dans le temps suivant 
une loi compliquée, comme celle représentée sur la fig. 327, b par exerm- 
ple. La tension initiale est égale à u (0). Dans l'intervalle entre + = 0 
et t — {, la tension augmente progressivement et la loi de sa variation 
dans cet intervalle est u4 (9. À l’instant + = é, elle varie par saut de w, 
à u» et, ensuite, varie à nouveau progressivement en fonction du 
temps, mais cette fois suivant une autre loi w, (rt), que dans le premier 
intervalle. Pour % =:#f, la tension diminue par saut de la valeur u, 
à Zéro. 

On demande de trouver le courant pour chacun de ces trois inter- 
valles. Nous appellerons premier intervalle l’intervalle entre + — 0 et 
t = {, (non compris le saut de tension de w, à ux). Le deuxième inter- 
valle s'étend de 4 à f, y compris le saut de u, à u,, mais non compris 
le saut de u. à zéro. Le troisième intervalle, pour t >> #, comprend 
le saut de u, à zéro. | 

Effectuons comme auparavant l'intégration par rapport à v, é étant 
l'instant déterminé pour lequel on désire trouver Île courant. 

Le courant à un instant quelconque { est déterminé par l’action de 
toutes les tensions intervenues avant l'instant £. 

Pour le premier intervalle 

Î 


(bu (0)g (+ À ui Gr) gr) dr. 
0 
Pour le deuxième intervalle 
LE) = 4 (0) g (+ ui (0) g (7) dr + (us — ua) glé— 4) + 
() 


+\u (net dr. 
1 
Le terme (uy — u,) g (ft — ti) est dû au saut de tension de u, à us, 
à l’instant é.. 
Pour le troisième intervalle 


a. 3 


1 


L (= u (0) g (+ | ui (0) g (0 dr + (ue —u) g(t— 4) + 
0 


ta 
+ ui (n) gÉ—T) dr +(0—u) gt —H). 
l1 
Exemple 148. À [’instant £ — 0 on ferme l'interrupteur intercalé dans 
le circuit électrique de la fig. 327, a et la tension x ({) varie conformément à la 
courbe de [a fig. 327, b; u (0) — 50 Y. 
Dans le premier intervalle allant de4=0 à f = 4 = 4su (f)— 150 — 100 e-ai, 
où a—= 0,25 si ” 


408 


Dans le deuxième intervalle de t == 4 = 4 s à {= {2 — 6s uz (t) = 50+- 


+100 87%) où c = 0,4 s°1. 
Soit Ri = 0,5Q; L, — 1 H (à circuit secondaire ouvert), les paramètres du 
schéma de la fig. 327, a. | 
Trouver la loi de variation du courant ÿ, en fonction du temps pour les deux 
intervalles, ainsi que les valeurs du courant ÿ, pour # — 2s et pour {= 55. 


Solution. g (= A —e dt); = T0, s”1; 
1 


I re 
g(t—T)= le DCS), 


Dans le premier intervalle 
u; (t)=100ae°" ; 


l 
(= a (0) g (0 + À ui to g (td de LG ed + 
0 


LA 
sa Re \ ét se AE PI dr = 100 (1—e 0,5) 200 dLe-05t 990,25) 


e 


Pour #—2 s i—100(1—e-1)-+200 (1 +e-1—2e0,5) — 94,9 À. 
Dans le deuxième intervalle (y compris le saut up —uy — 36,9 V}. 


t1 t 
ds (=u (0) (04 À uit) 80 dr (uo—ua) gt) À ui (0 (0 dre 
Ô 1 
us (t)= — 100ceTettt; 


(ét) = 100 (1 —e70:5t)_L 9200 (1 4e trôt 900,284) SD [1 pe D 


SR | . gt+ ie eat] ect 
Pour t—=5s 


36,9 100-0,4 
a — — —2,5 : 2 eL rnopes. = —0,6 — a 
it 100 (1—e72,5) + 200 (14672261) TE (1e) TEE X 


X(—1,25e04 54095616 6—0,4.46—0,5) 1,6 
= 91,79 + 80 + 29— 14,67 — 186,12 À. 


$ 307. Comparaison de diverses méthodes de calcul des phénomènes 
transitoires. La méthode classique comme la méthode opérationnelle 
de calcul peuvent être utilisées pour la solution des problèmes rencontrés 
dans la pratique quelle que soit leur complexité. Chacun choisit la 
méthode qui lui convient mieux. 

Toutefois, il est indiscutable que la méthode classique reflète mieux 
l’essence physique du phénomène que la méthode opérationnelle, dans 
laquelle la solution des équations différentielles est nettement « mécani- 
sée ». Quant à l'intégrale de Duhamel, il est recommandé de l’employer 
lorsque la tension varie en fonction du temps suivant une loi com- 
pliquée, comme par exemple, en cas d’existence de sauts de tension 
(voir $ 306), ou lorsque la transmittance g (f) et/ou la tension agissantes 
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sur le circuit sont données sous forme de courbes (dans ce dernier cas 
l'intégrale de Duhamel est calculée par la méthode d'intégration numé- 
rique). 


* + 
*% 


Examinons maintenant certaines questions supplémentaires. On 
a souvent besoin dans [a pratique d’obtenir par voie électrique la 
dérivée ou l'intégrale du courant ou de la tension. 

S 308. Circuit électrique différentiateur le plus simple. La fig. 328, a 
représente un quadripôle qui peut être utilisé, dans certaines conditions 


BE FA DE dl 


Entrée | 4 . Sortie Entrée CR | Serbie 
| | L Le 6 cm! ! | 
enblt) | À Uspr (6) L Cut 4 Untlé) t)| Il er (Os PACE 
| SR É- 


Dur nu on em 


Fig. 328 


déterminées, comme circuit différentiateur le plus simple. Il est cons- 
titué par une résistance active R et une inductance L couplées en série. 
On a, conformément à la deuxième loi de Kirchhoff 


di , 
Ts FU Ri = Uent (6). 
Si les paramètres du circuit sont choisis de manière que L° — * soit net- 
tement inférieur à Ré, on a approximativement 


Ri A uenr(t) et Re “nt, 


Dans ces conditions la tension à Îa sortie du quadripôle 


di L  duent (#) 
Usor (£) = L TR Er 


est proportionnelle à la dérivée de la tension à son entrée. 
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S 309. Circuit électrique intégrateur le plus simple. La ïg. 328, b 
représente un quadripôle, dont la tension à la sortie est proportionnelle, 
dans certaines conditions déterminées, à l'intégrale de la tension d’en- 
trée. Ce quadripôle est constitué par À et C, branchés en série. Conformé- 
ment à la deuxième loi de Kirchhoîïf 


LR + Uc = ent (#). 


Choisissons les paramètres du circuit (R et C) de manière que la 
chute de tension wc soit nettement inférieure à £R ; on a alors appro- 
ximativement 

IR ent (f), = “m0, 
La tension à la sortie 
1 © "I 
or (= \ 1dt= 5 \ lent (6) dé, 


et la tension à la sortie est en effet proportionnelle à l'intégrale de la 
tension à l'entrée. 

La tension prélevée à la sortie des circuits différentiateurs et inté- 
grateurs .peut être délivrée pour observation ou enregistrement à un 
oscillographe cathodique ou électromagnétique (en supposant que ce 
dernier ait une résistance d'entrée suffisamment grande). 

$ 310. Utilisation de la méthode d’un générateur équivalent pour 
le calcul des phénomènes transitoires. La méthode du générateur équi- 
valent peut être utilisée avec succès pour le calcul des phénomènes tran- 
sitoires. Examinons cette méthode en l’appliquant au circuit triphasé 
de la fig. 328, c. Dans ce schéma 


ea = Em Sin (@f + @); 
e5 = Em Sin (@t — 120° + p) ; 
ec = Em sin (œf + 120° + p). 


Supposons que la résistance internel de la source de la F.E.M. tri- 
phasée est nulle, 

R et C sont insérés dans les phases B et €, K et L sont intercalées 
dans la phase À. On demande d'écrire l’image opérationnelle du courant 
dans la phase À, à l'instant de fermeture de l'interrupteur. 

Conformément à la méthode du générateur équivalent il faut diviser 
l’image opérationnelle de la tension de la branche ouverte UAom (p) 
par la somme de l’impédance opérationnelle de la branche mise sous 
tension Z\ (p) et de l’impédance opérationnelle d'entrée de l’ensemble du 
circuit par rapport aux points À et O’. Désignons-la par Z,» (p): 


Ü 07m (p) 
la (P}= ZA (P)+ Zent (P) 


Lorsque l'interrupteur est ouvert, la valeur instantanée de la tension 
{voir $ 145) est 


U nom —% Em Sin (of +) : 
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et son image 
dr ! 
UÜ 40-mv (p) 9 E p—jw ; 


1 | 
Za()=R+PL; Zen (= (R+ TZ). 
Par conséquent, 


_ _ 8EmCp — 
la P)= Go) @piLC-FEPRCT D 


Pour passer à la fonction du temps il faut faire appel à la formule de 
décomposition. 


En principe on agit exactement comme au $ 22 de la première partie de ce 
cours lorsque nous avons en expliqué l’application de la méthode d'un générateur 
équivalent au calcul des circuits à courant continu. 

L’ensermble du circuit, à l’exception de la branche dans laquelle a lieu la 
fermeture de l'interrupteur, est représenté par un dipôle actif. Désignons ces bornes 
de la branche comportant l'interrupteur par À et ©’. 

"  Introduisons dans ce circuit deux F.E.M. égales et de sens contraires & (f} 
et 6 (£). La valeur de chacune de ces F.E.M. est égale à la tension à vide aux bornes 
de la branche considérée; désignons-la par u4O'mv (). 

Ensuite fermons l'interrupteur et utilisons le principe de la superposition 
pour trouver le courant dans une branche quelconque du circuit. Représentons le 
courant dans cette branche, désigné par à (#), sous la forme de la somme de deux 
courants: à (£) = & (#}+i (6). 

Le courant £&” (é) est dû à toutes les F.E.M. du dipôle actif et à la F.E.M. e (#}, 
dirigée en opposition à 4#4O’mu (). 

:_ Le courant i” (fé) est dû uniquement à la F.E.M. e (f), dirigée dans le même 
sens que u4O'mv (f). 

Du fait que la F.E.M. « (f) est dirigée à l’encontre de la tension #40'mv (6), 
le courant à’ (f)} dans la branche raccordée reste nul, comme il l’a été auparavant, 
et les couranis dans les autres branches du circuit conservent la- valeur qu'ils 
avaient avant la fermeture de l'interrupteur. Quant au courant £” (#) il est trouvé 
en fonction de la F.E.M. ea (f) = uao'mo (t) lorsque les conditions initiales sont 
nulles pour l'ensemble du circuit. 

Il y a lieu de remarquer en conclusion que lorsqu'on procède à l'ouverture d'un 
interrupteur dans l'une des branches quelconques du circuit, sans déroger aux lois 
de la commutation, les courants dans les autres branches du circuit, après coupure 
de la branche mentionnée, peuvent être trouvés par voie de superposition de deux 
régimes suivants: 

premier régime — celui qui existait avant la commutation; 

deuxième régime — celui qui s'établit dans les branches appropriées d’un 
circuit passif à conditions initiales nulles par suite du branchement d’une source 
de courant dans [a branche à couper. 

La source fournit un courant égal et de sens contraire au courant circulant 
dans la branche à couper. à 

Exemple 149. Pour illustrer la méthode de calcul des phénomès transi- 
toires par introduction d’une source de courant, trouvons pour le schéma 312 de 
l'exemple 130 le courant ë lors de l’ouverture d’un interrupteur dans la troisième 


branche. Nous avons après l’ouverture de l'interrupteur is = (Hi 
il = 0,5 À — courant avant la commutation 


ill __ courant provenant de la source de courant 


i3 — 0,5 À (continu dans le cas présent) dans le circuit de la fig. 328, d. 


L'image du courant ill est 


I, R' 
la (P)= 13 Ry+ Ro+pL L 
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Par conséquent, 


Ri+R5 
I1__  /3k: Pour Le __ —100t, y, 
re 7e LS = 0,1 (1 —e ) À : 


ë = 0,5 0,1 (1 — e-190{) ce qui correspond au résultat obtenu dans l'exemple 130. 


$ 311. Phénomènes transitoires sous l'effet des impulsions de tension. 
Le courant circulant dans un circuit quelconque, aussi compliqué soit-il, 
sous l’effet d’une impulsion de tension agissant sur ce circuit, représenté 
sur la fig. 329, a, peut être trouvé, par 
exemple, par les trois méthodes suivantes : 

1. Utilisation de l'intégrale de Du- 
hamel. 

2. Lorsque {<f;, le courant est 
calculé de la même manière que sous 
l'effet d’une tension continue U. 

Pour {=> #, la tension agissant sur le 
système est nulle. Par conséquent, le 
système est libéré des F.E.M. agissantes 
et sera traversé par des courants libres, 
dont les valeurs initiales correspondent 
aux courants totaux du circuit pour 
l —— li. . 

8. L’impulsion est représentée sous la 
forme de deux tensions continues. La 
tension positive Ü agit à partir de l’instant 
é—= 0; la tension négative U agit à partir 
de l'instant # — #,. Pour <<, les 
courants dans le circuit ne dépendent que 
de la tension U. 

Pour {>> #1 les courants dépendent 
des deux tensions, compte tenu du retard 
égal à f de la deuxième tension sur la 
première. 

‘Expliquons la troisième méthode 
à l’aide de l’exemple suivant. Supposons 
qu'il faut trouver le courant dans un circuit 
lorsque ce dernier est branché sous une 
tension ayant la forme d’un triangle 
isocèle, représenté sur la fig. 329, b; 
ce problème est résolu en trois étapes. 

On commence par calculer le courant dans l'intervalle de temps 
allant de { — 0 à {<f,, ce courant étant dû à l’effet de la tension w, — 
— kt (fig. 329, c). Ensuite, pour l'intervalle de temps >>, trou- 
vons le courant circulant dans le circuit, sous l'effet de deux tensions 
(fig. 329, cet d): de la tension u, — kt, continuant d'agir, et de la tension 
additionnelle uw; —— 2 ki, qui commence à agir à partir de l’ins- 
tant é — li. 


Fig. 329 
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Pour l'intervalle de temps # => f, le courant est déterminé par l'effet 
de trois tensions : les tensions z4 et u,, continuant d’agir et de la tension 
us = kt, qui commence à agir à partir de l’ins- 
c L tant é = f, (pour { >, la somme des tensions 

uy, u, et u, de la fig. 329, e est nulle). 
Parmi les trois méthodes énumérées, c’est 
la première qui est la plus économique er 

#, Ro général. 


$ 311a. Certains circuits possédant des propriétés. 
particulières. Si dans les circuits de la fig. 330 on 


prend Ri= He R et si on écrit les résistances 


opérationnelles, il s’avère que ces résistances sont égales. 
à R. Ceci veut dire que pour le rapport mentionné des 
paramètres dans Îa partie non ramifiée des deux 
circuits, le courant varie en fonction du temps suivant 
Fig. 330 la même loi qui régit la variation de la tension 
à l’entrée du circuit. 


Tableau des valeurs des fonctions hyperbolique et exponentielle 


x Lo or los los loslosloëlozlosl oo 10! 1,2 
æ 1 [rio l19l135| 1,49! 1,65! 1,89! 2,01! 2.92 9,461 2/79| 3!30 
sh x | 0,00 10:10 | 0:20 | 0:30 LT 0252! 0,64] 0,76! 0:89 1:08 1.17| 1:51 
ch x | 100) 1,005] 1,02| 1,04) 1,08; 1,13 1,18] 1,25) 1,34) 1,49 1,45! 1,81 
. | 1,4 611,8 12,0 |2,5130135140145| s | 55] 6 

| ex la 05| 4/95 6:05] 7:30 19 18l20:09l33.11154:6 lo0 148 [2447 |400 
shx ,1,90| 2:38! 2,94 | 3:63 | 6,05110,01/16,54127,29|45,00! 74,20 122,3 |200 

| chx | 2.15 2,58, 3,10) 3,76| 6,13/10,07/16,57/27,3 


:30145,01| 74.21:122,3 |200 


$S 311b. Notions sur les fonctions de transfert et les réponses en fréquence 
d'éléments et de systèmes. Dans certains domaines de la technique et, en parti- 
culier, dans la théorie de la régulation automatique on évalue la stabilité et le 


a) ) 


) 


Fig. 331 


caractère du phénomène transitoire d’après l'allure de la réponse en fréquence 
du système. Le système est subdivisé en général en plusieurs éléments ou cellules. 

Chaque élément peut être schématiquement représenté soit sous la forme d’un 
certain quadripôle (fig. 331, a), soit sous la forme d’un schéma unifilaire, comme 
celui figurant sur la fig. 331, b. Les grandeurs de sortie x,,. et celles d’entrée xs 
peuvent être des grandeurs électriques, comme par exemple le courant, la tension, 
la charge ou des grandeurs non électriques, comme par exemple une coordonnée 
où la vitesse de déplacement d’un corps quelconque d'un système mécanique. 

Sur la fig. 331, a Uont est la tension d'entrée et V,.- est la tension de sortie. 

Si le système comprend plusieurs éléments, les grandeurs d’entrée et de sortie 
sont munies d'indices numériques. Quel que soit le schéma de connexions intérieu- 
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res de chaque élément, on peut toujours représenter l'image opérationnelle de 
la grandeur de sortie xs, (p) à l’aide de l'image opérationnelle de la grandeur 
d'entrée Xent (P): 

Xsor (P) = Xent (p) K (p). 


Le coefficient de proportionnalité K (p) entre xsor (p) et xent (Pp) est appelé 
fonction de transfert de l’élément considéré: 


K (p)= Le | (10.64) 


La fonction de transfert, qui dépend du schéma des connexions intérieures 
de l’élément, est une fonction de l’opérateur p. 


0 0 100 246 
ü) 6) €) 


Fig. 332 


DTTS 


À titre d'exemple, écrivons l’expression de la fonction de transfert du qua- 
dripôle de la fig. 332, a. L’image opérationnelle de Îa tension de sortie U;sor (p) 
s'exprime comme suit en fonction de l’image opérationnelle de la tension d’entrée 
Uent (p): 


u 
U gor (P) = ent R, 


Cp 
d’où Vue (p) 
K(pje or iee © 
(P) Uent(P) Pp+a” 
2 
ou ST PR 


La notion de la réponse en fréquence d’un élément est étroitement liée à celle 
de la fonction de transfert de cet élément. 

On obtient l'expression de la réponse en fréquence en partant de celle de fonc- 
tion de transfert en remplaçant [’opérateur p par jo, où © — fréquence angulaire: 


.\ __ #sor (jo) : | 


K (jw) — nombre complexe, qui peut être exprimé sous formes algébrique et 
exponentielle : 


K (jw)=U + jV = Aeï9, 


A= VU3+F Vi, parte. 

La fonction U — f (w) est appelée réponse en fréquence réelle de l'élément 
ou du système respectivement. La fonction V =} (@) est la réponse en fréquence 
imaginaire. La fonction À — ÿ (@) est la réponse en amplitude, tandis que q = 
— f(w) est [a réponse en phase. La fonction À — f (Ig w) est appelée réponse 
logarithmique en fréquence. La caractéristique Ae?%, construite en coordonnées 
polaires, est appelée réponse en amplitude et en phase, en fonction de la fréquence. 
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À titre d'exemple construisons la fonction K (jw) en coordonnées U, }V vl 
écrivons en coordonnées U, & la fonction U = f (@) pour . quadripôle de la 


fig. 332, a. À cette fin substituons dans l’expression K (p) — nr jo à p et abte- 


nons 
_{o(a— jo) _ 


KGo)=———— Ts 7 at? = Tr Ti RER ° 


Ainsi, pour l'exemple considéré 


2 aw 
EE et V = —— à 
a? + o? a? + 2 


En conférant à & des différentes valeurs, par exemple, = 0; 0,5; 1; 2; 


10; ...; on peut calculer les valeurs de Ü et V et construire dans le plan com- 

plexe la fonction K (jo) = f () en coordonnées cartésierines, telle qu'elle est re- 

pere sur la fig. 332, b. La fig. 332, c représente la réponse en fréquence réelle 
= f (©) pour le quadripôle de la fig. 332, la. 

Les réponses en fréquence de divers éléments et du système dans son ensemble 
peuvent être déterminées soit par voie de calculs, si on connaît les schémas de 
connexions intérieures des éléments et les valeurs de leurs paramètres, soit par 
voie expérimentale. Pour déterminer les courbes de réponse par voie expérimen- 
tale, on procède comme suit: 

‘On applique à l’entrée de l’élément (ou de l’ensemble du système une tension 
sinusoïdale à amplitude constante et, en faisant varier la fréquence de 0 à sa valeur 
maximale possible {théoriquement jusqu’à l'infini), on relève l’amplitude et la 
phase de la grandeur de sortie. Le rapport de l’amplitude de la grandeur de sortie 
à l'amplitude de ja grandeur d’entrée donne la valeur À, tandis que le déphasage 
de la valeur de sortie par rapport à celle de l’entrée donne la valeur de ®. 

Revenons à la question des fonctions de transfert. Supposons que le système 
soit constitué par plusieurs éléments, trois par exemple, couplés en série (fig. 331 c). 
Désignons par K1 (p) la fonction de transfert du premier élément, par X2 (p} celle 
du second et par K3 (p) celle du troisième. On peut exprimer alors les images opé- 
rationnelles des grandeurs de sortie de ces éléments à l’aide des images opération- 
nelles de leurs grandeurs d’entrée : 


x2 (p}= %1 (D) Ka (p), 
x3(p)= x2(p) K2(P), 
x (P)= Xx3 (p) K3 (pb). 
Afin d’exprimer la valeur de sortie x, (bp) de l’ensemble du système en fonction 


de la valeur d’entrée x, (p}, multiplions entre elles les trois lignes écrites ci-des- 
sus. Nous obtenons 


X2 (p) x3 (p) x4 (p) = x1 (p) K4 Cp) x2 (p) Ko (bp) x3 (p) K3(p) 


Par conséquent, 


X1 (p)= x1 (p) K (bp) 
K (p)= Ka (p) Ka(p) Ka (p). (10.66) 


Ainsi, pour obtenir la fonction de transfert de plusieurs éléments couplés en 
série, il suffit de multiplier entre elles les fonctions de transfert de chacun de ces 
éléments. 

$ 312a. Caractéristiques des problèmes de synthèse. On appelle syntèse d'un 
circuit électrique linéaire la détermination de la structure du circuit et le caicul 
des valeurs numériques des éléments R, L et C qui la composent en partant des 


jci 
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expressions opérationnelles connues de ce circuit ou des caractéristiques en fonc- 
tion du temps, lorsqu'une impulsion de forme déterminée agit à son entrée. Pour 
la même expression opérationnelle, prise comme expression de départ pour la 
synthèse, il peut exister plusieurs circuits de structure différente. Par conséquent, 
après avoir obtenu plusieurs solutions, il faut choisir la mieux appropriée parmi 
elles, en se basant sur telles ou telles considérations. Les critériums le plus souvent 
utilisés pour le choix définitif d’un schéma sont le prix de revient, l’encombre- 
ment et le poids du dispositif. 

Les problèmes de synthèse se posent et doivent être résolus dans la théorie 
des filtres à circuits multiples, et celle des circuits correcteurs utilisés dans l’auto- 
matique, les communications, la radiotechnique, aïînsi qu’en cybernétique pour 
la réalisation des dispositifs de prévision et d’aplatissement. 

La synthèse a été étudiée suivant les deux voies principales ci-après. La pre- 
mière voie consiste à effectuer la synthèse à partir des fonctions opérationnelles 
connues [à partir de Z (p} pour les dipôles et à partir de la fonction de transfert 
pour les quadripôles *. Dans la deuxième voie la synthèse est effectuée suivant 
les caractéristiques en fonction du temps, c'est-à-dire d’après la réponse connue 
en fonction du temps du système à l’action d’une impulsion de forme rectangu- 
laire classique. | | 

Ces deux voies se complètent réciproquement et développent l'une l’autre. 
À l'heure actuelle, les résultats les plus intéressants ont été obtenus de la première 
de ces voies. 

$ 312b. Conditions auxquelles doivent satisfaire les impédances d'entrée des 
dipôles. Si on représente l’impédance d'entrée d’un dipôle sous forme d’un rapport 
de deux polynômes, écrits suivant les puissances décroissantes de l’opérateur p 


Z (p)= N (p) an Pt anal +... + ap +ao 


M(p) bmp + bmp it... Lbip+ bo ! (a) 


les cing conditions suivantes doivent être satisfaites: 


1. Tous les coefficients a et b, au numérateur, comme au dénominateur de 
Z (p} doivent être positifs. 


2. La puissance la plus élevée du polynôme du numérateur, n, ne peut dif- 
férer de la puissance supérieure du polynôme du dénominateur, m, de plus de 


l'unité. La même condition doit être respectée pour les plus petites puissances du 
numérateur et du dénominateur. 


3. Si on appelle, par convention, zéros de Z (p} les valeurs de p pour Îes- 
quelles Z (p) = 0, et pôles de Z (p) les valeurs de p pour lesquelles Z (p} = oo, 


les zéros et les pôles doivent se trouver uniquement dans Île demi-plan 
gauche p. 


4, Les zéros disposés sur l’axe imaginaire du plan p ne peuvent être que sim- 
ples, mais non multiples. 


5. Si on substitue jo à p dans l’expression Z (p), on doit avoir pour tout w 
ReZ (jo) > ©. 

Expliquons ces conditions. 

I1 résulte du $ 264 que les phénomènes libres sont décrits par des termes de 


la forme Aze?*t et doivent s’amortir obligatoirement avec le temps. Les px sont 


les racines de.l’équation Z (p} — 0. Mais les termes de la forme AzeP?t ne peuvent 
s’amortir que lorsque la partie réelle de P,; est négative. Il en découle que les zéros 


de l'équation Z (p) — Ô doivent se trouver obligatoirement dans le demi-plan 
gauche de p. 


Comme il existe pour chaque dipôle un dipôle dual et que l’admittance d’en- 


trée du dipôle dual est Y (p) — 2) , où À est un certain coefficient ayant les di- 


* Balabanian N. Network Synthesis. Prentice-Hall Inc., 1958. 
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mensions de Q2 (voir $ 162}, l’impédance d'entrée du dipôle dual est égale à 75 | 


Les zéros du dipôle dual, jouant le rôle des pôles du dipôle initial, doivent être 
également situés dans le demi-plan gauche de p. | 

“Il a été indiqué dans le cours de mathématiques que si l'équation N (p) = 0 
a deux racines multiples, les termes qui leur correspondent dans la solution doivent 


être pris sous la forme suivante: (C Ce t)ePl, Si on admettait l'existence de 
deux racines multiples p — jf sur l’axe imaginaire, la composante libre qui cor- 


respond à ces racines. (C1+ C2 t) efPt croîtrait jusqu’à l'infini, ce qui est physi- 
quement impossible. Tous les coefficients à et b au numérateur et au dénominateur 
de Z (p) doivent être positifs. Si cette condition n’était pas satisfaite, il y aurait, 
conformément à un lemme, découlant du théorème de Hurwitz (voir $ 370), parmi 
les racines de l’équation Z (p) — 0 des racines à partie réelle positive. 
Expliquons maintenant pourquoi la puissance m peut différer de la puissance 
n de l’unité au maximum. Supposons que la puissance » soit supérieure de 2 à la 
Juissance n. Alors p —- oo sera une racine double pour Z (p}. Mais tout ce qui a 
Fes pour p —> co peut être considéré comme se déroulant sur l’axe imaginaire du 
plan p (puisque l’axe imaginaire va à l’infini). On aurait alors une racine multiple 
sur l’axe imaginaire, ce qui est impossible. 
En effectuant le même raisonnement pour le dipôle dual, on peut s'assurer 
que la puissance 7 ne peut pas être supérieure à la puissance m de plus d’une unité. 
Si dans Z (p) on substitue jo à p, Z (jo) représente l’impédance complexe 
du dipôle en régime sinusoïdal permanent à fréquence &, et Re Z (jo) est la partie 
réelle de l’impédance d’entrée. Lorsque le dipôle comprend des résistances actives 
sa ReZ (jæ) = 0 (il consomme une puissance active 7? Re {jw). Si, par contre, 
ce dipôle est purement réactif, sa Re Z (j®) = 0. Dans le cas général pour un 
dipôle passif on doit toujours avoir ReZ(j@) > 0. 
Ecrivons à titre d'exemple plusieurs expressions de la forme W (p} et cherchons 
si elles peuvent représenter des impédances d’entrée de dipôles : 


1) 5p—6 2) 20p2+ 120 +6 | 
25p2 + 12p +2 12p4 + 8p3 L12p2+13p+1 ” 


8) __8p?+p+1 , 4) __2p+p+l 
pé+pè+p+l (o+l)}(p2+1 


La première expression ne peut représenter Z (p), car l'un des coefficients de 
son numérateur est négatif. La deuxième et la troisième expression ne peuvent 
non plus représenter Z (p). Pour la deuxième, ceci provient de ce que la plus haute 
puissance de p au dénumérateur est supérieure de 2 à la plus haute puissance de p 
au numérateur. La troisième expression ne peut être Z {p) parce que 


3p?+p+1 7 (1—o)(1—20?) 


(1 ut} (1 +0?) 


Re pi+pi+p+l 


est négatif dans le domaine des valeurs w, allant de 0,707 à 1. La quatrième 
expression satisfait à toutes les conditions énmérées ci-dessus et, par consé- 
quent, peut représenter Z (p) d’un certain dipôle. Il existe plusieurs moyens de 
réaliser les dipôles en partant d’une impédance donnée, satisfaisant aux condi- 
tions énumérées au $ 312b. Les deux moyens de réalisation principaux seront 
examinés aux $ 313a et b. | 

Outre les propriétés générales de Z (p) mentionnées ci-dessus, il est utile d’avoir 
en vue les propriétés de Z (p) pour des dipôles ne comprenant que R, C ou R, L 
ou L, C. | | 

Les dipôles R, C et R, L ont des zéros et des pôles, simples qui alternent sur 
le demi-axe négatif du plan p. Pour. les dipôles À. C, le point singulier le plus 
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proche de l’origine des coordonnées est un pôle; il n’y a pas de pôle à l'infini. 
Pour les dipôles du type R, L, le point singulier le plus proche de l'origine est 
un zéro. P = O0 n'est pas un pôle. Les dipôles L, C ont alternativement des zéros 
et des pôles simples sur l’axe imaginaire. Les puissances des polynômes au numé- 
rateur et au dénominateur diffèrent d’une unité. 

$ 313a. Réalisation des dipôles à l’aide d’un circuit en échelle. Expliquons 
d'abord la notion d’une fraction continue. On appelle fraction continue une frac- 
tion de la forme 


'E 
et 
0 
c+... 
Il s'avère que l’impédance d’entrée ou l’admittance d'entrée d’un échelle, du type 
représenté sur la fig. 333, a, pour lequel les impédances longitudinales sont dési- 


gnées par Z41, Z:, Z et les admittances transversales par Ÿ2, Ÿ4,, Ÿ peut être rep- 
résentée par une fraction continue. 


a+ 


7 18/5 3/8 J0/361 


(EN 
S 
S 
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| 


c) 


Fig. 333 


Effectuons certaines opérations pour nous en assurer. Trouvons en premier 
lieu l'admittance d'entrée de la partie droite du circuit par rapport aux bornes 


1 
Z5+1 
Ye 
du circuit par rapport aux bornes mn, compte tenu de la branche à admittance Y,, 


mn. Cette impédance est égale à . L’admittance globale de la partie droite 


l 
est Yi, + 251: 


Ve 
L'impédance d’entrée par rapport aux mêmes bornes 
a 
Lo 
Fit 1 
ARE EES 
5 Ye 


27* 419: 


En poursuivant le même procédé, nous trouvons que l’impédance d'entrée de l'en- 
semble du circuit est 


A 7 (b) 
M ed 


Zs+- - 


Ainsi nous nous trouvons en face du problème du passage de l'expression (a) à l’ex- 
pression (b). En d’autres termes, nous avons à résoudre le problème de la détermi- 
nation consécutive dans un ordre déterminé des éléments d’un circuit en échelle 
(Zi, Zss Z5 . .« Ye, Va, Ye . . .), en partant de l’expression (a). 

À cette fin: 1) disposons les polynômes N (P} et M {p) soit suivant les pus 
sances croissantes, soit suivant les puissances décroissantes de p; 

2) divisons ces polynômes l’un par l’autre en ayant soin d’obtenir au cours 
de la division des termes positifs (et non pas négatifs) et ne contenant pas p en 
pe supérieure à 1; . 

8) Si au cours de la division il est nécessaire de passer de la disposition des 
polynômes suivant les puissances décroissantes à leur disposition suivant les puis- 
sances croissantes, cette opération est parfaitement admissible, 

En divisant le polynôme N par le polynôme M on obtient un quotient Z, el 


un reste _ Autrement dit, 


0 Î 
Z=Zi+-g = Zit mn 
7 
En divisant LL on obtient le quotient Y, et le reste =. Mais à: = Z3+ 
(67 O, 06 
0 à 
+ SI Zs + 2 . Par conséquent, — = Ÿ: + 
O2 0: 5. un 
Os Z3 Oo 


os 
En partant de ce qui vient d’être dit, le processus du calcul consécutif des 
éléments peut être représenté par le schéma suivant : 


N |M 
M Zil Zi 
M | © 
NAREZ 
Q | 
O0, Z:l 2. 
O Yil Ÿ, 
0, | à 


. + 9 ne = es 


Examinons un exemple numérique. 

Exemple 150. On demande de trouver les paramètres des circuits en échelle 
pour lesquels Z (p} — he 

: ps + 3p 

suivant les puissances décroissantes de p et ensuite (pour réaliser un deuxième 
circuit suivant ses puissances croissantes. Comme où le verra par la suite, il n’est 
pas nécessaire au cours de la division dans ces deux cas de passer de la disposition 
suivant les puissances décroissantes à la disposition suivant les puissances crois- 
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, en disposant au début les polynômes à diviser 


santes de p. Effectuons la division en disposant les termes suivant les puissances 
décroissantes. 


p#+9p?+8| p°+3p 
___P#+3p2? p— 2: 
p$+3p | 6pi+8 
..8 |I1 
A Eee, 
P + 6 P 6 p Ya 
36 
6p 0 P 23 
10, 6 
6 5 
10 [a 2774 
6 
0. 


On voit sur la fig. 333, b un schéma, sur lequel sont indiqués respectivernent 
en henrys et en farads les valeurs des inductances et des capacités, obtenues au 
cours de la division, lorsque les termes étaient disposés suivant les puissances 
décroissantes de p *. Procédons maintenant à la division en disposant les termes 
suivant les puissances croissantes de p: 


8+Ip2+p4 | 3p+p$ 
8 8 1 
— p2 Let nt 
8+ P 3 D Zi 
3 19 2 4 
Sp+p$ | 3 p?+p 
9 19 1 
perle 
$p+- 5 À | De 
19 10 
—— p? 4 __n3 
3 P°+pf|-5 P 
19 _ 361 ! 
== pà te re 
3 P 30 p Z3 
—— p$ p# 
10 10 1] 
ICS ETES 


Le schéma et les paramètres pour ce deuxième cas sont donnés sur la fig. 338, c. 
Examinons ensuite un exemple mettant en évidence la nécessité, rencontrée 
parfois au cours de la division de changer l'ordre de la disposition des termes. 
On demande de réaliser le schéma en échelle suivant 
240) = +304 21 | 
p2+2p+1 299 4Spt2p+1 | 298-291 


p—+ 21 
20° +209 Ep. 
2p2+2p+1} p?+p+i 
2p?+2p+2 2 
— 1 
* Du fait que ces exemples ont un caractère purement illustratif, on ne doit 


pas attacher d'importance à ce que les inductances et les capacités dans ces exem- 
ples peuvent prendre des valeurs difficilement réalisables en pratique. 
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Du fait qu'on a obtenu des termes négatifs, il faut arrêter la division et passer 
à la disposition suivant les puissances croissantes de p. | 


1+2p+2p2 |1+p+p? 
1+p+p? |1-+}Ye 
l+p+p?| p+p? 
p+p? VS 
_P 
pè| p? 


— 


> Z 


p? 
l 
É 
p & 


Le schéma correspondant est représenté sur la fig. 333, d. 
Remarquons en conclusion qu’on peut rencontrer des Z (p) qui ne peuvent 
être représentés par un schéma en échelle. {1 faut alors recourir à la deuxième mé- 


thode de réalisation décrite dans le paragraphe suivant. 
313b. Réalisation d’un dipôle par la méthode de recherche consécutive 


des composantes les plus simples. A titre d'introduction à la deuxième méthode 
de réalisation d'un dipôle, écrivons les impédances opérationnelles pour 


£ L +. 
M ét 
p+ 


Z(p}=%  Z(b)=a,p 
4 dj=b F 2(p} 2% 208 
al j Zp= k {tp dé pete PM 
PRES ê 1 
p + . pt+u Lk 
0) b) c) a) 
Â 
| 1 1 
m2 1 
1 | Z(p}=<R+pl Zf») = PTE rp)= 21 = 2URp,., 
pi=——© = + L 2, T 24 @£ 
p+ LP 1 PR Pin 
RC {= —<{ pi Lo 
p+f rp}=—À 
P+ 
9 f) g) ÿ, 
Fig. 334 


les dipôles les plus simples, à un ou deux éléments. Les fig. 334, a, b,c,dete 
représentent les dipôles les plus simples et les impédances opérationnelles qui 
leur correspondent. Les impédances et les admittances sont inscrites sur la fig. 
334, f, g et l’admittance seule sur la fig. 334, h. Pour la fig. 334, a la PAPAQIE 


C— ——. Pour ia fig. 334, b l’inductance L = &. Pour la fig. 334, c 2a — a. 


l R | 
et -@! LC: Pour la fig. 834, d'a Rx et MR He Pour la fig. 834, € 


., Le principe de cette méthode consiste à représenter l'impédance donnée Z (p) 
sous la forme suivante (voir schéma de la fig. 336, a): 


2aRp 

_ Go,  — 

ZE mp4 + D pas + Z1(P) (c) 

Une inductance branchée en série Fe au premier terme (&p) et une capa- 
E:- 2arp 


cité en série — correspond au deuxième. Chaque terme de la forme PEER 
&o k 
représente une maille en résonance parallèle, branchée en série. Le terme 


axD , . T e e . 
PURE correspond aux deux pôles P4,2 = + jo, se trouvant sur l’axe imaginaire 
| k 


+) 


à) ) o) 
Fig. 335 


du plan p. L' impédance Zi(p) ne comprend plus de pôles sur l’axe imaginaire. On 
appelle fonction à réactance minimale la fonction Z, (p}, sans pôles sur l’axe 
imaginaire. 

Les cas suivants peuvent se présenter pour Z4 (p): 


* a 
a) ZA (p)= ÿ UE | Dans ce cas cette fonction est réalisée par un cou- 


plage en série des vis de la fig. 334, d'; 
b) Z ()= > nr bo. Ici l’impédance Z (p} est réalisée sous forme 


d'une résistance active & et des dipôles de la fig. 334, e, branchés en série avec 


cette résistance; 
c) Zi (p) = bo. Zi (p) est réalisé sous forme d’une résistance active bo. 
a est le résidu de la fonction Z (p) au pôle p — 0. 
| N (0) 
ap Res Z = -—— . 
0— PE (p) M (0) 


. 2a 
Le coefficient a, dans l'expression 3 Gr est calculé comme le résidu de la 


fonction Z (p) au pôle p = j@y (il sera de même égal au résidu de L fonction Z (p)} 


pour p = — jw;, puisque tous deux sont réels). 
N (j@x) 
ag =Res Z _ 
. ri dr: (ox) 


Rappelons la définition du résidu d'une fonction f (p) d'une variable com- 
plexe p. On appelle résidu de la fonction, en un certain pôle, la grandeur dont 


l 
diminuera l'intégrale circulaire x: $ (p) dp, divisée par 2xj, lorsque en se 
resserrant le chemin d'intégration cohpe le pôle en question. Ainsi, par exemple, 


N 
si la fonction f (p) = Z CT a trois pôles P2, Paz, Pe (voir fig. 335, a) la valeur 
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de l'intégrale, divisée par 2nj, est égale à la somme des résidus (Res) en 
ces pôles : | 


y Pi dp= Xi Res (p) 


—pP3, Da, P6 


Après avoir trouvé a, on peut calculer Lx et C4 du dipôle de la fig. 334, c: 


ORNE. 


 Cr= ———— 
77 OCR 


Ce dipôle peut être réalisé non seulement suivant son impédance d’entrée Z (p), 


mais également suivant son admittance d'entrée Y P)=Z Gp) Y (p) est alors 
représenté sous la forme suivante (voir fig. 336, b): 


’ 2a,p 
L lr ! do k | 
FAR pee + 2 Free) oi + Yo (p). (1) 


Conformément à la fonction {d) ce dipôle peut être réalisé sous la forme d’un cou- 


plage en parallèle de la capacité a;, de l'inductance & , des dipôles du type de lu 


Fig. 336 


fig. 334, k (les termes de la forme Correspondent à ces dipôles) et du dipôle 


az 
p?+ 0} 
à admittance réactive minimale Ÿ (p), ne comprenant pas de pôles sur l’axe ima- 
ginaire. Les coeïficients a et a;! sont déterminés en calculant les résidus de Ia fonc- 


tion Ÿ (p), respectivement pour p = 0 pour p = j®s. 


Si la fonction Y» (p) — > Pr , on peut la réaliser sous la forme d’un couplage 


en parallèle des dipôles de la fig. 334, e. Si la fonction Y2 CEDDEET on la 


réalise en couplant en parallèle les dipôles de la fig. 334, g. I] ne faut pas oublier 
qu’en réalisant un dipôle suivant son impédance Z (p) sous la forme d’un couplage 
en série des dipôles les plus simples, il peut s’avérer rationnel à partir d’une cer- 
taine étape de passer à l’admittance et ensuite procéder à la réalisation à l’aide 
de dipôles couplés en parallèle. Ce passage peut devenir nécessaire, par exemple, 
lorsque la partie restante à réaliser de Z (p) est nulle pour p — 0. Ce zéro corres- 
pond au pôle Y (p}), pour lequel p — 0 et qui est réalisé à l’aide d’une capacité. 
EÉxaminons maintenant deux exemples numériques. 
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3p2+2p+2 ne 
Premier exemple: réaliser Z PE EREE , Puisque Z(p} a un 


pôle pour p— 0, on peut isoler dans ce circuit la capacité couplée en série 
=— , où 
ao 
2 
ap = Res Z(p}—— —=1. 
Dr (P}= 
Z (p} n'a pas de pôles sur l’axe imaginaire. Par conséquent, elle ne comprend pas 


de dipôles branchés en série du type de la fig. 334, c. Cherchons maintenant quelle 
est l’impédance Z (p) (qu'il reste à réaliser, appelons-la Z3 (p)): 


a 
Z = (ph 
Z3 (p) a un zéro pour p = 0. Pour réaliser la partie restante du circuit pas- 


sons à l'admittance 
p?+ 2p + 2 
Y — 2 — 5 ——— 

3 5 (p+2 
Au pôle p—0 de cette admittance correspond l’inductance 

a; = Res Y3(p)=1. 

p—=0 

l1 reste à réaliser 


_ D DEP: 0 LI 
PAPE SE) te de: 


Au terme _ , conformément à la fig. 334, £ correspond la branche constituée 


par R=19Qet C=+ F, couplées en série. Conformément à Ja fig. 334, F, à l'ad- 
1 


mittance Ga HEDONS la branche comprenant L = 2H et R = 2Q. Le schéma 
ainsi obtenu est représenté sur la fig. 335, b. 
Deuxième exemple : réaliser Z (p) — 2DnDe pe . Z(p) n’a pas de pôle pour 
p°+pi+p+l 


p = Det, par conséquent, il n’y a pas de capacité branchée en série dans le dipôle 
cherché, Z (p) a deux pôles P4, à — + j disposés sur l’axe imaginaire. Isolons à 
maille en résonance parallèle de la fig. 334, c correspondant à ces deux pôles 
p3+ p2+2p —jl+2i , Î 
az = Res Z (SEX) _ Pen ne PERS 
RS ZE Joe; T3 


__—83+9j+1 
Gb eh op de; 
RTS ? kR—=1l, . #T'oiCr . 


Trouvons maintenant la fonction à réactance minimum : 


P P 
Z'=r (pes. 
à (P) =. (p) DE pti 

Conformément à la fig. 334, d Z;, (p) est réalisé sous forme d’un couplage en paral- 
lèle de la résistance active de IQ et de l’inductance de 1/7. Le schéma du dipôle 
cherché est représenté sur la fig. 336, c. 

314a. Considérations sur Îles quadripôles à phase minimale et à phase non 
minimale. 11 a été indiqué au $ 311b que la fonction de transfert d’un quadripôle 
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est égale au rapport de l’image opérationnelle de la grandeur de sortie à l'image 
opérationnelle de la grandeur. d'entrée. Dans le présent paragraphe noùs allons 
examiner l’une des propriétés de la fonction de transfert et la classification des 
quadripôles, basée sur cetteipropriété. Les autres propriétés des quadripôles, 
importantes pour la synthèse, seront examinées au $ 314b. u 

De même que l’impédance d’entrée d’un dipôle Z (p) peut être représentée sous 
la forme de rapport de deux polynômes de puissances p, la fonction de transfert 
du quadripôle Æ (p) peut être également représentée sous la forme de rapport de 
deux polynômes de puissances p. Les valeurs de p pour lesquelles X (p) = 0 sont 
appelées les zéros de Ia fonction de transfer celles, pour lesquelles. X (p}) = .0 sont 
les pôles de cette fonction. Les pôlés À (p} se trouvent toujours dans le demi-plan 
gauche de p. Quant aux zéros de X (p) une partie de ces zéros peut atissi bien se 
trouver dans le cas le plus général dans le demi-plan droit de p. Conformément 
à la disposition de zéros de ia fonction de transfert, tous les quadripôles peuvent 
être classés en quadripôles à phase minimale et en quadripôles à phase non 
minimale. - Le TT LE À 

On appelle quadripôles à phase minimale (Ph.M.}) les quadripôles dont tous 
les zéros de la fonction de transfert sont disposés dans le demi-plan gauche de p. 
Pour les quadripôles à phase non minimale (Ph.N.M.) une partie des zéros au 
moins se trouve dans le demi-plan droit de p. 

Cette dénomination est due à ce que pour des valeurs identiques des modules 
des fonctions de transfert Ph.M. et Ph.N.M., la phase de la fonction de transfert 
d’un quadripôle Ph. M. est plus petite que celle de [a fonction de transfert d'un 
quadripôle Ph. N. M. Expliquons-le. A cette fin décomposons le nurnérateur et 
le dénominateur de la fonction de transfert en facteurs suivants: * 


__(P—p1)(P—p3) -.:(P—Pn) 
RO pe) (p = pi) + (PP) ‘ 


Ici P1, Pa ... Pn — Zéros et Po, Pa .… Pm — pôles de la fonction de transfert. Les 
zéros comme les pôles sont, en général, des nombres complexes. Si on étudie le 
ionctionnement d'un quadripôle en régime sinusoïdal permanent, à fréquence w 
variable, on peut substituer jo à p dans k (p). Chacun des binômes (p — p4) peut 
être représenté sous une. forme exponentielle comme phei®R, Ici pk — module 
et @, — argument du nombre complexe (p — px). L'angle m est compté à partir 
de l’axe + 1 du plan complexe dans le sens inverse des aiguilles. d’une montre 
jusqu’au sens positif du vecteur (p — p;}). On peut donc écrire 


K(p= Ps" Pr togt Ho-rtqi+eT 


PP. Pin 


Comparons les expressions pour les deux fonctions de transfert 


br po _ P—PI ’ P—P: 

iK° = et X = ——— . 

NDS = PE, | 
Supposons que p, et p; soient égaux en module et sont réels. Le zéro de la première 
expression se trouve dans le demi-plan gauche de p (fig. 337, a) et le zéro de la 
deuxième expression pi = — ps est situé dans le demi-plan droit de p (fig. 337, b). 
Soit une tension sinusoïdale de fréquence © agissant à l'entrée des deux quadri- 
pôles. À une certaine fréquence concrète correspond le point a sur l’axe +- j du 
plan complexe. Formons les différences (p — p4) et (p — po) de la fig. 337, a ainsi 
que les différences (p — p;) et (p — p2) de Ja fig. 337, b: 


PP ba eva V2) cn IP) 

P—P2 Pa P—P2 Ps : 
Les modules deces fonctions de transfert sont les mêmes et égaux à Pi , tandis que 
leurs arguments sont différents. L’argument (p; — 2) du premier quadripôle èst 
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plus petit que l'argument (®; —.®p2) du deuxième. Le quadripôle à fonction de 
transiert K” (p) est un quadripôle à phase minimale, tandis que le quadripôle à 
K" (p) est un quadripôle à phase non minimale. 

Dans un quadripôle Ph.M. le module et l’argument de la fonction de transfert 
sont liés par une fonction univoque. 
Par contre, dans les quadripôles Ph.N.M. le module de fonction de transfert 


n’est pas une fonction univoque de l'argument de cette fonction. 


a) b) 


Fig. 337 


Cherchons maintenant comment on peut déterminer pour un quadripôle, re- 
présenté par sa fonction de transfert ou par l'un de ses paramètres Z ou Ÿ, s'il peut 
être réalisé au point de vue physique. | | | 

$ 314b.' Conditions auxquelles doivent satisfaire les paramètres des quadri- 
pôles, ainsi que leur fonction de transfert. | 

Avant d'aborder l’ensemble du problème posé, rappelons les équations fon- 
damentales d'un quadripôle passii, écrites d’abord sous la forme Z et 
ensuite sous la forme Y. 


Us = 424 + IaZi | (e) 


Us = 11294 + 12292. 


Les schémas nécessaires pour. déterminer expérimentalement Zi4, Zoo et Zy2 sont 
représentés sur les fig. 338, a et b. Z11 — impédance d’entrée d’un quädripôle par 


Fig. 338 


rapport aux bornes 1 — 1, les bornes 2-2 étant ouvertes (au $ 119 elle était 
désignée également par Zio), Z22 — impédance d'entrée par rapport aux bornes 
2—2, les bornes 1——1 étant ouvertes (au $ 119 elle était désignée par Z20), Zy2 — 
impédance mutuelle entre les branches d'entrée et de sortie. Pour le circuit de la 


fig. 338,a la tension aux bornes 2—2 est Uss= Ze et A = 4 . Par conséquent, 
11 


: e Z Lé ‘ Lé à] Le [] 2 Lé 
Uro= UE. Conformément au théorème de réciprocité Zi2 = Zi. 
11 | 
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Equations du quadripôle, écrites sous la forme Y': 
T3 = U3Y as + UoY 40 | 
T2 = UV ai + UoY 2. 


Les schémas permettant de calculer par voie expérimentale Y4,, Yo et Y4 
— Ÿ21 sont représentés sur la fig. 338, c et d. Y4, représente l’admittance 
d'entrée d’un quadripôle par rapport aux bornes 1—1, les bornes 2-2 étant court- 
circuitées. Y22 est l’impédance d'entrée par rapport aux bornes 2-—2, les bornes 
1—1 étant court-circuitées. Il y a lieu de remarquer que le sens positif pour le 


courant L, dans les équations (d) et (e) est choisi comme étant contraire au sens 
positif pour le courant /:, représenté sur la fig. 135. Les relations suivantes.exis- 
tent entre les paramètres Z et Y 


(D) 


Y  Y2* 
Zi=T) Zy2 = Zai — A ; 2n= y: [Y1=Y11Y22— Yi 
Z — Z Z l 
et Vu=TT: Ya=Yu= TE: Ya Tr): [21= 5 Zi1222 — Zi. 


Si on désigne les résidus des fonctions Z414, Z22, Z12 pour le pôle considéré respecti- 
vement par Kw, Koz, et K42, la relation suivante entre les résidus sera vraie en un 
pôle quelconque de ces fonctions 


KaaK22 — Kia > 0. (w) 


Cette relation est appelée condition des résidus. La démonstration en est faite par 

les méthodes de l’algèbre matricielle et nous n’allons pas la reproduire ici, car 

elle est très fastidieuse. La condition (g) indique que la matrice des résidus 

des paramètres Z n’est pas négative aux pôles. Pour Îes paramètres Y la condi- 

tion (g} est également vraie et il faut entendre dans ce cas par K41, Ko2 et Kyo 

respectivement les résidus aux pôles des fonctions Yy1, Ÿoo et Ya. 
Remarquons à cette occasion, que si la condition 


K1K 22 — Ka = 0 


est satisfaite pour un pôle, on dit que ce pôle est compact. Si Z (ou Y) sont des 
paramètres, dont tous les pôles satisfont à la condition de compacité on les appelle 
paramètres Z (ou Y) compacts. 

Les impédances d'entrée du quadripôle par rapport aux bornes 1-1, les bor- 
nes 2—2 étant en marche à vide (m0) ou en court-circuit (cc), ainsi que les impé- 
dances d'entrée par rapport aux bornes 2-2, les bornes 1—1 étant en marche à 
à vide ou en court-circuit, doivent satisfaire aux mêmes conditions que les impé- 
dances d'entrée des dipôles ($ 312b). 

En outre, si Z sont les paramètres d’un quadripôle quelconque ils doivent pour 
une fréquence quelconque © (p — jo} satisfaire à la condition dite condition de 
la partie réelle (condition de Gewertz): 

ri1722 — Tia > D. (h} 


Ici r34 — Re Zu (j@}, ro = Re Zoo (jo) et r12 = Re Zi12 (jo). La relation (3) 
découle du fait que Z (matrice d’un quadripôle passif) est une matrice positive et 
réelle. Les expressions (g) et (h) imposent des limitations à la valeur du gain Q 
du quadripôle dont on effectue la synthèse. Pour les paramètres Y la condition de 
la partie réelle s'écrit comme suit: 


Li1822 — La > 0. (i) 
gu Re Yu(io); g22=Re Ya (ja) et g12= Re Fo (JO). 
* Le signe — devant Y42 s'explique par Le choix du sens positif pour le courant 


1: (conformément à la fig, 338). 
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Ici. 


Dans les ouvrages consacrés à la synthèse des quadripôles on utilise également 
certaines autres notions et théorèmes (conditions) complémentaires, non mention- 
nées par nous jusqu'ici. Présentons les principales d’entre elles. 

S’il n'existe pas de borne commune dans les branches d'entrée et de sortie d’un 
quadripôle sans induction mutuelle, ces quadripôles sont appelés équilibrés. 
Si cette borne commune existe, le quadripôle est appelé non équilibré. Au point 
de vue pratique, les quadripôles non équilibrés sont plus avantageux que les 
quadripôles équilibrés puisqu'ils contiennent un nombre moindre d’éléments. 

Les quadripôles non équilibrés doivent satisfaire à la condition de Fialkov 
et Herst. Cette condition s’énonce comme suit: 

a) les coefficients de p au numérateur et au dénominateur des fonctions 
—Yy2, Yu et Yo ne doivent pas être négatifs; 

b) les coefficients des puissances de p dans — Y42 ne doivent pas être supé- 
rieurs aux coefficients de mêmes puissances de p dans Y4, ou ŸY22. Il est entendu 
que si on a un facteur commun au numérateur et au dénominateur de la fonction 
considérée, il n’est pas réduit. | 

Lors de la synthèse d’un quadripôle on part habituellement de sa fonction de 
transfert. Cette fonction peut être donnée de manières différentes. Ainsi, elle peut 
être donnée sous forme de fonction de transfert en tension ou en courant, en pré- 
sence et en l’absence d’une charge à la sortie du quadripôle, en tenant compte ou 
en négligeant la résistance d'entrée de la source d’alimentation, etc. Très souvent, 
dans les manuels traitant de la synthèse des circuits on la donne sous forme de 
fonction de transfert en tension, l'alimentation se faisant du côté des bornes 1—1], 
les bornes 2— 2 étant ouvertes (fig. 338, a). Nous la désignerons par Km (P)} = 


= Kumps Sans oublier que dans les ouvrages spéciaux on la désigne souvent 
aussi par T2 


Les pôles de Ky,, sont formés par les zéros de Z1,, qui ne sont pas en même 


temps les zéros de Z12, ainsi que par les pôles Z12, qui ne sont pas en même temps 
les pôles de Zy4. 
Kumr Peut être représenté sous forme de rapport de deux polynômes à 


puissances décroissantes de p: 
AnP° + an1p 14... + ap + 9 
bmp + bmp LE... + b1p + bo 
Si on met en facteur a, au numérateur et b, au dénominateur on obtient 


$ 


Kumo = 


ni An1 bn br 60 
GT HE AIT 
mo Om m bm-1 m—1 bi bp 
p + bm D + se + bm P Em 
On, 


La grandeur =. désignée par À (ou Q) est appelée coefficient d'amplification (gain) 


Dm 
d'un quadripôle. 

Comme nous l'avons déjà dit, pour résoudre les problèmes de synthèse des 
quadripôles, il faut connaître les propriétés de K4,, et de ses composantes Z12, 
Zu ou — ŸYy2 et Ÿ22. Certaines de ces propriétés ont été déjà indiquées dans le pré- 
sent paragraphe. Complétons-les par d’autres non moins importantes, en omettant 
leurs démonstrations (ces démonstrations peuvent être trouvées dans les manuels 
de synthèse spécialisés). h 

Plus loin, dans la section I nous énumérons les propriétés les plus importantes 
pour la synthèse de Zy1, Zuo, Vans Va, Kumys CeS propriétés doivent être satis- 
faites pour n'importe quel quadripôle passif. Dans les sections 11 à V nous exami- 
aons les propriétés complémentaires, possédées par certaines espèces particulières 
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de quadripôles, à savoir : dans la section II, les propriétés complémentaires d’un 
quadripôle équilibré; dans la section III celles d’un quadripôle non équilibré 
et dans la section IV celles d’un circuit en échelle. Pour un cas encore plus parti- 
culier, à savoir pour un circuit en échelle, constitué uniquement par des résistan- 
ces actives et des capacités, les propriétés de Z41, Ze, Yu, Ye et K,,,, sont 
énumérées dans la section V. | on 

I. Conditions auxquelles doivent satisfaire Zi, Zi, Yu, Vas et Ku,., pour 


tous les quadripôles passifs. 
À. Condition des résidus et condition de la partie réelle. 
B. Conditions qui doivent être satisfaites aux pôles des fonctions. 
1. Les pôles de Zir, Yyr et Kun ne peuvent se trouver dans le demi-plan 


droit. 2. Ka, ne peut avoir de pôle ni à l’origine ni à l'infini. 3. Les pôles de Zi» 
et Y12 sur l’axe j® sont simples et ieurs résidus réels. 4. Les pôles de K2,, sur 


l'axe j sont simples et leurs résidus imaginaires. 
.. C. Conditions qui doivent être satisfaites pour Îles zéros des fonctions. Les 
zéros de Zi, Vo, Kumo Peuvent être multiples et se trouver en un point quel- 


couque du plan p. 
IT. La fonction de transiert K,,,, d'un quadripôle non équilibré sans 


inductance mutuelle possède les propriétés suivantes : 

1. Ses zéros peuvent se trouver dans le plan complexe partout, sauf.sur l’axe 
réel positif. 2. Pour les valeurs positives et réelles de p la fonction de transfert est 
comprise entre 0 et 1. 3, Les coefficients du numérateur de la fonction de transfert 
sont positifs (certains d’entre eux peuvent être nuls) et ne sont pas supérieurs aux 
coefficients correspondants du dénumérateur, sous réserve que les facteurs communs 
dans cette fonction n'ont pas été réduits. 

JIT. Propriétés de la fonction de transfert Ku,,, des quadripôles équilibrés : 


1. Les zéros de la fonction de transfert peuvent se trouver en un point quel- 
conque du plan complexe, y compris l'axe réel positif. 

2. Pour des valeurs positives réelles de p, la valeur de la fonction de transfert 

est comprise entre — ] et + 1. Ces valeurs extrêmes peuvent être obtenues seule- 
ment pour p — 0 ou pour p = œ ou dans les deux de ces cas. 
8. Les coeîfficients du numérateur de la fonction de transfert peuvent être 
négatifs sans être supérieurs en valeurs absolues aux coefficients correspondants 
du dénominateur, sous réserve que les facteurs communs dans la fonction n’ont 
pas été réduits. ne 

Les circuits en échelle sont un cas particulier d’un quadripôle à borne commu- 
ne (non équilibré). | 

IV. La fonction de transfert des circuits en échelle possède une propriété 
complémentaire: ses zéros ne peuvent se trouver dans le demi-plan droit. 

V. Dans un cas encore plus particulier, celui d’un circuit en échelle assemblé 
uniquement de résistances actives et de capacités, les zéros de la fonction de 
transfert ne peuvent se trouver que sur l’axe négatif réel. 

Pour: les quadripôles RC en échelle les zéros et les pôles Y 4 sont simples et 
se trouvent sur l’axe réel négatif et alternent. Les pôles Y,2, également disposés 
sur l’axe réel négatif, sont simples. Les zéros Y12 peuvent être situés sur l’axe réel 
négatif, mais peuvent également être complexes et même se trouver dans le demi- 
plan droit. 

Examinons l'exemple ie plus simple. Soit pour un certain quadripôle 

= (PE DRE) Se = PE00) 
(+245) (p+2)(p+5) 
d’un circuit RC en échelle. On peut réaliser les quadripôles à Y4, et Y42 donnés 
sous forme d’un circuit RC en échelle, puisque les fonctions Ÿ1 et V2 satisfont 
aux conditions énumérées dans IV et V. 

Après avoir examiné les propriétés communes des paramètres d'entrée et 
mutuels et des fonctions de transfert de divers types de quadripôles, passons au 
problème de la réalisation d’un quadripôle en partant de sa fonction de transfert 
imposée et en supposant que cette fonction soit physiquement réalisable. [1 existe 
beaucoup de méthodes de réalisation d’un quadripôle. Certaines de ces méthodes 
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Etablir s’il peut être réalisé à l’aide 


reposent sur la fonction de transfert du quadripôle fonctionnant à vide. Dans les 
autres on utilise la fonction de transfert d’un quadripôle, débitant sur une résis- 
tance active adaptée. Dans ce dernier cas on suppose que la charge est égale à 1 
et on l'appelle charge normalisée. 

Etant donné qu'en réalité la charge n’est pas en général égale à 1Q il faut, 
après avoir déterminé la forme du circuit et les valeurs des paramètres, recalculer 
des valeurs numériques des paramètres afin que son impédance d'entrée soit égale 
non pas à 14 mais à la valeur donnée de la charge. Nous examinons plus loin deux 
modes de réalisation. Le premier mode ($ 315a) dans lequel on part de la fonction 
de transfert à vide donnée, satisfaisant aux conditions de la fonction de transfert 
d’un quadripôle RC. Dans le deuxième mode ($ 315b), 
on utilise la fonction de transfert donnée pour une 
charge normalisée. 

$ 315a. Synthèse des quadripôles constitués par des 
circuits RC en FT. Un quadripôle en l, représenté sur 
la fig. 339, est un diviseur de tension. Sa fonction de 
transiert en tension à vide est : 


U2(p) ___ Z2(p) () 


ES 


Ui(p) Zip} +Z2(p)' Fig. 339 


Par la suite nous écrirons à la place de Z; (p) et Z2 (p) 

Z1 et Z2 respectivement. Supposons qu’à l’aide d’un ; 

quadripôle en T, constitué par des éléments RC il faut réaliser la fonction de 
transfert en tension à vide suivante: 


N 
Un M . (k) 


| N pe 
Ici N et M sont des polynômes disposés suivant les puissances de PT satisfait 


aux conditions imposées à la fonction de transfert des quadripôles, constilués à 
partir des éléments RC et examinés au $ 314b. Ecrivons que les deuxièmes 


membres de (k) et (j) sont 


M Zi+2Z° 


Divisons. le numérateur «et le dénominateur du deuxième membre de (l) par un 
certain polynôme, Q = Q (p), choisi de manière qu’il soit du même degré que les 
polynômes .N et M et que ses racines alternent avec les racines des équations. 
N=0et M = 0. On a alors 


D @) 


LS 
Z3 __ Q. — 
PERS 
@ s 
N M—N 
En partant de l'équation (m) trouvons Z: = — et Z = : 


Ensuite réalisons les dipôles Z1 et Z2 en partant de leurs impédances opéra- 
tionnelles ainsi trouvées. Cette opération est faite conformément aux $ 313a et b. 

S 315b. Méthode de réalisation de la fonction de transfert d'un quadripôle par 
introduction des dipôles d'appoint. Cette méthode consiste en ce qui suit : 

1. La fonction de transfert en tension À (p) pour un quadripôle à charge nor- 
malisée, c’est-à-dire constituée par une résistance active Ze, = Rer = 1@, qu'on 
désire réaliser, est représentée d'abord sous forme de produit des fonctions de 
transfert de la forme 

bip+ci à MPHEbiP+U 
bop+ Co  G2p?+ bp + C2 
431 


Dans des cas particuliers certains des coefficients de ces expressions peuvent être 
nuls. En décomposant K (p) en facteurs il faut veiller à ce que les zéros complexes 
conjugués (et les pôles) ne se trouvent pas séparés et à ce que la fonction de trans- 
jert 7 chaque quadripôle puisse être réalisée physiquement. 
insi 
_nl@+#+Ps) (Hp)... (P+Pn) K 
RP D GEn)eeot on 0 RME RE 
Ici Q’—gain. 


2. Le quadripôle cherché est réalisé en branchant par étages des quadripôles 
les plus simples à charge adaptée, dont chacun est monté suivant un schéma en l 
(fig. 340, a). Chaque quadripôle de la fig. 340, a comprend les impédances 
Z4 et Z2, munies d’accents, dont le nombre correspond à celui du quadripôle en 
question, à partir du commencement, et d'un dipôle d'appoint (une impédance 


Fig. 340 


à admittance Ÿ,2), représenté en pointillé et également pourvu d’un nombre 
approprié d’accents, couplé en parallèle aux bornes d'entrée de chaque quadripôle. 

Les impédances Z1 et Z: jouent le rôle d'un diviseur de tension; quant aux 
impédances à admittance Y,2; on les choisit à l'étape finale du calcul de chaque 
quadripôle (et c’est pour cela qu'ils sont représentés en pointillé sur le schéma), 
pour que l’impédance d'entrée de chaque quadripôle soit égale à l'unité. 

3. Le calcul des Z1, Z2 et ŸY£p de chaque quadripôle se fait en partant de la 
fonction de transfert K (p) connue pour chaque quadripôle, afin que l’impédance 
d’entrée de ce quadripôle soit égale à 1Q, lorsque sa charge est aussi égale à 1Q. 

Si on désigne l’impédance des Zi et Zer, couplés en parallèle (fig. 340b) 


_- 1 — ZiZch e . e e 
par AV 77 la fonction de transfert en tension de chaque quadripôle 
est 

_ __ 22 
K (p)= Zo + Ze , (n) 


Mais la fonction de transfert de chaque quadripôle peut être représentée comme 
suit dans sa forme générale: | | 


K(P=Q Fe. (0) 


Ici: Q — gain, N (p)et M(p) — polynômes en p et pour lesquels, conformé- 
ment au point 1, la puissance de chaque polynôme ne peut être supérieure à 2. 


Formons l'expression rs — 1 en utilisant d'abord la formule (n) et ensuite la 
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formule (0) et écrivons ensuite que les résultats obtenus sont égaux. En partant de 


l'expression (n) nous avons Fr — 1 = ZŸYe. En partant de (o) nous obtenons 


_1_ M); _M()—QN) 
, K (p) QN (p) QN (p) 
Par conséquent, 
y _M(p)—QN (p) | 
ZaŸ e— — ON n) 


fer Venir 2 La quantité YA est choisie arbitraire- 


C : 
ment et, par conséquent, il existe plusieurs versions possibles pour chaque quadri- 
pôle. Par exemple, on peut prendre Ÿ; — 0. Dans ces conditions Ÿ, — 1. Nous 
obtenons ainsi l'une des solutions possibles. Nous avons une deuxième solution 
possible si nous supposons que Ÿ, soit constitué par l’inductance L. Dans ce cas 


VE et Ye = 1 + 9 A0 La troisième solution possible est Y4— pC et 


Ye = 1 + pC, etc. Après avoir choisi Ÿ4, on trouve en partant de l’expression 
(p) que Zap — Nes et on réalise cette impédance par une méthode quelcon- 
que connue de réalisation de dipôles, en essayant d’obtenir un gain Q aussi grand 
que possible. 

L'étape final de calcul de chaque quadripôle comprend la détermination de 
l’admittance Y,2 du dipôle d'appoint (fig. 340, c), en partant de ce que l’impé- 
dance d'entrée du quadripôle a, et par conséquent, son admittance d'entrée doit 
être égale à l'unité: 


Le 5 EF > 
LA nn tp zez un + 
NUE 7 


On trouve ainsi Yp et on réalise ensuite le dipôle d’appoint. 
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CHAPITRE X! 


RÉGIMES PERMANENTS DANS LES CIRCUITS 
ÉLECTRIQUES ET MAGNÉTIQUES COMPRENANT 
DES LIGNES À PARAMÈTRES DISTRIBUÉS. 
BASES DE LA THÉORIE DES FILTRES ÉLECTRIQUES 


$ 316. Introduction et définitions fondamentales. Nous examinerons 
dans le présent chapitre les bases de Ia théorie des régimes permanents 
dans les circuits électriques et magnétiques comprenant des lignes à 
paramètres distribués. 

On appelle lignes électriques à paramètres distribués les lignes dans 
lesquelles le courant et la tension varient continûment lorsqu'on passe 
d'un point (d’une section) de la ligne à un autre point voisin. 


Fig. 341 


On appelle lignes magnétiques à paramètres distribués des lignes le 
long desquelles le flux magnétique et l'intensité magnétique varient 
continüment lorsqu'on passe d’un point de la ligne à un point voisin. 

L'effet de variation continue du courant (ou du flux) ainsi que l’ef- 
fet de variation continue de la tension électrique (de l’intensité magnéti- 
que) le long d’une ligne est dû à l'existence dans ces lignes des impédan- 
ces transversales et: longitudinales distribuées (fig. 341, a). 

Le schéma de la fig. 341, a représente un tronçon de ligne à paramèë- 
tres distribués. Désignons par dx un élément infiniment petit de lon- 
gueur de la ligne. 

Appelons Z1, Ze, Za… les impédances longitudinales (série); elles 
comprennent les impédances des conducteurs direct et de retour. Les 
impédances Zi, Z:, Zs... sont appelées impédances transversales. 

Du fait des fuites de courant à travers l'impédance Z;, le courant i 
n'est pas égal au courant à. De même le courant ÿ; n'est pas égal au 
courant i, etc. La tension entre les points a et b n'est pas égale non 
plus à la tension entre les points c et d, etc. 

Dans les lignes électriques à paramètres distribués les impédances 
longitudinales sont constituées par les résistances actives des conducteurs 
de la ligne et par les inductances de deux tronçons parallèles de fa 
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ligne de longueur dx. Les impédances transversales (schunt) sont consti- 
tuées par les résistances de fuites, dues aux perditances de l'isolement 
entre les conducteurs de la ligne, et par les capacités, constituées par les 
éléments (tronçons) en regard de la ligne. Dans les lignes magnétiques 
à paramètres distribués les impédances longitudinales sont constituées par 
les réluctances propres des noyaux magnétiques dont est formée la ligne 
magnétique, tandis que les impédances transversales sont dues aux fuites 
du flux magnétique dans l’air entre les tronçons en regard de la ligne. 

Les lignes à paramètres distribués sont appelées homogènes si toutes 
les impédances longitudinales des tronçons de même longueur de la ligne 
sont égales entre elles et si toutes les impédances transversales des tron- 
çons de même longueur de la ligne sont de même égales les unes aux 
autres. Ainsi la section de la ligne de la fig. 341, a est considérée comme 
homogène si A CE Zo a Z3 = se — Z, = Zs —. Ze. 

Une ligne à paramètres distribués est appelée hétérogène si ces 
impédances longitudinales sont différentes ou si ces impédances trans- 
versales ne sont pas égales entre elles, 

En outre, les lignes à paramètres distribués peuvent être subdivisées 
en deux groupes importants: lignes non linéaires et linéaires. Dans les 
lignes non linéaires à paramètres distribués les impédances longitudina- 
les et/ou transversales sont des fonctions des courants qui y circulent, 
tandis que dans les lignes linéaires les impédances longitudinales et 
transversales ne dépendent pas des courants qui y circulent. 

On peut citer comme exemple d’une ligne électrique non linéaire 
à paramètres distribués une ligne électrique de transport d’énergie à 
haute tension, lorsqu'il existe entre les conducteurs de cette ligne une 
décharge silencieuse, appelée effet de couronne. Dans ce cas la capacité 
entre les tronçons en regard de la ligne est fonction de la tension entre 
ces tronçons. | 

On peut citer comme exemple d’une ligne magnétique non linéaire 
à paramètres distribués, une ligne constituée par des noyaux magné- 
tiques placés en parallèle et pouvant être saturés au cours du fonction- 
nement de la ligne. Lorsqu'on parie d’une ligne à paramètres distribués, 
on a tendance de rattacher ce terme à des lignes de transport d'énergie 
électrique à puissance élevée et de grande longueur, aux lignes de liai- 
son téléphoniques et télégraphiques par câbles aériens ou souterrains, 
aux lignes constituées par les rails du block-système dans les’ transports 
ferroviaires, aux antennes en radiotechnique et à d’autres lignes ou 
installations similaires. 

Pourtant on rencontre des lignes à paramètres distribués même lors- 
qu'il n’existe pas de «lignes» proprement dites. Ainsi une bobine d’induc- 
tance quelconque constitue, à rigoureusement parler, une ligne à para- 
mêtres distribués. En effet il existe une capacité entre deux spires voisines 
de la bobine, de même qu'entre deux corps quelconques (fig. 341, b). 
En outre, il existe une capacité entre chaque spire et la masse de l’appa- 
reil (la terre). 

Lorsque la bobine est parcourue par un courant alternatif, un courant 
circule à travers les capacités interspires et la capacité par rapport à la 
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terre. Pour la même tension entre les spires voisines le courant circulant 
dans ces capacités sera d’autant plus grand que la fréquence du courant 
alternatif est élevée. Pour des fréquences basses (égales à des dizaines, 
des centaines et des milliers. de hertz) le courant à travers les capacités 
sera infiniment petit par rapport aux courants circulant dans les spires 
de la bobine et on peut négliger dans les calculs l’existence des capacités, 
comme ceci a été fait jusqu'ici *. Par contre, si la fréquence du courant 
est très grande, de l’ordre des millions et même des milliards de hertz, 
par exemple, les courants à travers les capacités peuvent devenir nette- 
ment supérieurs aux courants circulant dans les spires de la bobine. 
Dans ce cas la bobine dans son ensemble oppose au passage du courant 
alternatif une réactance capacitive et non pas inductive et acquiert de 
ce fait une propriété différente. À des fréquences intermédiaires de l’or- 
dre de centaines de kilohertz une bobine d’inductance, à moins qu’on ne 
prenne des mesures de précaution spéciales, est une ligne typique à para- 
mêtres distribués. Si en outre, la bobine d’inductance est enroulée sur 
un noyau en acier, pouvant être saturé, et lorsque la fréquence du cou- 
rant est suffisamment élevée, un tel dispositif dans son ensemble 
constitue une combinaison compliquée de circuits électrique et magnéti- 
que non linéaires, à paramètres distribués. 

Le cours d’électrotechnique théorique ne traite que des circuits 
linéaires homogènes, à paramètres distribués. Toute la théorie exposée 
se rapporte.aux lignes électriques à paramètres distribués fonctionnant en 
courant alternatif. La théorie des circuits électriques homogènes, liné- 
aires, à paramètres distribués, en courant continu, découle directement 
de la théorie des circuits à courant alternatif si on considère que leur 
fréquence angulaire est nulle. 

La théorie des lignes magnétiques homogènes linéaires à courant 
continu est analogue en principe à la théorie des lignes électriques homo- 
gènes linéaires à paramètres distribués, à condition d'utiliser dans les 
équations le flux magnétique à la place du courant, l'intensité magné- 
tique à la place de la tension électrique, la réluctance longitudinale à la 
place de la résistance active longitudinale, la perméance transversale 
à la place de l’admittance transversale. 

- $ 317. Formation des équations différentielles pour les lignes homo- 
gènes à paramètres distribués. Soit R, la résistance longitudinale active 
linéique de la ligne, Lo son inductance linéique, Co sa capacité linéique 
et G sa perditance transversale linéique. Il y a lieu de souligner ici 
que la perditance transversale G n’est pas une valeur inverse de la résistan- 
ce longitudinale Ro. 

Divisons la ligne en tronçons de longueur dx (fig. 342) ; x — distance 
calculée à partir du commencement de la ligne. Pour la longueur dx, la 
résistance active est égale à R, dx, l'inductance à Z, dx, la perdi- 
tance à G dxet la capacité à Co dx. Désignons par à le courant au 


* Par la suite {voir $$ 341—345) en étudiant la théorie des filtres électriques 
fonctionnant à des fréquences relativement basses, nous ne tiendrons pas compte 
non plus de l'existence des capacités distribuées dans les bobines d'inductance 
elles-mêmes. | 
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commencement du tronçon considéré de la ligne et par w la tension entre 
les conducteurs de la ligne au commencement de ce tronçon. Le courant, 
comme la tension, est en général une fonction de la distance x le long 
de la ligne et du temps f. Par conséquent, nous aurons affaire par la suite 
dans les équations aux dérivées partielles de et de à par rapport au temps 
t et à la distance x. 

Soit i{ le courant au commencement du tronçon examiné de la ligne, 
à un certain instant {; par suite de l’existence de fuites du courant à tra- 
vers l'élément transversal de la ligne, 
le courant à l'extrémité du tronçon au Z dx 


même instant f est égal alorsài+ Tdx; Û 
; CC sem 
S est la vitesse de variation du courant 

le long de l'axe des x. Cette vitesse + Ur 
multipliée par la distance dx donne Z 
l'accroissement du courant le long du 
tronçon dx. 


De même, si la tension au commen- 
cement du tronçon est z, elle devient 


u + dx à l’extrémité de ce tronçon et 


au même instant é. Ecrivons l'équation suivant la deuxième loi de 
Kirchhoff pour la maille, constituée par le tronçon de la ligne de lon- 
gueur dx, en le parcourant dans le sens des aiguilles d’une montre: 


Fig. 342 


—u—Rodxki+L dx S+u+ TE dx =0. 


Après simplification ét division de cette équation par dx nous 
obtenons : 


ôL di : 
— = Lo + Roi (11.1} 
Suivant la première loi de Kirchhofîf 
i=di+i+ dx. (11.2) 


Le courant di (fig. 342) est égal à la somme des courants circulant 
dans la perditance G dx et dans la capacité Co dx: 


di — (u+ dx) Gydx + Co dx (u+ dx). 
En négligeant les infiniments petits du second ordre on a 
, Ô | 
di =uGodx +Codx =. (11.3) 


En substituant (11.3) dans (11.2), en simplifiant et en divisant l’équa- 
tion par dx, on obtient : 


OÙ du 
— 57 = Go + Cor - (11.4) 


437 


Les équations (11.1) et (11:4) sont les équations différentielles fon- 
damentales d’une ligne à paramètres distribués. 

$S 318. Solution des équations d’une ligne à paramètres distribués 
en régime sinusoïdal permanent. Supposons que la tension et le courant 
de la ligne varient en fonction du temps suivant une loi sinusoïdale. 
Utilisons la méthode symbolique pour résoudre l’équation. 


IL 


L'image du courant i = sin (wf + q,) est égale à jeiot, Ici Î — +. | 
L'image de la tension u = U,, sin (wf + p,) est égale à Let, 
. : Üne 4 
Ü U= 2. 
où U V3 


Les grandeurs complexes U et 7 sont des fonctions de la distance x 
mais non pas du temps. Le facteur ejot est fonction du temps é, mais ne 
dépend pas de x. La représentation de l’image du courant et de l’image 
de la tension sous forme du produit de deux facteurs, dont l’un est une 
fonction de x seulement et l’autre une fonction de { seulement, permet 
de passer des équations aux dérivées partielles (équations (11.1) et (11.4)) 
à des équations différentielles. En effet, 


a (11.5) 
Lo = Lol — ei%t = joLolet; 

ot dl 
— pioi 7 _ 


| (11.6) 


ai 
Ox 


Co _ = jeCUeiot. 
Substituons (11.5) et (11.6) dans (11.1) et dans (11.4) et réduisons les 


équations obtenues en les divisant par le facteur efvi, Nous obtenons 
ainsi 


dÜ 
dl ‘ 
—-ÿ% = YoU, (11.8) 
ec 
Zo= Ro + joLo: (11.9) 
Yo = Go + j@Co. (11.10) 


Résolvons le système d'équations (11.7) et (11.8) par rapport à U. 
À cette fin dérivons (11.7) par rapport à x: 


d2U di 
5 = Lo. (11.11) 
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Dans (11.11) substituons à a le deuxième membre de l'équation 
(11.8); nous obtenons alors: 


dÙ 
dx? 


7 VU. (11.12) 


L'équation (11.12) est une équation différentielle linéaire du second 
ordre. Sa solution est: 


Ü — Ajev + Aerve, (11.13) 


Les nombres complexes 4, et À, sont les constantes d'intégration 
que nous déterminerons par la suite en partant de la tension et du courant 
au commencement de la ligne ou de la tension et du courant à son 
extrémité. 

Le coefficient 


Y= V Zoo (11.14) 


est appelé constante (exposant) de propagation ; y — nombre complexe et, 
par conséquent, peut être représenté sous la forme suivante: 


y=B+ ja, (11.15) 
ici B — coefficient d’affaiblissement. Disons à l’avance qu’il caractérise 
l'affaiblissement de l’onde incidente par unité de longueur dé la ligne 


(par 1 km) et, à — coejficient de phase ; il caractérise la variation de !a 
phase de l’onde incidente par unité de longueur de la ligne (par 1 km): 


[v1=(P]=lal= 1/km. 


Le courant / est donné par (11.7): 


. 1 dÜ . Ave AjeY* 
er Z (11.16) 
Ÿ 
La grandeur 2 : TS = V 20, ayant les dimensions d’une résis- 
0Ÿo Q | 
tance, est désignée par Zc et s’appelle impédance caractéristique d’onde : 
_,/ Zo _/ Ro+l®Lo _, ; 
LV SV Gaga EE 


ici z — module, et @. — argument de l’impédance caractéristique Z.c. 
Par conséquent, 


PLV 
[ — e 7 


7 Lors. (11.16’) 
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. $ 319. Constante de propagation et impédance caractéristique. Comme nous 
l'avons déjà indiqué la constante de propagation est 


=$+ ja = V/(Ro+ jwLo) (Go-+ 1&Co). (1.18) 
Pour une ligne à courant continue & — 0 et, par conséquent, 
= V/RoGo. (1.19 
Pour une ligne à courant alternatif sans pertes (Ro — 0 et Go = 0) 
y= jo V/LoCo. (11.20) 


Ecrivons Îles expressions pour le calcul approximatif de $ et & dans une ligne 


à faibles pertes, [lorsque an & let —2 & 1. A cette fin récrivons (11.18) de la 
oL oC9 


manière suivante: 


et développons les binômes en séries en se bornant chaque fois à deux termes. 
Nous obtenons 


Par conséquent, 
_ Ro V Co, Go 3/ Lo 
0 PE EET C : (11.22} 
a = V/LoCo. (11.22'} 


Examinons maintenant l’expression pour l’impédance caractéristique. Pour 
le courant continu (@ — 0) et il résulte de (11.17} que 


LAS PARU (11.23) 


Pour une ligne à courant alternatif sans pertes (Ro — Go = 0) 


Lo | 
Zc= C* (11.23} 
Pour une ligne à courant alternatif à faibles pertes lorsque ne « let Le & 1. 
Ro Go | 
A it (ts) | (11.24 


$S 320. Expressions pour calculer les grandeurs complexes de la ten- 
sion et du courant en un point quelconque de la ligne en partant des gran- 
deurs complexes de la tension et du courant au commencement de cette 
ligne. Désignons par x, comme auparavant, la distance entre le commen- 
cement de la ligne et le point considéré sur cette ligne. 

Supposons qu'au commencement de la ligne, c.-à.-d pour x — 0, la 


tension soit égale à U; et le courant à /,. Ecrivons les équations pour 
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calculer les constantes À, et A: en partant de U: et 1. Il résulte de (11.13) 
et (11.16) que (pour x - 0): 


Ui= A+ À: (11.25) 
LiZc = A— A (11.26) 
Pour calculer À, soustrayons l'équation (11.26) de (11.25); 


À, U2e 2 iv, (11.27) 
ici À4,— module, 4;— argument de la valeur complexe À, 
À = REC L 4 ei (11.28) 


ici À; — module, %; — l'argument * du nombre complexe 4:. 
Substituons (+. 27) et (11.28) dans (11.13): 


» ÜU = 7 Ü C Yx — VX , L'ORNP  L'E 
U — 1 1 tt TNA Ut ze p-yx Ù EE — 2e 5 — : 


l'appel aux fonctions hyperboliques. On sait que 


chx—— + e ——T— et sh x — Fe — 
Donc 
vx _Ÿx 
Rs ARR + > = ch Yx (11.29} 
et 
X VX 
_ s- — sh Yx. (11.30} 
Par conséquent, 
Ü =Ù, chyx— Ze sh jyx. (11.31) 
Des transformations analogues appliquées à (11.16) donnent 
Î=i,ch vai sh vx. (11.32) 


Les expressions (11.31) et (11.32) permettent de trouver la tension 
et le courant complexes en un point de la ligne, situé à la distance x de 
l’origine de cette ligne. 

Il ne faut pas perdre de vue que l’argument des fonctions hyperbo- 
liques figurant dans ces expressions est un nombre complexe. 


vx = Px + jax. 


* Les indices r et : sont les lettres initiales des mots (ondes) réfléchie et inci- 
dente (voir $ 323). 
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_ & 821. Interprétation graphique du sinus hyperbolique et du cosinus 
hyperbolique d’un argument complexe. Les fonctions hyperboliques 
d’un argument complexe sont elles-mêmes des quantités complexes et 

peuvent être représentées par des 
É 4 vecteurs dans un plan complexe. 

| Substituons Bx + jax à yx dans 
les équations (11.29) et (11.30): 


ch yx — - (eBreiux EL e-bxe—jax) ; 


eñtefat 


+ 


sh yx — _ (ebxeiox _e-Bre—iax), 


Trouvons dans les tables des 
fonctions exponentielles les valeurs 
de ex et e 8x; traçons dans Île plan 
complexe (fig. 343) le vecteur efx ejax 
et le vecteur e—B+ e—jax, | 

Le premier vecteur est égal en module à efx; il est tourné d'un angle 
ax dans le sens inverse des aiguilles d’une montre par rapport à l’axe 
des valeurs réelles, | 

Le deuxième vecteur est égal en module à e—Ê*; il est tourné de l'angle 
ux Lu le sens des aiguilles d’une montre par rapport à l’axe des valeurs 
réelles. 

Le cosinus hyperbolique est égal à la demi-somme de ces vecteurs et 
le sinus hyperbolique est égal à leur demi-différence. 

$ 322. Expressions pour le calcul de la tension et du courant en un 
point quelconque d’une ligne en partant de la tension et du courant com- 
plexes à l’extrémité de cette ligne. Désignons par y la distance entre Île 


| p'AEgVaT 


Fig. 343 


l 
Z [2 
EE — 
Commencement Extrémite 
ela ligne de La ligne 


Fig. 344 
point considéré de la ligne et l’extrémité de cette dernière et par / la 
longueur totale de la ligne (fig. 344): 
y—=1l— x. (11.33) 
Supposons que la tension Us et le courant / > à l'extrémité de la ligne 
soient connus. Substituons dans (11.13) et (11.16°) x = 1, U = Un, 1 — 
— /, et écrivons deux équations pour déterminer les constantes d'inté- 
gration À, et À: | : | 
U= Age Ÿ + Aie! ; 
17 = AeYl Fr. Aie! 
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d'ou 
À, — ec ei — Aer 


.- | (11.34) 
A 2e el — A ei 


Si on substitue (11.34) dans (11.13) et (11.16'), si on remplace ? — x 
par y et si on passe ensuite aux fonctions hyperboliques, on obtient: 


U = Un; ch yy + LZo sh vy: (11.35) 
ie shyy+ L ch yy. (11.36) 


Les expressions (11.35) et (11.36), si on connaît LU, et /,, permettent 
de trouver la tension et le courant-complexes en un point se trouvant à la 
distance y de l’extrémité de la ligne. 

$ 323. Ondes incidentes et réfléchies se propageant dans une ligne. 
Substituons dans (11.13) Ase/Ÿr à À,, A%e’Ÿi à A, [(voir (11.34)] et rempla- 
cons y par BP + ja. Nous cbtenons 


Ù = AjeBre rt) LL A,e-Bre (Vi ax) (11.37’) 


Effectuons une opération analogue sur l’expression (11.16) en rem- 
plaçant en outre ZQ par Z e’*e [voir (11.17)], 


Î=— _. ereltbrtex-0) + 2 6-paeitèr-a— 00), (11.38') 
C C 


Pour passer de la tension et du courant complexes à des fonctions du 


temps, multiplions les seconds membres des (11.37’) et (11.38) par V 2eivt 
et prenons la partie imaginaire du produit ainsi obtenu: 


u= À, V'2efx sin (of + Ÿ} + ax) + 4 V 2e-8* sin (@f.+w;—ax); (11.37) 
= _— V 2e8x sin (@f +1 + ax — pe) + 
+ AVE op sin (ot + ax). (11.38) 


On appelle onde électromagnétique incidente (directe) le phénomène de 
déplacement de l’état électromagnétique (de l’onde électromagnétique) 
dans le sens allant de la source d'énergie au récepteur, c'est-à-dire dans le 
sens d'augmentation de la coordonnée x dans le cas considéré. 

Un état électromagnétique est déterminé par l'ensemble des champs 
électrique et magnétique. L'onde incidente se propage de la source d’éner- 
gie au récepteur en transportant l'énergie contenue dans ses champs 
électrique et magnétique. Nous appellerons onde électromagnétique réflé- 
chie le phénomène de déplacement de l’état électromagnétique (de l’onde 
électromagnétique} dans le sens allant du récepteur d’énergie vers la 
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source d'énergie, c’est-à-dire dans le sens de la diminution de la coordon- 
née x dans le cas considéré. 

L'onde électromagnétique incidente est constituée par une onde 
incidente de tension [deuxième terme de (11.37)] et par l’onde incidente 
du courant [deuxième terme de (11.88)]. L’onde électromagnétique réflé- 
chie est constituée par l’onde réfléchie-de tension [premier terme de 
(11.37)] et l'onde réfléchie de courant [premier terme de (11.38)]. 

Le signe —, affecté à l'onde réfléchie, exprime au point de vue mathé- 
matique que la flux d'énergie transportée par l’onde électromagnétique 
réfléchie se déplace en sens contraire du îlux d’énergie transporté par 
l'onde incidente. | 

Chacune des composantes de l’onde incidente (l’onde de tension ou 
l'onde de courant) est une oscillation sinusoïdale, dont l’amplitude 


Fig. 346 


décroît avec l’accroïissement de x (facteur e—8*), et dont l’argument est 
une fonction du temps et de la coordonnée x. | 

Chacune des composantes de l'onde électromagnétique réfléchie 
s’affaiblit au fur et à mesure que l’onde se déplace de l’extrémité de la 
ligne vers le commencement de cette dernière (facteur eP*). Au point de 
vue physique l'effet de la diminution des amplitudes des ondes incidente 
et réfléchie, au fur et à mesure de leur déplacement le long de la ligne, 
s’explique par l’existence des pertes dans cette ligne. 

Nous avons représenté sur la fig. 345 les courbes de la répartition de 
l’onde incidente de tension le long de la ligne (en fonction de x) pour deux 
instants voisins : en gros trait pour #, et en trait fin pour fe >> 4. L’onde 
incidente se propage de gauche à droite. En la construisant nous avons 
pris - Yi = 0. | , 

On voit sur la fig. 346 les courbes de répartition de l’onde réfléchie de 
tension pour deux instants voisins: # et # >> 4. L'’onde réfléchie se 
propage de droite à gauche. 

$ 324. Vitesse de phase. On appelle vitesse de phase v,», la vitesse 
avec laquelle il faut se déplacer le long de la ligne pour observer toujours 
la même phase des oscillations. Ceci peut être exprimé aussi d’une manière 
différente: la vitesse de phase est la vitesse de déplacement le-long 
de la ligne d’un état de phase invariable. Si la phase de l’onde incidente 
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de tension est invariable, of pêut éctire conformément à (11.37) 
@Ë = VW; — ax — const. 


Prenons la dérivée par rapport au temps des deux membres de cette 
dernière égalité: 


d 
dt {ot +; — ax) — 0, 


ou 
d 
O == 0 = = 0 
Donc 
dx w 
CPR GT 


Exemple 151. Trouver la vitesse de phase pour une ligne aérien- 
ne à deux conducteurs, à pertes faibles. 

Solution. Il découle de (11.22’) que a = & V LoCo. Par consé- 
quent 

PRET TEL TUE 
8 VE 

Inductance d’une ligne aérienne à deux conducteurs [voir expression 

(4.10) de la première partie de ce cours]: 


(11.39/) 


Lys De . 
PA r 


Ici uo — perméabilité du vide, d — distance entreles axes des con- 
ducteurs, r — rayon de chaque conducteur. | 

La capacité linéique d’une ligne à deux conducteurs [voir expression 
(13.43) de la troisième partie de ce cours| 


D = a a = 300-000 kmis. 


S 325. Longueur d'onde. On appelle longueur d’onde À la distance 
dont se propage l’onde au cours d’une seule période T — : 
A=oT =. (11.40) 


Exempie 152. Trouver la longueur d’une onde électromagnétique 
pour f = 50 Hz et pour f — 50 - 105 Fz. 
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Solution. Pour f = 50 Hz 


j = Pons 
90 1/s 


Pour f— 50.106 Hz 
À=6 m, 


$S 326. Ligne sans distorsions. Une ligne ne donnant pas lieu à des 
distorsions est une ligne pour laquelle les ondes de toutes fréquences se 
propagent avec la même vitesse de phase et s’affaiblissent toutes suivant 
le même taux. | 

Lorsqu'une onde électromagnétique se déplace le long d’une ligne 
sans distorsions, l’onde de tension et l’onde de courant décroissent en 
amplitude, mais les formes des ondes de tension à l'extrémité et au com- 
mencement de la ligne sont semblables ; de même les formes des ondes du 
courant au commencement et à l'extrémité de la ligne sont également 
semblables. 

Les lignes sans distorsions sont utilisées en téléphonie. Dans les com- 
munications téléphoniques le long de ces lignes le timbre de la voix 
n'est pas déformé (en d’autres fermes, la composition spectrale de la 
voix est transmise sans distorsions). 

Afin qu’une ligne ne donne pas lieu à des distorsions, il faut que 
le coefficient d’affaiblissement B et la vitesse de phase v,, ne dépendent 
pas de la fréquence ; B et v,, ne dépendent pas de la fréquence, si les 
relations suivantes existent entre les paramètres de la ligne: 


Ro Go 


où (11.41) 
Pour simplifier les écritures désignons 
Ra _ Go 
Te ce 
Par définition 
y=B+ja= Y Zoo. 
Mais 
Zo = Ro + J@Lo= Lo (R + jo) ; 
Vo = Go + joCo = Co (À + j®) 
el 
v=(k+ jo) V LoCs. : 
Par conséquent, | 
= V LoCo = V RoGo: (11.42) 
a 0 VL 
et | 
o | 
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Il découle des expressions (11.42) et (11.43) que le coefficient d’affaiblis- 
sement f et la vitesse de phase v,, dans une ligne sans distorsions ne 
dépendent pas en effet de la fréquence. 

Pour une ligne sans distorsions l’impédance caractéristique 


nn | 
ZL=VEr=VT 


est un nombre réel et ne dépend pas non plus de la fréquence. 


Pour s'assurer que la forme de l'onde de tension 2 à l’extrémité d’une telle 
ligne est entièrement semblable à la forme de l'onde de tension #, au commence- 
ment de cette ligne, écrivons la tension à l’entrée de la ligne sous la forme d’une 
somme de deux oscillations sinusoïdales, dont l’une a une fréquence angulaire @ 
et l’autre 20 et formons l'équation pour uz. Soit | 


Ut = Um Sin (@t +4) + Um Sin (20f + 2). 


Du fait que pour une ligne sans distorsions le coefficient d’affaiblissement $ ne 
dépend pas de la fréquence [voir expression (11.42)], les amplitudes des deux oscil- 
lations à la distance { décroissent dans la même proportion et deviennent égales 
à Uime Bl et Uome P! respectivement. 

Pour une ligne sans distorsions le coefficient de phase & est directement pro- 
portionnel à la fréquence et, par conséquent, pour la pulsation 26 [e coefficient & 
est deux fois plus grand que pour la pulsation ©. | | 

Par conséquent, la valeur instantanée de la tension à l’extrémité de la ligne 
doit être écrite comme suit: on 


Ua= Ujme 8! sin (ot + ÿi— al) + Uome Pl sin (2wt+ÿo— 2ol) — 


= UimerBt sin | o (2) + ]+Uame ft sin Leo (2) + |] - 


Mettons en facteur e-P! et désignons le temps { — 2 par T. Nous obtenons 
ainsi : 
= 6 À [Un Sin (@T +14) + Ua Sin (207 + p2)]. . 
._ En comparant cette dernière expression avec celle pour #1, on peut arriver 


à la conclusion que la tension à l’extrémité de la ligne a la même forme que la 
tension au commencement de cette dernière. Cependant elle est réduite en amplitude 


du fait de [’affaiblissement et est décalée dans le temps de a 2 ES Ce temps 


est justement le temps de propagation de l’onde suivant une ligne "de longueur L. 


$ 327. Charge adaptée. Une ligne à paramètres distribués sert en 
général d’élément intermédiaire entre la source d’énergie et la charge. 

Désignons l’impédance de la charge par Z: (Z2 = æ). Si Z2 n’est 

| | I 
pas égal à l’impédance caractéristique de la ligne Ze, l'onde incidente 
est partiellement absorbée par la charge et partiellement réfléchie par 
cette dernière (ce qui donne lieu à une onde réfléchie). On prend souvent 
Z2 = Zoe. Une telle charge est appelée adaptée ; dans ces conditions l'onde 
réfléchie n'existe pas. | 
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On peut s'en assurer à l’aide de (11.34). En effet, l’onde réfléchie 
sera absente, puisque À, est nul: 


À TOPEES 4) er Yi — (DU) eYvi—0(. 


& 328. Calcul de la tension et du courant pour une charge adaptée. 
Pour obtenir les expressions de calcul de la tension et du courant en un 
point quelconque, à la distance y de l'extrémité de la ligne, substituons 


ne les expressions (11.35) et (11.36) Z2 à Ze, remplaçons A par Us 


et 2 2 par Ï 2. Nous obtenons alors : 


ÜU=U, (ch Yy + shYy) — Use ; (11.44) 
Î=£, (chyy+sh"yy) — eÿv. (11.45) 


Au commencement de la ligne, pour y—1{ 


Lie = = sert = Unei9UreBleia! ; : | 


(11.46) 
1, — Lev! — Leivlehieint J 


où U, — module, et qu, -— argument de la tension complexe Dsl 


— module et pr, — argument du courant complexe 12. 

$S 329. Rendement d’une ligne de transport à charge adaptée. Le 
rendement d'une ligne de transport est égal au rapport de la puissance 
active P: à l'extrémité de la ligne à la puissance active P;, au commen- 
cement de cette ligne : 


Pa = Usa COS (Que — Pr2) = Uzl COS pe, 


où pe — argument de l’impédance caractéristique Ze. 


Pour une charge adaptée l’angle entre Ui et JL, est aussi égal à cet, 
par conséquent, conformément aux expressions (11.46) 


P; — Uilk COS Pe — U,1,e28t COS Dos. 


Par conséquent, 


P 
LE on EE (11.47) 


$ 330. Neper — unité de mesure de l’affaiblissement. Le produit f} 
caractérise l’affaiblissement d’une onde incidente sur la longueur { de 
ja ligne. En partant de l'expression (11.47) et en prenant le logarithme, 
nous trouvons que pour une charge adaptée 


Bl= mt. (11.48) 
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Le produit f / est, rigoureusement parlant, une grandeur sans dimen- 
sions, mais dans la technique de communications il est convenu de l’ex- 
primer en nepers. Une ligne a un amortissement de 1 MNp, si 
Pi 


| 
autrement dit 
Pi na e?. 
: Pa 
Dans ces conditions 
Di de 


où e — base des logarithmes naturels (neperiens) *. 

S 331. Impédance d’entrée d’une [igne chargée. On voit sur la fig. 347 
un circuit constitué par une source de tension U,, une ligne à paramètres 
distribués d’une longueur { et une. charge Z:. L’impédance d'entrée 
Zent est égale au rapport de U, à Li. Substituons dans les expressions 
(11.35) et (11.36) ? à y et remplaçons U, par 


1220. Nous obtenons ainsi [4 


7. — 122 ch yl+loZe sh vi 
0 es 


1, -22. sh yl+ lo ch y{. 
Zc 


Ligne d para 
Taistribués 
7 BY £, 
ou 
D = AE CEE ETIL40) 


Z2, Fig. 347 
Ze sh yl+ ch y 


Si la charge est adaptée (c.-à.-d. si Z2 — Za) il découle de (11.49) 

que l’impédance d'entrée est égale à l’impédance caractéristique. 
__Zco(chyiEtshy) 
Len = — vi + ch yl = Zo. 

$ 332. Equation pour calculer la tension et le courant dans une ligne 
sans pertes. [1 n'existe pas, rigoureusement parlant, de lignes sans pertes. 
Cependant, on peut créer une ligne à pertes très faibles (à Ro et Go ** 
très faibles) et appliquer à cette ligne la théorie des lignes sans pertes. 

Il a été dit auparavant [voir (11.22)] que si 


Ro = Go —0, 
on à 


y=B—+ ja = jo V LoCo 


c.-à.-d. que le coefficient d’affaiblissement Bf — 0 et le coefficient de 
phase 


Œ— OO V’ LoCo- 
* L’affaiblissement est également mesuré en: bels (B) ou en décibels (dB): 
INp — 8,686 dB. : 
** Par rapport à wL, et @Co respectivement. 
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Dans ces conditions l’impédance caractéristique Z£, purement resistii 
Lo 


(voir (11.23)] est égale à J/ e 
Pour calculer la tension U et le courant / en un point quelconque 
de la ligne, rapportons-nous aux expressions (11.35) et (11.36). Repro- 


duisons-les : 


Ù = U ch Yy + loZo sh Yy ; (11.35) 
= sh vy + LE chyg. (11.36) 


N'oublions pas que 
Vy=(B+ jo) y= (0 + jo) y = jay. 


Le cosinus hyperbolique de l’argument imaginaire jx est égal au 
cosinus circulaire de l'argument x: 


eix LE e—ix 
2 
Par conséquent, 


ch jx — = + (cos x + j sin x cos x— j sin x) — cos x. 
chyy = ch jay = cos ay. 
Le sinus hyperbolique de l'argument jx est égal au sinus circulaire de 
l'argument x, multiplié par f: 


eiX— e—ix 


1 0 _ e 
: = (cosx+/jsinx—<cos x + j sinx) — sin x. 


she 


Par conséquent, 
sh yy = sh jay — j sin ay. 


Donc pour une ligne sans pertes les expressions (11.35) et (11.36) 
sont à récrire de la manière suivante: 


be COS ss sin aÿ ; (11.35') 
I je sin ay + J, cos ay. (11.36") 


$ 333. Impédance d’entrée d’une ligne sans pertes à vide. En marche 
à vide /, = 0. Par conséquent, 


 . Le 
| U __: 1] V = | 
Re PC T1 50) 


Examinons le caractère de variation de Zen: mn lorsque la distance y 
entre l'extrémité de la ligne et le point considéré sur cette dernière varie. 


450 


Dans l'intervalle des valeurs de ay de 0 à ©, tea y varie de 0 à o, 


et par conséquent, Zent mo à un Caractère capacitif (facteur —j) et son 
module varie entre oo et (0. 


Dans l'intervalle des valeurs de à y compris entre . et n, tg ay est 


négatif et varie entre — et 0. Par conséquent, Zens mov Varie en module 
entre 0 et co et a un caractère inductif (facteur + j}, etc. Ainsi, en faisant 
varier la longueur du tronçon d’une ligne sans pertes, on peut similer 
une réactance capacitive ou inductive de valeur quelconque. Dans la 
pratique cette propriété est utilisée dans divers dispositifs radiotechni- 
ques à haute fréquence. | | 

$ 334. Impédance d'entrée d’une ligne sans pertes lorsque l'extrémité 
de cette ligne est en court-circuit. Il découle des (11.35) et (11.36), pour 
un court-circuit à l’extrémité de la ligne UV: = 0, que l’impédance 
d’entrée est 


Lent ce = JZc tg dy =] V E-teug, (11.51) 
où 
a — & V LoCo- 


Faisons varier la longueur y du tronçon de la ligne et étudions le carac- 
tére de variation de l’impédance d’entrée. 


Dans l'intervalle des valeurs ay de 0 à . , tg aÿ est positif et varie 


entre 0 et co; par conséquent, dans cet intervalle l’impédance d'entrée 
a un caractère inductif et son module varie entre 0 et oo. 
ELA 


Dans l'intervalle de a y entre x et --, l’impédance d'entrée a un carac- 


têre capacitif et son module varie entre — et 0 (au point ay — . 


tg a y Varie par saut de + oo à —c). Ainsi, en modifiant la longueur d’un 
tronçon d’une ligne court-circuitée à son extrémité, on peut créer des 
réactances inductives et capacitives de différentes valeurs. b 

Des ondes électromagnétiques dites stationnaires se forment dans 
une ligne sans pertes à vide, en court-circuit, ainsi qu’en cas de charge 
purement réactive. | 

$ 335. Définition des ondes électromagnétiques stationnaires. Une 
onde électromagnétique. stationnaire est une onde électromagnétique 
obtenue par superposition des ondes électromagnétiques incidente et 
réfléchie d'intensité égale, se déplaçant à la rencontre l’une de l’autre. 

L'onde électromagnétique stationnaire est constituée par une onde 
stationnaire de tension et une onde stationnaire de courant. Au point 
de vue mathématique une onde stationnaire de tension et une onde station- 
naire de courant sont toutes les deux décrites par le produit de deux 
fonctions périodiques (trigonométriques dans le cas considéré). L'une 
d'elles est une fonction de la coordonnée considérée de la ligne (ay dans 
notre cas), et l’autre est une fonction du temps (wé): Une onde station- 
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naire de tension et une onde stationnaire de courant sont toujours décalées 
l’une par rapport à l’autre dans l’espace et dans le temps. 

Le décalage dans le temps entre l’onde stationnaire de tension et 
l’onde stationnaire de courant est égal à 90°. Le décalage dans l’espace 
entre l'onde stationnaire de tension et l’onde stationnaire de courant 
ne au quart de la longueur d’onde [voir (11.527) et (11.53), (11.54) 
et (11.551. 

Les points de la ligne, où la fonction périodique de la coordonnée 
s’annule, sont appelés nœuds et les points de la ligne, pour lesquels la 
fonction périodique de la coordonnée atteint ses valeurs maximales, sont 
appelés ventres. | 

En cas d'apparition des ondes stationnaires, l’énergie électromagnéti- 
que n’est pas transmise du commencement de la ligne à son extrémité. 
Cependant .il existe urie certaine énergie électromagnétique accumulée 
dans chaque tronçon de ligne égal au quart de la longueur d'onde. 

Cette énergie passe périodiquement d’une forme d'énergie (celle du 
champ électrique) en une autre (énergie du champ magnétique). 

Aux instants, où le courant dans ensemble de la ligne devient nul 
et où la tension atteint sa valeur maximale, toute l’énergie a pris la forme 
d'énergie du champ électrique. 

Aux instants, où la tension le long de l'ensemble de la ligne est nulle 
et où le courant atteint sa valeur maximale, toute l’énergie a pris la 
forme d'énergie du champ magnétique. | 

_ $ 336. Ondes stationnaires dans une ligne sans pertes à vide. I1 découle 
des (11.35’) et (11.36) qu’à vide | 


Ü = U, cos ay : (11.52) 
FI T - 
Î RE ul à (11.53) 


V & 
Pour passer aux fonctions du temps, multiplions les seconds membres 


des deux dernières expressions par V2 efct et prenons les parties imagi- 
naires des produits ainsi obtenus 


u — V QU, cos ay sin @f ; (11.52) 
= VU sin ay sin (cof +: 90°). (11.53") 


V4 Lo 
Co 

L'’angle de 90°, figurant dans l'argument du sinus dans l'expression 
(11.53), correspond au facteur j dans (11.53). Aux points ay — kn, 
où k — O0, 1, 2, .., nous avons des nœuds de courant et des ventres de 


tension. | 
Les courbes des ondes stationnaires de tension et de courant pour 


j : : 3 ; 
trois instants consécutifs of, = 0, œf2 — F- et of3 — CIEL sont repré- 


à69 


sentées sur la fig. 348 ; fa courbe supérieure est celle de la tension et la 
courbe inférieure est celle du courant. L’onde est représentée en gros 
TT 
2 


trait pour @4 = 0, en trait fin pour ot; — —<, en pointillé pour ot3 — 


3 : | 
=; A pour la tension et pour 
œts —= n.pour Île courant. 

$ 337. Ondes stationnaires dans 
une ligne sans pertes pour un 
court-circuit à l'extrémité de cette 
ligne. Il découle des (11.35) et 
(11.36) qu’en cas de court-circuit 
à l'extrémité de la ligne (U» — 0) 


Ü= jla V Fe sin ay; (11.54) 


Î= 2 cos ay. (11.55) 
Pour passer aux valeurs instantanées multiplions les seconds membres 


de ces dernières expressions par V2 ect et prenons les parties imaginai- 
res des produits ainsi obtenus: 


u—V 21; ce sin ay sin (@f + 90°) : (11.54) 
i— V/ 21, cos ay sin @f. (11.55/) 


Dans le second membre de l’expression (11.54”), (celle de la tension), 

nous trouvons le facteur sin ay sin (wf + 90°). Le même facteur existe 
dans l'expression (11.53”) pour le courant i. 
._ Par conséquent, l'allure de l'onde stationnaire de tension en 
cas de court-circuit à l’extrémité de la ligne reproduit au point de 
vue qualitatif l'allure de l'onde stationnaire de courant pour une 
ligne à vide. 

De même, l’allure de l’onde stationnaire de courant pour une ligne 
en court-circuit reproduit qualitativement l'allure de l’onde stationnai- 
re de tension pour une ligne à vide. | 

$ 338. Analogie entre les équations d’une ligne à paramètres distri- 
bués et les équations d’un quadripôle. La tension et le courant à l'entrée 


d'une ligne à paramètres distribués (Ü, Î ) sont liés à la tension et au 

courant à l’extrémité de cette ligne (U/2, 72) par les équations suivantes 

[elles sont obtenues à partir de (11.35) et (11.36) dans lesquelles on 

a substitué à y la longueur /{ de l’ensemble de la lignel: 
U,=Uschyl+ ble sh y{ ; 


li shyl+iachvl. 


Comparons-les aux équations d’un quadripôle, données dans la pre- 
mière partie de ce cours: 


Us = AU2+ Bla ; 
LC ED. 
Il résulte de cette comparaison que les équations ont une forme par- 
faitement analogue et, si on admet que 


A=D=chl; (11.56) 
B=—Zcsh\l; (11.57) 
_ sh v{ | 

Cr, (11.58) 


(6 

la relation entre Us et U;, et 1: ainsi que la relation entre I, et Us et }, 
dans les lignes..à paramètres distribués, est exactement la même que 
pour un quadripôle. En d’autres termes, et lorsque les conditions (LE. 56)— 
(11.58) sont respectées, le quadripôle est équivalent à une ligne à para- 
mêtres distribués en ce qui concerne les relations entre les courants 
et les tensions d'entrée et de sortie. 

$ 339. Rernplacement d’un quadripôle par une ligne à paramètres 
distribués équivalente et remplacement inverse. Lorsque dans le circuit 
de la fig. 347 on permute la source et la charge, les courants dans cette 


Fig. 349 Fig. 350 


source et dans cette charge ne varient pas. Un quadripôle symétrique 
possède la même propriété. Par conséquent, une ligne homogène à para- 
mètres distribués peut être remplacée par un quadripôle symétrique et, 
inversement, un quadripôle symétrique peut être remplacé par un tron- 
con de ligne homogène à paramètres distribués. Pour effectuer ce rem- 
placement il faut partir des équations (11.56)}—(11.58) et des relations, 
par lesquelles les paramètres d’un quadripôle symétrique sont liés aux 
coefficients À, B, C. 

Deux schémas équivalents d'un quadripôle ont été indiqués dans la 
première partie de ce cours (voir $ 120) : le schéma en T (fig. 349) et le 
schéma en IT (fig. 350). 

Pour un schéma symétrique en T 


AE (11.59) 


et 
=, (11.60) 
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ou 


A=D=1+2; (11.61) 
B—2Z+%; (11.62) 
Ï 
=. (11.63) 
Pour un schéma symétrique en IT: 
Z;,=B. (11.64) 
B 
2-7 —. (11.65) 
où 
A=1+ (11.66) 
B=Z,; (11.67) 
2 A 
+. (11.68) 


Examinons d’abord l’ordre des opérations à effectuer pour remplacer 
les schémas équivalents en T et en II d’un quadripôle par une ligne 
équivalente à paramètres distribués * 

Soit Z, et Z3 les paramètres connus dans le schéma en T (ou Z, et 


Z,; dans un schéma en IT). On demande de trouver Z4 et y{ pour la ligne 
équivalente. 


Ordre des opérations à effectuer. 


À l’aide des expressions (11.61)—(11.63) {ou respectivement (11.66) — 
11.68)] trouvons les coefficients À, B, C. 


Pour calculer l’impédance caractéristique Ze divisons (11.57) par 
(11.58) et trouvons 


Zo=Y +. (11.69) 


Pour-calculer y{ procedons comme suit : écrivons les expressions pour 
th y{ en utilisant (11.56), (11.57) et (11.69): 


= 
__shyl VE VEBC 
th y ST nn nee A —- (11.70) 
Mais 
1 
th y{— PEL 


* Il s'agit ici d’un remplacement effectué à fréquence fixe. 
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Multiplions le numérateur comme le dénominateur de cette dernière 
expression par eY!. Nous obtenons: 


2vl__] 
€ 
th y — et] à 
D'où 
ent = tte 2e = ÉRT (11.71) 


Ecrivons le second mernbre de l’expression (11.71) sous forme expa- 
nentielle, Soit Mej' son expression. On a alors 


e2bt — M 
et 

Qal = v. 
Par conséquent, 


: v 
l=-InM a. 


Examinons maintenant l’ordre des opérations à effectuer pour rempla- 
cer une ligne à paramètres distribués par un quadripôle équivalent. 

On connaît yl et Ze. 

On demande de trouver les impédances Z; et Z; pour un schéma en T 
(ou Z, et Z; pour un schéma en Il). À cette fin trouvons à l’aide des 
(11.56) —(11.58) les valeurs des coefficients À, B, C et, ensuite, à l’aide 
des (11.59) et (11.60) calculons Z; et Z: pour le schéma en T lou à l’aide 
des (11.64) et (11.65) les impédances Z, et Z; pour le schéma en TI]. 


Examinons de plus près la question de la possibilité de remplacement d'un 
quadripôle symétrique quelconque par un tronçon de ligne à paramètres distri- 
bués ou d’une ligne quelconque à paramètres distribués par un quadripôle. 

Evidemment un tel remplacement ne peut être effectué, que si les paramètres 
obtenus à la suite du calcul sont teis que le dispositif équivalent est réalisable au 
point de vue physique. En général le remplacement d’un tronçon de ligne à para- 
mètres distribués par un quadripôle est toujours possible. Par contre, le remplace- 
ment inverse n’est pas toujours possible. Il est impossible lorsqu'on obtient comme 
résultat du calcul effectué une impédance caractéristique purement imaginaire ce 
qui ne peut exister dans les lignes réelles. 


$ 340. Circuit en échelle. On rencontre quelquefois dans la pratique 
un montage constitué par plusieurs quadripôles symétriques identiques 
branchés en cascade (fig. 351). | 

On appelle un tel schéma un schéma en échelle. Il est commode d’étu- 
dier la distribution du courant et de la tension le long d’un schéma en 
échelle en faisant appel à la théorie des lignes à paramètres distribués. 

En effet, nous avons parlé au paragraphe précédent du remplacement 
d'un quadripôle par un tronçon de ligne, de longueur /, à constante de 
propagation y et à impédance caractéristique Ze. Si le nombre des quadri- 
pôles faisant partie du montage est égal à n, la longueur du tronçon de 
la ligne à paramètres distribués est de n fois plus grande, c’est-à-dire 
égale à nl. ; 


456 


Désignons la tension et le courant à la sortie du quadripôle n par 


Les et / nt respectivement ; alors [a tension et le courant à l’entrée 
du premier quadripôle sont : 


U, EE DE ch Y Hire sh ynl ; (I 1.72} 
1, — ss shyni+ ru chynl. (11.73) 


La tension et le courant à l’entrée k à partir du commencement du 
quadripôle (k<n) : 


Un = Unuch(n—k+ 1) yl+ losZosh(n—k+L1)vl: (11.74) 


je 7 sh(n—k+1)v+uch(n—2+1)vl (11.75) 


Examinons plusieurs exemples numériques se rapportant aux & 316: 
à 339. 

Exemple 153. On a effectué sur une certaine ligne de 5 km de 
longueur des essais à la fréquence de 1 000 Hz pour déterminer son impé- 
dance d'entrée à vide et en court- 
circuit à son extrémité. On a obtenu 
Zent mo — 989 e-1 84 Q et Zent ce 


BG 
— 467,5 e-i10 Q, Æ ÊT LT pe 
Trouver l’impédance caractéris- 44 | 7 | 2 A AUFAPT, 
tique Ze et la constante de propa- À — - 


gation y de cette ligne pour la | 

fréquence de 1000 Hz. Fig. 351 
Solution. Il découle de 

l'expression (11.49) qu’en marche à vide, lorsque Z2 — œ 


Z 
Lent mu = . 


En court-circuit, lorsque Z2= 0, 
PAR ce — Ze th y, 
d’où 
Zo= V Zent m£ent ce = V 535e— 184°467,5e- 510° = 500e-— 87° Q : 
{h vl == Zentee ce — 2 7/ rs — 0,935e27°, 


Zent mv 535e—764° 


Conformément à (11.71) on a 
lt 
1— th yf 


467 


Par conséquent, 
:935e527° | 
rare = 4 LLeiéi10" = et stégit at; 


281 = 1,414 : p— "ff 0,1414 ; 


2al—= 1,414; «a —=0,1414;: 
v—=P+ja—0,2ei:5 1/km. 

Exemple 154. Calculer Ro, Lo, G et Co pour la ligne de l’exem- 
ple précédent, en supposant qu'on connaît Zo — 500 e-1*° Q et y — 
— 0,2 ei 45° 1/km. 

. Solution. Conformément aux expressions (11.17) et (11.18) 
le produit 


e2Bleji2al = 


YZc = Ro+ joLo. 
Par conséquent, 
Ro + joLo = 0,2ei45°.500e—i87° — 100ef$° — 99 L j13,9. 


Ou 
Ro = 99 Q/km. 
et 
13,9 | 
75 = Go+ i@Cos 
Ainsi | 
Go+ joCo = 02 0,0557.10- + j0,396. 10-8 
DANU gg enste di 


Exempie 155. La ligne de l'exemple précédent est branchée 
sous une tension continue (© — 0}. Calculer la tension et le courant 
au commencement de la ligne, si une charge de 400 Q est branchée à 
l’extrémité de cette ligne, le courant dans cette charge étant égal à 0,5 À. 

Solution. À l’aide de l’expression (11.23) trouvons l’impédance 
caractéristique de la ligne Z,, en courant continu : 


_7/ Ro 7/5 
Zo =V Go  V  0,0557.103 FHPOIRS 


La constante de propagation [voir (11.19)] est 
y—=V RiGo= V 99-0,0557.10"8—0,0743 1/km. 
Trouvons à l’aide des (11.35) et (11.36) pour y —! 
U;=U, ch Y{+ 220 sh yl; 
U 
L=lchv+ss sh y{. 
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Conformément aux conditions du problème : 
L=0,5 À; U;—15R9 = 0,5-400 — 200 V ; 
vi Bl—0,0745.5—0,371 ; chy{—ch0,371 = 1,07*; 
sh y{ — sh 0,371 — 0,379. 
Par conséquent, 
U, = 200. 1,07 + 0,5. 1330: 0,379 — 466 V ; 


L1=0,5:1,07+ 220,379 — 0,694 A. 


Fxemple 156. La ligne de l'exemple 153, court-circuitée à 
son extrémité, est branchée à une source de tension sinusoïdale à fré- 
quence de Î 000 Hz. Calculer la tension et le courant au commencement 


de la ligne, si le courant à son extrémité /; = 1 À. 
Solution. En court-circuit 
U, — Ze sh yet I, = L ch y£. 
Conformément aux données de l’exemple 153 
y=$p+ja=0,1414+ j0,1414 l1/km; 1=5 km; 
yl= 0,707 + j0,707 ; Za— 500e—157 Q ; 
eYl= €0:707650,707 — 2,02 (cos 40°20° + j sin 40°20”) — 1,54 + 1,306 ; 
e-Yt— 670,7076—30,707 = (,495 (cos 40°20° — j sin 40°20”) — 0,377 — j0,32 ; 
ch Y{ = 0,5 (ev! + e—v1) — 0,96 + j0,4925 — 1,07ei27°20" : 
sh y{— 0,5 (ev! —evt) — 0,582 + j0,812 & ei54°20", 
Par conséquent, 
U,—1Zesh vl= 1:500e—37"6i54°20" — 5006717°20" Y, 
L=1,chyl= 1,07ei37°20 À. 


Exempie 157. La ligne de l’exemple 153 est shuntée à son extré- 
mité par une résistance active Z2 — 400 Q. Calculer U, et / 1, Si le cou- 
rant dans la charge 3 = 0,5 À ; f = 1000 Hz. 

Solution. 

Ü, = Ü, ch vi + LZe sh y{ = 200. 1,07ei27°20" + 
| + 0,5: 5006—137°2554°20" — 463ei22° V : 


DE ch v+ D sh yl=0,5-1,07e727°20 Rorr re 6554°20" —(,8ei53°38" À, 


* Voir à la p. 414 les tables des fonctions hyperboliques: sh x, ch x et ex. 
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Exempie 158. En partant des données de l’exemple 157, cal. 
culer la grandeur complexe de la valeur efficace de l’onde incidente 


au commencement de la ligne A2. 
Solution. Conformément à (11.28) 


à iv: _ Ua Ze. 
À, = A2e — 9 ? 


: 22° 393938’. —j37°. | 
À = PE Be Egg peste V, 


Exempie 159. Ecrire l'expression pour la valeur instantanée 
de l’onde incidente de tension au commencement et à l’extrémité de 
la ligne, en utilisant les données de l’exemple précédent. 

Solution. La valeur instantanée de l’onde incidente de tension 
au commencement de la ligne pour x = 0 est : 


V/2:431 sin (œf + 19°30/). 


La valeur instantanée de l’onde incidente de tension à l'extrémité 
de la ligne pour x — / peut être écrite sous sa forme générale comme suit : 


V222e-8t sin (@t + 4; — œl) ; 
e-Bl = 60,707 — (495 : 
al=0,707 rad = 40°30' ; 
V242e-8t = V/2.431.0,495 = 301 V': 
pr — al = 19°307 — 40°30' = — 21°. 


Par conséquent, la valeur instantanée de l'onde incidente de tension 
à l'extrémité de la ligne est : 301 sin (mé — 21°) V. 

Exemple 160. Calculer la valeur de l'affaiblissement en nepers 
dans la ligne de l’exemple 153, si son extrémité est branchée à une charge 
adaptée. | 

Solution. L’affaiblissement en nepers est égal à f/. Puisque 
le produit B/ est égal à 0,1414.5 -= 0,707, l’affaiblissement de cette 
ligne est de 0,707 Np. 

Exemple 161. Quelle doit être la valeur de l’inductance d’ap- 
point Lo ap qu'il faut brancher à chaque kilomètre d’une ligne téléphoni- 
que à paramètres suivants : Ro = 3Q/km; Loup = 2-10 H/km; 
Go = 10-4 1/Q-km ; Co = 6-10-° f/km pour supprimer les distorsions 
dans cette ligne ? 

Solutin. Pour que la ligne soit exempte de distorsions, ses 
paramètres doivent satisfaire à l'équation (11.41). Par conséquent, 


Lo ant Lo = = 18.10% H/km 


et 
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Exemple 162. Calculer la longueur minimale d’une ligne aérienne 
à deux conducteurs, court-circuitée à son extrémité, pour que son impé- 
dance d'entrée soit égale à 800 j Q à la fréquence de 105 Hz. 


L'écartement des conducteurs d = 20 cm, le rayon de chaque con- 
ducteur r—2 mm. 


Solution. Conformément à (11.51) 


de 
L'ent ce — J V £te au. 


Pour une ligne à deux conducteurs 


In< Co CAE 
F 
d 
In — — — 
V 2 7/7 #0: y/ #=377 a; 
Co TH Ep ? €o : 
200 


Conformément aux conditions imposées 


800j — j553 tg ay. 
D'où 


tgoy= = 1,445; ay = 55°20' — 0,963 ‘rad : 


V Loto == 3100 sic ; 


a=0 VLCo= 0 Vito = 2.092.102 1/cm. 
Longueur cherchée de Ja ligne 
0,963 
y — 2,092. | 1072 — 46,1 cm. 


Exemple 163. Dans le schéma en T de la fig. 349 Z, = 100 Q 
Calculer l’impédance caractéristique du quadripôle et-la valeur de 

yl d’une ligne à paramètres distribués équivalente à ce quadripôle. 
Solution. Conformément aux (11.61) — (11.63) 


AE TE Lg = 140,2 = 1,02ett"18" ; 


B=92,+ 21 = 900 +1 _ 900 + 20j + 2006540 : 


. Î ue 1 ee 190° 
Cage gr — 00026 ° 


D’après (11.69) 


B 200625°40” | 
Ze = je va = 3166-242°10" Q, 
F C 0 ,002e 90 


D’après (11.70) 


BC 20067540" .0 002e20° : 
th = AA - = 0,498 + j0,369. 


Et eniin, d’après (11.71) 


: 1--thyi 1,498 j0,369 _—. 
2v1 — P2Btoj2at — LTINYE _ 1,490 70,569 50040”. 
RE LE: th y — 0,502 j0, 369 — 214706 


B{ => In 2,475 — 0,454 ; 


al =925°5 & 0,437 rad; 
vl= 0,454 + j0,437. 


æ * 
Éd 


Abordons maintenant l’étude de la théorie des filtres électriques. 

$ 341. Définition des filtres électriques. On appelle filtres électriques 
les quadripôles intercalés entre la source d’alimentation et le récepteur (la 
charge), destinés à laisser passer sans obstacles — sans affaiblissement — 
vers le récepteur des courants de certaines fréquences et d'éliminer ou, 
plus précisément, de laisser passer avec un affaiblissement important 
les courants à d’autres fréquences. 

$ 342. Introduction à la théorie des filtres. La bande des fréquences 
que le filtre laisse passer sans affaiblissement est appelée zone de filtrage 
(transparence). La bande des fréquences qu'il élimine ou atténue est 
appelée bande d'arrêt. 

Les filtres électriques sont montés à partir des bobines d’inductance 
et des capacités. Ils sont utilisés essentiellement en radiotechnique et en 
téléphonie. Dans ces deux cas on a affaire à des courants à fréquences 
relativement élevées. | 

À fréquence élevée les réactances inductives wL des bobines d’in- 
ductance sont très nettement supérieures à leurs résistances actives. Par 
conséquent, dans la théorie simplifiée des filtres, exposée ci-dessous, 
on admet que les résistances actives des bobines d’inductance soient 
nulles. En d’autres termes, nous allons supposer que les filtres ne soient 
constitués que par des éléments réactifs. 

Les filtres sont habituellement montés suivant un schéma symétrique 
en Touen IT (fig. 349 et 350). Il a déjà été dit précédemment qu'une 
ligne à paramètres distribués peut être également remplacée par un 
montage symétrique en T ou en Il. Ainsi, le schéma d’un filtre est le 
même que le schéma équivalent d’une ligne à paramètres distribués. 
Par conséquent, en étudiant les filtres on peut faire appel à la notion 
de la constante (de l’exposant) d’affaiblissement et de la constante (de 


462 


l’exposant) de phase introduites précédemment pour les lignes à para- 
mètres distribués. | 

Convenons d'appeler l’impédance Z, du schéma de la fig. 349 et 
l’impédance Z, dü schéma de la fig. 350 impédances longitudinales 
(série), et de désigner l’impédance Z; du schéma de la fig. 349 ainsi 
que l’impédance Z; du schéma de la fig. 350 par impédances transver- 
sales (shunt). 

Les filtres dans lesquels le produit de l’impédance longitudinale par 
l’impédance transversale correspondante est un certain nombre cons- 
tant, indépendant de la fréquence, pour le filtre considéré (nombre k), 
sont appelés habituellement filtres du type &. 

Les filtres pour lesquels ce produit dépend de la fréquence sont appelés 
filtres du type m*. | | 

Dans les filtres du type k l’impédance de la charge, branchée à la 
sortie du filtre est égale à l’impédance caractéristique de ce filtre (on 
l'appelle charge adaptée). Dans le filtre du type m la charge peut ne pas 
être adaptée (dans ces filtres l’impédance caractéristique dépend moiîns 
de la fréquence que dans les filtres type k). | 
= Dans le présent cours nous n’examinons que les bases de la théorie 
des filtres les plus simples, à savoir des filtres type *. Les bases de la 
théorie des filtres type "1 sont exposées dans les manuels spéciaux, trai- 
tant de la technique de communications et de radiotechnique. 

Le filtré est d'autant meilleur que ses propriétés de filtrage sont 
plus nettement prononcées. 

Les propriétés de filtrage des quadripôles reposent au point de vue 
physique sur l’amorçage dans ces filtres des régimes de résonance, à 
savoir des résonances des courants ou des résonances des tensions. 

$S 343. Bases de la théorie des filtres. Nous avons déjà indiqué que, 
si la charge Z: est adaptée à l’impédance caractéristique ZQ d’un quadri- 
pôle (ou d’une ligne à paramêtres distribués, équivalente à ce quadri- 


pôle), la tension U; et le courant 7, dans la charge sont liés à la tension U, 


et au courant [, à l’entrée du quadripôle (ou de la ligne à paramètres 
distribués, équivalente à ce quadripôle) par les relations suivantes : 


U, = Üje-vi 
L = Lier. 
Posons 
VE = Pl + jal —b+ ja. 
On à. alors 


U, = Ue”"er?a : 
Le = Lie-teris, 
__ + Les filtres du type m ont des propriétés de filtrage meilleures, mais leur 
théorie est quelque peu plus compliquée que la théorie des filtres du type &. 
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Le facteur e-b indique combien de fois le module de la tension (du 
courant) à la sortie du filtre est plus petit que le module de la tension 
(du courant) à son entrée. | 

Sib—0onae-?—et— 1 et le filtre laisse passer les oscillations sans 
affaiblissement. Dans ce cas dans la zone de filtrage b — 0. 

Dans la zone d’arrêt b > 0. Le facteur e-is, dont le module est égal 


à 1, indique que la tension Ua et le courant /, sont en retard de l’angle a 


sur U, et / respectivement. L'étude des propriétés filtrantes d’un quadri- 
pôle repose sur la comparaison de l'expression du coefficient À d’un 
quadripôle à l'expression, qui lui est égale [voir (11.56)}, du cosinus 
hyperbolique de sas b + ja : 
A= ch (6 + ja). 

Le cosinus hyperbolique d’une somme (étant donné que ch ja — cos a 

et sh ja — j sin a) peut être écrit de la manière suivante : 
ch(b+ ja) —chbcosa+jshbsina. 


Pour un filtre ARE monté suivant un schéma symétrique 
en T fvoir (11.61), 


A=1+2 
Et pour un filtre, monté suivant un schéma en TE [voir (11.66)], 
A=1+%. 


Quelles que soient les ne utilisées dans un filtre, le rapport 
= pour un schéma en T et le rapport > 24 - Pour un schéma en Il est toujours 


un nombre réel (et non pas un ee imaginaire pur où complexe). 
En effet le rapport de deux nombres imaginaires purs est toujours un 
nombre réel. 

Par conséquent; le coefficient À est toujours un nombre réel. Mais 
si À est réel, l'expression ch (b + ja), qui lui est égale, doit être réelle 
aussi : 

ch (6 + ja) — ch b cos a + j sh b sin a — À. 

L'expression ch(b+ ja) est un nombre réel si 


sh b sin a —0. (11.76) 
Dans ces conditions | 
ch b cos a — À, (11.77) 


Les expressions (11.76) et (11.77) sont utilisées pour déterminer les 
frontières de la zone de filtrage et le caractère de variations de l'angle 
a à l’intérieur de cette zone, ainsi que pour déterminer le caractère de 
variations de la constante d’ affaiblissement b dans la bande (les bandes) 
d’affaiblissement. 

L'expression (11.76) est satisfaite dans la zone de filtrage (b = 0) 
puisque sh b = sh 0 = 0. Du fait que ch 0 = 1, l'expression (11.77) 
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pour la zone de filtrage prend la forme suivante : 


cos a = À. (11.78) 


Le cosinus circulaire (cos a} peut varier entre +1 et —1. Par consé- 
quent, les valeurs limites du coefficient À {qui est une fonction de la 
fréquence — À (w)] dans la zone de filtrage sont égales à +1. 

La zone de filtrage est située dans le cas le plus général dans la bande 
des fréquences comprises entre w1 et w2. Les valeurs w1 et w2 pour les 
filtres passe-bas et passe-haut sont déterminées en résolvant l’équation 
suivante (voir pour les détails le $ 344). 


A (@) = + 1. (11,79) 
Pour les filtres passe-bande et les filtres coupe-bande (voir $ 344) w1 
et w2 sont calculés comme les racines de l'équation À (w) — — 1. Pour 


ces filtres l’équation À (&) — 1 permet de calculer la fréquence wo, 
dite de résonance, se trouvant dans l'intervalle entre &61 et @>. 

Le caractère de variation de l’angle a en fonction de w dans la zone 
de filtrage est déterminé conformément à l'équation (11.78)de la manière 
suivante : 


a = arc cos À (). (11.78) 


Examinons maintenant comment calculer b et a pour la zone d’arrêt. 
Dans cette zone b >> 0. L’équation (11.76) est satisfaite pour 


| sina=0, (11.80) 
autrement dit pour 
a=0 (11.80) 
et/ou pour 
a= En. (11.80”) 
Il découle de l’équation (11.77) que pour a =0 
ch b — À (w) (11.81”) 
et pour 
| a= +nchb= — A (w). (11.81”) 


Les équations (11.81) et (11.81”) permettent en partant des valeurs 
de À considérées comme une fonction de « de calculer ch b dans la zone 
d'arrêt, et d’après la valeur de ch b, ainsi trouvée, de calculer b et de 
construire ainsi la courbe b — f (w). Il découle des équations (11.80”) 


et (11.81”) que dans la zone d’arrêt la tension UV, à la sortie du filtre 
est soit en phase (pour a = 0), soit en opposition de phase (pour a — + x) 
avec Ja tension VU, à l’entrée du filtre. 
En conclusion, il y a lieu de faire deux remarques importantes. 
Premièrement, les coefficients B et C d’un quadripôle varient en 
fonction de la fréquencew et, par conséquent, l’impédance caractéristique 


Ze = V- varie également en fonction de cette fréquence. 


30 JI1. A. Becconog 465 


Afin que les filtres débitent sur une charge adaptée (la théorie des 
filtres exposée ci-dessus n’est vraie qu’à cette condition), il faut faire 
varier l’impédance de la charge lorsque la fréquence varie *. 

Deuxièmement, dans la zone de filtrage l’impédance caractéristique 
du filtre est toujours active et dans la zone d’arrêt elle est toujours réactive 
(inductive ou capacitive). 

$S 344. Classification des filtres en filtres passe-bas, passe-haut, 
passe-bande et coupe-bande. On appelle filtre passe-bas ceux qui laissent 
passer uniquement les fréquences basses, en commençant par ©: = 0 
et allant jusqu’à w°. Leur zone d’arrêt se trouve dans l'intervalle de 
&Go> 4 oo. 

Les schémas de deux filtres passe-bas sont représentés sur la fig. 352, a 
et b. Le caractère des variations de la constante, affaiblissement b et 
de la constante de phase a est illustré qualitativement par les courbes 
de la fig. 352, c. 

On appelle filtres passe-haut ceux qui laissent passer uniquement 
des fréquences élevées, en commençant par la fréquence w4 et allant 
à . La zone d'arrêt de ces filtres se trouve dans l’intervalle des fré- 
quences entre Ô et «41. 

Les schémas des deux filtres passe-haut sont représentés sur la 
fig. 353, a et b. Le caractère de variation de b et de a est illustré par 
les courbes de la fig. 353, c. 

Examinons le problème de variation de la valeur de l’impédance caractéristi- 


que Ze d’un filtre dans la zone de filtrage pour un filtre passe-bas en T (fig. 352, a) 
et pour un filtre passe-haut également en T (voir fig. 353, a). 


À cette fin, substituons dans l’expression Ze =V À à toutes les valeurs 


de Bet C, celles obtenues à l’aide des {11.59} — (11.63) et analysons les expres- 
sions ainsi obtenues. 


Pour un filtre passe-bas en T (fig. 352, a) Z=V 2-2. Pour 
Q=m=0, Zce— V — Lorsque la fréquence croît Zc décroît, mais au début 


il ne diffère que peu de la valeur V2. Lorsque la fréquence atteint la valeur 


© = ‘Go — V2 Ze s'annule. 


* Si la charge du filtre n’est pas purement ohmique ou n'est pas adaptée 
à l'impédance caractéristique de ce filtre ou si on veut tenir compte de l'influence 
de la résistance ohmique des: bobines d’'inductance sur le fonctionnement du filtre 
(ce qui. est particulièrement important pour les basses fréquences), on peut pour 
construire la courbe de la fonction D — f (w), ainsi que la courbe de l’angle de 

2 

déphasage entre U; et U: en fonction de la fréquence, utiliser, par exemple, la 
méthode des valeurs proportionnelles, exposée dans la première partie de ce cours. 

A cette fin, on prend plusieurs valeurs de fa fréquence angulaire et pour cha- 
cune d'elles on trouve par la méthode analytique ou graphique la tension complexe 


U; à l'entrée du filtre, en supposant que le courant à l’entrée de ce filtre est égal 
à 1 À, par exemple. 
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| or 2L 2. Us 
Pour un filtre en T passe-haut (voir fig. a} Zc — TC Le caracté- 


1 
re de variation de Zc est dans ce cas quelque peu différent : pour &=mu=—— = 


Ze = 0, ensuite lorsque © croît également et pour @ —- œo, Zc devient égal à 
2L | 
C L , ‘ Lai 
On peut analyser les variations de Zç en fonction de w d’une manière analogue 


pour un filtre en Il | 
_ Si un filtre est destiné à fonctionner à des fréquences comprises dans sa zone 
de filtrage et suffisamment éloignées des valeurs de w, pour lesquelles Ze = 0, 


(47) 
= 2 
cl 
y) 
Fig. 352 Fig. 353 


l’impédance de la charge Z:, à la sortie des filtres passe-bas est habituellement 
prise égale à l'impédance caractéristique du filtre pour © = œ® = 0; pour un 


filtre en T (fig. 352, a) elle est égale à AUS 
Pour les filtres passe-haut la charge est habituellement adaptée à l'impédance 
caractéristique du filtre en question pour © = oc : pour les filtres en T (fig. 353, a) 
nus Lu ÿ 2L 
cette impédance est aussi égale à TA 


Remaquons en conclusion que dans la zone (les zones) d’arrêt Ze est un 
nombre imaginaire pur. 

Les filtres passe-bande sont des filtres laissant passer seulement une 
bande étroite de fréquences, comprises entre &1 et w2, les zones d’arrêt 
se trouvant à gauche dew: et à droite de w2. Le schéma d’unfiltre passe- 
bande le plus simple, du type k, est représenté sur la fig. 854, a. 
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Ses paramètres doivent satisfaire à l’équation suivante : 
LiCs = LoCo. 


L'’allure des variations de b et a pour un filtre passe-bande est illustrée 
par les courbes de [a fig. 354, b. 

On rappelle filtres coupe-bande les filtres pour lesquels la zone de 
filtrage est pour ainsi dire coupée en deux parties par une zone d’arrêt 


Fig. 354 Fig. 355 


(fig. 355, b). Les deux parties de la zone de filtrage se trouvent l’une 
à gauche de la fréquence w. et l’autre à droite de la fréquence w 2. 

Le schéma d’un filtre coupe-bande le plus simple est représenté sur 
la fig. 355, a. Pour ce filtre 


LiCi — LC: 


Exemple 164. Soit pour le schéma de la fig. 352, a L — 10 mH ; 
C'= 10u F. Déterminer les frontières de la zone de filtrage, la loi de varia- 
tion de la constante a dans cette zone, construire le diagramme vectoriel 
pour æ — 2000 radis et 1: — 0,2 À et déterminer la loi de variation 
de la constante b dans la zone d'arrêt. . 

Solution. Pour un schéma en T 


A=1+2=1+ joL joC = 1—0 LC. 


En posant A—1, trouvons @ — 0. 
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En posant ÀA-=—1}, trouvons 
—]—=1—œLZLC, 
d'où 
= V/ 24470 radis. 


Dans la zone de filtrage a = arc cos À = arc cos (1 — w? LC). 
Pour la fréquence © — 2000 rad/s, située à l’intérieur de la zone de 
2L 


filtrage Ze V2 — w?L? = 40 Q. Lorsque le filtre débite sur l'impé- 


dance caractéristique, la tension à sa sortie U, _ L2Zc — (0,240 — 8 Y. 

La tension à l’entrée U1, égale aussi à 8 V, est en avance de l'angle 
a= arc cos 0,6&53° sur la tension U: 
(fig. 356). 

Pour déterminer la loi de variation de b dans 
la zone d'arrêt, à l’intérieur de laquelle À est 
négatif pour le filtre considéré, utilisons 
l'équation 

chob— —A—=œ@LC— 1. 

Calcuions b, par exemple, pour @ = 20: — 

8940 radis: 


chb=— (89402-10210 5—8; b—2,77 Np. 
Dofñnons, sans l'établir, l'expression pour calculer les paramètres 


du filtre passe-bande de la fig. 354, a pour des fréquences données ji et 2 
et une valeur donnée de l’impédance de charge Z< du filtre à la fré- 


a 
n 
quence jo >. 


Fig. 356 


1) fréquence de résonance fo= W fif2 ; 


à Dh. 
“ Genre É 
Zc ; 
®) opt) 
] e 
Éd: 


_ Zeo(f>—h) 
5) La he | 


Exemple 165. Calculer les paramètres du filtre passe-bande 
de la fig. 354, a pour qu'il laisse passer une bande de fréquence comprise 
entre f, — 750 et fs — 850 Hz, l’impédance de charge étant égale à l’impé- 
ae caractéristique Z- du filtre, à la fréquence de résonance, égale 
à 800Q. 
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Solution: 1) fréquence de résonance fo= Ÿ f1fo — V 750-850 — 
= 198 Hz. 


9) Ca ns = 00312 UF : 
3) Li 0-0 1,273 H; 

4) C= UN — 3,94 uF; 

5) Le= pen -8s0 — 001 H. 


$ 345. Détermination du type du filtre. Indiquons en conclusion 
qu'on peut, en partant du schéma d’un filtre et sans effectuer une analyse 
mathématique détaillée, déterminer auquel des types énumérés ci-dessus 
appartient le filtre en question. Cette recherche repose sur le caractère 
de l’impédance longitudinale du filtre *. 

Si l’impédance longitudinale ne comprend que des inductances, le 
filtre appartient à la catégorie des filtres passe-bas. 

Si l’impédance longitudinale est purement capacitive le filtre est 
du type passe-haut. 

Si l’impédance longitudinale comprend des L et C couplés en série, 
le filtre est du type passe-bande. Enfin, si l’impédance longitudinale est 
ne par L et C couplés en parallèle ce filtre est du type coupe- 

ande. 


% La nature de f’impédance longitudinale (série) du filtre est en général 
directement contraire à la nature de l’impédance transversale {shunt). On peut 
s’en assurer en examinant les schémas des fig. 352, a, 353, a et 354, a. En effet, 
si l’impédance longitudinale est inductive, l’impédance transversale est capaci- 
tive. Si l'impédance longitudinale est constituée par L et par C, couplés en série, 
l’impédance transversale est formée par L et C couplés en parallèle, etc. 


CHAPITRE XII 


PHÉNOMÈNES TRANSITOIRES DANS LES CIRCUITS 
ÉLECTRIQUES COMPRENANT DES LIGNES 
À PARAMÈTRES DISTRIBUÉS 


$ 346. Introduction. Nous avons examiné au chapitre X les phéno- 
mènes transitoires dans les circuits électriques linéaires, à paramètres 
localisés. | 

Cependant les phénomènes transitoires dans les circuits électriques 
comprenant des lignes à paramètres distribués jouent également un très 
grand rôle dans la production et l’utilisation de l'énergie électrique, 
en téléphonie, télégraphie, machines calculatrices et radiotechnique. 

Pour les tronçons des circuits, pouvant être considérés comme des 
tronçons à paramètres localisés, le calcul des phénomènes transitoires 
doit être efiectué par les méthodes examinés au chapitre X. Dans le 
présent chapitre nous allons discuter les particularités des phénomènes 
transitoires dans les lignes à paramètres distribués elles-mêmes, ainsi 
que les questions d'adaptation et d'interaction de ces phénomènes avec 
les phénomènes transitoires se déroulant dans les tronçons des circuits 
à paramètres localisés. 

Comme nous l’avons indiqué au $ 317, les équations fondamentales 
pour les lignes à paramètres distribués sont les (11.1) et (11.4). Ces équa- 
tions sont valables pour les régimes permanents, comme pour les régimes 
transitoires. | 

Du fait que l'intégration du système constitué par les deux équations 
aux dérivées partielles (11.1) et (11.4)] sous leur forme générale est 
un problème assez compliqué au point de Vue mathématique, les phéno- 
mènes transitoires sont étudiés dans ce cours d’un point de vue 
quelque peu simplifié; l'étude des phénomènes transitoires se limite 
ici aux lignes homogènes sans pertes, c'est-à-dire pour Ro = 0 et 

Il est parfaitement justifié de poser aïnsi le problème au point de 
vue pratique également, puisque les lignes réelles à paramètres distri- 
bués ont en général des pertes relativement faibles. | 

L'étude des phénomènes transitoires pour Ro = 0 et Go = O0 permet 
de se rendre compte au point de vue qualitatif des traits essentiels de 
ces phénomènes. Au point de vue quantitatif le fait de négliger Ro et Go 
n’exerce pas, en général, d'influence sensible sur les stades initiaux du phé- 
nomène transitoire ; par contre, il est désirable de tenir compte de Roet Go 
pour les stades suivants de l’évolution du phénomène. 

Dans les installations énergétiques, téléphoniques et télégraphiques 
comprenant des lignes à paramètres distribués, les phénomènes transi- 
toires prennent naissance par suite du branchement de ces lignes à une 
source de F.E.M., en cas de leur coupure de la source de F. E. M., lors 
de branchement et de coupure de la charge, ainsi que par suite des déchar- 
ges atmosphériques (des orages). 
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Dans les dispositifs radiotechniques et dans ceux utilisés dans les 
calculatrices on rencontre également les phénomènes transitoires du type 
examiné dans le présent chapitre. Ils ont lieu, par exemple, dans les 
lignes de retard et dans les lignes de formation d'impulsions. 

$ 347. Equations fondamentales et leur solution, I! découle des eéqua- 
tions (11.1) et (11.4) pour Ro = 0 et G, = 0 que 


4 1, À; (12.1) 
Oi Ou 
ec (12.2) 


Le courant et la tension sont des fonctions de deux variables : de la 
distance x du commencement de la ligne et du temps #, Dérivons (12.1) 
par rapport à x et (12.2) par rapport à é : 


Ou OZi 
9x — #0 5x oi (12.5) 
d2i du 
— dxdt — Cox (12.4) 


Conformément à (12.4), substituons dans le second membre de 


du D O2i Le e : 
(12.3) — Co Die | AL or et désignons LoCo — PTE 
Eu _ 1 ou 

Ox? y? Of? ‘ 


(12.5) 


Il découle de ce qui a été dit précédemment [voir $ 324, expression 
(11.39)1 que vu — TE est la vitesse de propagation d’une onde électro- 
0C0 


magnétique le long d’une ligne. Si on dérive l'expression (12.2) par 
rapport à x et l’expression (12.1) par rapport à f et si on substitue dans 
l'équation dérivée (12.2), le second membre de l’équation dérivée (12.1), 
on obtient l’équation suivante : 


di 1 Oo? 


Ox? uv? 0 * 


(12.6) 


Les (12.5) et (12.6) sont des équations aux dérivées partielles du second 
ordre. Ce sont les équations d’onde étudiées dans les cours de mathé- 
matiques. 

La solution de l'équation (12.5) est donnée par la somme de fonctions 


arbitraires fi et f», l'argument de la fonction f, étant (4 — _ et celui 


de la fonction 2 (f + _ 


u=f(t-+) ++). (12.7) 
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Pour simplifier les écritures nous désignerons par la suite : 


m=f(t-+); (12.8) 
ur fa(t++). (12.9) 

Par conséquent, 
U—=U; tu. (12.10) 


La nature des fonctions f1 et j: dépend des conditions aux limites au 
commencement et à la fin de la ligne. 

Dans le cas général les fonctions f, et /, doivent être deux fois diffé- 
rentiables : par rapport à x et par rapport à é. 


La substitution des fonctions }1 (£ — à et fo (É + — dans (12.5) 


donne une identité. 
Solution de l’équation (12.6) : 


qi) +p(t+5). (12.11) 
Désignons pour simplifier l’écriture : 
ii = 9 (4—<) (12.12) 
= gr (t+ +) | (12.13) 
On a alors 


S 348. Ondes incidentes et réfléchies dans des lignes. Conformément 
aux équations (12.7) et (12.11), la tension et le courant dans une ligne 
peuvent être représentés sous forme de deux fonctions. Les fonctions 


fa ( — _ et a ( — _ représentent les ondes incidentes, f2 (£ + _ 


et po (£ + _ les ondes réfléchies. Les ondes incidentes se déplacent 


à la vitesse v de la source d’énergie vers le récepteur, c’est-à-dire dans 
le sens de l’accroissement de la coordonnée x. 

Les ondes réfléchies se déplacent dans la ligne du récepteur d'énergie 
vers la source, c.-à-d. dans le sens de la diminution de la coordonnée x. 


Discutons la signification du fait que { — = est l’argument de la 


fonction f (le même raisonnement peut être pour les autres fonctions). 
Soit F, la valeur de la fonction fi (4 —#) en un certain point de 

Î | 
la ligne x — x, pour f = #4. La fonction /; prendra également cette valeur 


dans tous les points de la ligne, où x >> x, avec un certain retard égal à 
#3, car la vitesse de la propagation de l’onde le long de la ligne est finie. 
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Ainsi, au point x — x2 la valeur de Ja fonction f; sera égale à F; pour 


En effet 
h(a—-2)=f Ce 2)=f(4-#)=F. 


Ainsi, quelle que soit la loi f; de variation de la tension de l’onde 
incidente au commencement de la ligne, la tension de l’onde incidente 
en un point quelconque de cette ligne variera suivant la même loi, mais 
avec un certain retard. 

$ 349. Relationentre les fonctions f, et f: d’une part et les fonctions 
q:, P2 d'autre part. Trouvons la relation entre la fonction /, et la fonction 
1, ainsi qu'entre f» et 2. 

A cette fin substituons (12.7) et (12.11) dans (12.1) et (12.2) et, pour 
simplifier les écritures, désignons : 


U Ü 
dfa(1+2) . dpa(s+5i) 
23 7 — Ps. 
d (1+2) d (+2) 
L'équation (12.1) donne alors: 
Lg 1; ’ , 
This he Lopi + Lops (12.15) 
Il découle à son tour de (12.2) que 
lc 1-5: ’ , « 
Pi Pa = Cofi + Cofse (12.18) 
Récrivons (12.15) et (12.16) comme suit: 
Be = 0L6 (pi + Pi) ; (12.15) 
, , 1 , | , 
h+th= ce (1 —) (12.16°) 
Mais 
Lo ___ 4/ Lo _ 
Te 
1 _VLoCo … Lo 7 
UCo EH Co En Co sé 
où Ze — impédance caractéristique d’une ligne homogène, sans pertes 
[voir (11.23). Ainsi 
he Ze (qi+ pi); (12.157) 
hth= Zo(pi— pe). (12.16°) 
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Par conséquent, 
pi | (12.17) 


pe — 7. (12.18) 


Si les dérivées de deux fonctions (#’, et f’, par exemple) sont égales 
pour toutes les valeurs de x et de é, il s'ensuit que les fonctions (mp, et f:) 
sont elles-mêmes égales à la constante d'intégration près. Par conséquent, 


Pa (5) =Z As) (12.19) 
et 
q(t+5)= 7 R(t+2). (12.20) 


Nous avons omis les constantes d'intégration, car nous supposons 
que les courants et les tensions des ondes incidente et réfléchie ne con- 
tiennent pas de composantes constantes, indépendantes de x et de f. 
Récrivons les deux dernières équations en tenant compte de (12.8 et 
12.9) et de (12.12 et 12.13) : 


=; (12.19) 
— Z- ” (12.20) 


Il découle de (12.19) que le courant de l’onde incidente à n’importe 
quel instant et à n'importe quel point de la ligne est égal au quotient 
de la tension de cette onde au même instant et au même point de la 
ligne, par l’impédance caractéristique Ze. 

I1 résulte de même de (12.20) que le courant de l’onde réfléchie à un 
instant quelconque et en un point quelconque de la ligne est égal au 
quotient de la tension de cette onde au même 
point de la ligne et au même instant par 
l’impédance caractéristique, pris avec le 
signe inverse. 

Le signe — dans (12.20) a la même si- 
gnification que ce signe dans (11.38). 

$ 350. Phénomènes électromagnétiques 
dus à la propagation d’une onde rectan- 
gulaire le long d’une ligne. Supposons qu’une Fig. 357 
source de tension continue x, à résistance 
interne nulle, soit branchée à une ligne homogène non chargée, à para- 
mêtres distribués, pour laquelle Ro — Go —0 (fig. 357). 

Une onde électromagnétique incidente se propagera le long de cette 
ligne. Le tronçon initial de l’onde, se déplaçant le premier le long de {a 
De est appelé front d'onde. Dans notre cas l’onde a un front rectan- 
gulaire. 
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En se déplaçant le long de la ligne l’onde crée les champs électrique 
et magnétique entre les conducteurs de cette ligne. | 
L’accroissement du flux magnétique à l’endroit du front de l’onde 
endant Île temps dt est égal au produit du courant i par l’inductance de 
l'élément de la ligne dx (c.-à-d. par L odx): 


dy — iLo dx. 


L’accroisserment du flux magnétique à l'endroit du front d’onde 
engendre une F.E.M. 


dd __ :7 dx _  . Le + Fr 
em — = —ilo= —iLou= —i — — 


Ainsi une F.E.M. d’auto-induction, numériquement égale à la tension 
du générateur d'alimentation, prend naissance à l'emplacement du 
front d'onde. 

En outre les conducteurs de la ligne se trouvent chargés à l’emplace- 
ment du front d'onde : l’un des conducteurs (le conducteur supérieur, 
par exemple), raccordé au pôle plus de la source de la F.E.M., acquiert 
une charge positive, et l’autre (le conducteur inférieur) reçoit une charge 
négative (de valeur égale). 


Un courant de déplacement ide, = 3 apparaît à l’endroit du front 


d'onde. Ici dg est l’accroissement de la charge sur l’un des conducteurs 
de la ligne pendant le temps df : 


dg = Cou dx = Couv dt 
et 
| d ; 
laëp = ge = Couv = ; 


Par conséquent, le courant de déplacement traversant le diélectri- 
que à l’endroit du front d'onde est exactement égal au courant de l’onde 
incidente, se propageant le long des conducteurs de la ligne. 

Une onde électromagnétique se déplaçant le long de la ligne commu- 
nique à chaque unité de longueur de cette dernière une énergie du champ 


Le e Cou Le . } #1: 
électrique —ÿ— et une énergie du champ magnétique. 
On peut démontrer que ces énergies sont égales l’une à l’autre. En effet 
Uj —= Ze = i; A 
Par conséquent, 


— ue 


Lorsque l’onde incidente atteint l’extrémité de la ligne, une certaine 
charge ou une autre ligne (à impédance caractéristique différente), étant 
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raccordée à cette extrémité, dans le cas le plus général une partie de l’onde 
incidente pénêtre dans la charge (ou respectivement dans la deuxième 
ligne) et l’autre partie est réfléchie en donnant naissance à une onde 
réfléchie. 

Pour savoir quelle sera la forme de l’onde pénétrant dans la charge, 
et quelle sera celle de l’onde réfléchie, ainsi que pour $avoir comment 
elles vont se déformer en fonction du temps, on utilise un schéma de calcul 
équivalent, spécialement établi, pour l'étude des phénomènes ondula- 
toires dans une ligne à paramètres distribués. 

$ 351. Schéma équivalent pour l'étude des phénomènes ondulatoires 
dans les lignes à paramètres distribués. Pour justifier la manière dont 
ce schéma équivalent est établi, rapportons-nous à la fig. 358. On voit 


[4 
a À 
; Ch 
Ch Charge È V4 
Fig. 358 Fig. 359 


sur cette figure une ligne à paramètres distribués avec une certaine 
charge branchée à son extrémité. À partir de l'instant où l’onde incidente 
atteint l’extrémité de la ligne, le courant &,, circule dans la charge et 
la tension ue. est créée à ses bornes *. 

Conformément aux expressions (12.10) et (12.14), la tension et le 
courant en un point quelconque de la ligne peuvent être représentés par 
la somme des ondes incidentes et réfléchies. Cette règle s'applique éga- 
lement pour la tension et le courant à l’extrémité de la ligne. Par con- 
séquent, 


Uiÿ-+Ur= Uch; (12.21) 
di + Er — lche (12.22) 
Substituons 7 à i; et ——— à i,.. Nous obtenons: 
Uj + Ur = Uch; 
Uj —Ur= lerZc 
ou 
2U; — Uoh + lchZc. (12.23) 


Ainsi, la tension u,, à l'extrémité de la ligne et le courant £., dans 
la charge, indépendamment du carractère de cette dernière, sont liés 
à la tension de l’onde incidente u; par l'équation (12.23). 


#* Les épures des ondes de tension et de courant dans cette ligne sont repré- 
sentées sur la fig. 358 pour cet instant. 
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Le circuit à paramètres distribués représenté à la fig. 359 satisfait 
à cette équation. Dans ce schéma on branche la charge et l’impédance 
caractéristique Z< couplées en série, à la source de la F.E.M. de ten- 
sion 2ui. 

Le calcul des phénomènes transitoires dans le circuit à paramètres 
distribués de la fig. 359 peut être fait par l’une quelconque des 
méthodes exposées au chapitre X. 

Le calcul à l’aide du schéma de la fig. 359 permet de trouver x — f (ô 
et uen = j (f). Après avoir trouvé ces fonctions, on peut déterminer 
le caractère de variation dans le ternps de la tension et du courant de l'onde 
réfléchie : u, — f (tj et i, = f (f). En effet il résulte des équations (12.21) 
et (12.20’) que 


Ur (0) = uen (Ë) — ui (À ; À 
| 


Z=y 2. 


Examinons plusieurs exemples, illustrant l’utilisation de ce schéma 
équivalent. 

$ 352. Branchernent d’une ligne ouverte à son extrémité à une source 
de tension continue (fig. 360, a). Des oscillations entretenues prennent 
naissance dans ces conditions dans une ligne sans pertes, de même que 
dans un circuit oscillant sans pertes. 

La période des oscillations peut être répartie en quatre parties ou 


(12.21/) 


stades de durée égale à L où /{ — longueur de la ligne, v — vitesse de 


la propagation de l’onde. Pour examiner ces stades il faut utiliser deux 
schémas équivalents différents. Le premier de ces schémas (fig. 361) 
correspond à l'extrémité ouverte de la ligne (Z,, -= œ) lorsque l'onde 
incidente, provenant du commencement de la ligne, arrive à son extré- 
mité. Le deuxième schéma (fig. 362) correspond à l’arrivée de l’onde 
réfléchie au commencement de la ligne, auquel est branché le générateur 
de tension continue, dont la résistance interne est supposée nulle (Z,x = 0). 

Examinons séparément chaque stade du phénomène. 

Premier stade. Une onde de tension ;, — u et une onde de courant 


. ! U; « » r , , tr . 
li = Ze — i se propagent du générateur vers l’extrémité de la ligne. 


Le premier stade est illustré sur la fig. 360, a. 

Le deuxième stade correspond au déplacement de l’onde réfléchie 
Uri et ir de l’extrémité de la ligne vers son commencement. On utilise 
le schéma de Îa fig. 361 pour déterminer u,4. Ce schéma est établi con- 
formément à la méthode générale exposée au $ 351. Dans ce schéma on 
branche à la source de tension 2u;; — 2u l’impédance caractéristique 
de la ligne Ze et l’impédance de la charge Z,, — o (la ligne est ouverte 
à son extrémité). 
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Il découle du schéma de la fig. 361 que la tension aux bornes de la 
charge est égale au double de la tension de l’onde incidente. En effet, 


0e. Zch__ 2 
Uz,, = QU: ie QU; = 2u. 


Conformément à l’expression (12.21) l’onde réfléchie de tension 
Ury = ch — Uii = Dis — Us = Uni = U. 


L'onde réfléchie de courant [voir (12.20')] 


Ainsi au cours du deuxième stade du phénomène transitoire l’onde 
réfléchie ur = U, in —= — i se propage de l'extrémité de la ligne vers son 


he -v] 
é ÿ 
Z 2u,,=2u 
2 0 
Fig. 360 Fig. 362 


commencement. L'état résultant de la ligne est déterminé par la super- 
position de la première onde incidente (w;1, £1) à la première onde 
réfléchie (u1, in). L'épure de la distribution de tension et de courant 
le long de la ligne, pour un certain instant du deuxième stade, est repré- 
sentée sur la fig. 360, b *. | 

Le troisième stade de ce phénomène est celui où l'onde w,4, ê1, ayant 
atteint le commencement de la ligne, est réfléchie par ce commencement 
comme par une extrémité court-circuitée de la ligne (la résistance interne 
du générateur étant considérée comme nulle) ; ceci donne lieu à la pro- 
pagation le long de la ligne dans le sens allant du générateur vers l’extré- 
mité de la ligne d’une deuxième onde incidente (u;2, £;2) qui est en réalité 
une onde réfléchie par rapport à l’onde u1, ér4. 

Pour déterminer le caractère de la réflexion des ondes par le commen- 
cement de la ligne, utilisons le schéma de la fig. 362. Dans ce schéma 


* Dans ce stade et pour les tronçons de la ligne parcourus par les ondes ré- 
fléchies, la tension résultante est égale à 2u et le courant résultant est nul. 
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Zen — 0, la tension 2 u,, — 2 u. Puisque Z,» — 0, la tension aux bornes 
de la charge Z,, est également nulle. Mais la tension aux bornes de la 
charge, conformément à (12.21”), est égale à la somme de l'onde inci- 
dente (dans le cas présent w,, = u) et de la tension de l’onde réfléchie 
par le commencement de la ligne, se propageant du générateur vers 
l'extrémité de la ligne ; c’est pour cela qu’elle a été appelée tout à 
l’heure deuxième onde incidente. Par conséquent, 


0 —= U + Une 
D'où 
Ujÿo = —U, hope —i. 

L'état résultant de la ligne au cours du troisième stade du phénomène 
est représenté sur la fig. 360, c. Cet état découle de la superposition des 
trois ondes suivantes : de la première onde incidente w;1, &;:1, de la pre- 
mière onde réfléchie par l'extrémité de la ligne u,4, i,1 et de la deuxième 
onde incidente u;o, bio. 

Au cours du quatrième stade une quatrième onde, constituée par 
la réflexion de la deuxième onde incidente par l’extrémité ouverte de 
la ligne, se superpose aux trois ondes précédentes. 

La réflexion de la deuxième onde incidente par l'extrémité de la 
ligne se déroule conformément au schéma équivalent de la fig. 361, 
avec la seule différence qu’au lieu de 24;, — 2u la tension dans ce schéma 
est 

Us — — 2u. 


Pour la deuxième onde réfléchie u,2 = — u, i,» — i. L'état résultant 
de la ligne au quatrième stade (fig. 360, d) est caractérisé par la 
superpositon des quatre ondes suivantes : 

Us + Uri + Uis + Un =u+u—u—u—0; 
dj émis tiro=i—i—iti-0. 

Ainsi, à la fin du quatrième stade, la tension le long de l’ensemble 
de la ligne, de même que le courant dans toute la ligne, sont nuls. La ligne 
acquiert le même état qu’elle avait au commencement du premier stade. 
Ensuite le phénomène se répète à l’infini, puisque Ro et G ont été consi- 
dérés comme nuls. En réalité, du fait de la présence de la résistance Ro 
et de la perditance G, le phénomène oscillatoire s’amortit progressive- 
ment et un régime correspondant au régime permanent dans une ligne 
à courant continu s'établit dans la ligne considérée. 

Dans l’exemple que nous venons d'examiner la ligne était ouverte 
à son extrémité et, par conséquent, les ondes réfléchies avaient la même 
forme rectangulaire que Îles ondes incidentes. 

Dans le cas général les ondes réfléchies auront une forme ne ressemblant 
pas à la forme de l’onde incidente, si la charge à l'extrémité de la ligne 
comprend des capacités et/ou des inductances, ainsi que lorsque à l'endroit 


de raccordement d’une ligne à une autre il existe des inductances et/ou 
des capacités localisées. 
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$ 353. Phénomènes transitoires lors du branchement d'une source 
de tension continue à deux lignes raccordées en série, en présence d’une 
capacité à l’endroit de raccordement des lignes. Soit une première ligne 
de longueur { et à impédance caractéristique Z,4 et une seconde ligne 
de longueur { et à Zoo 5 Zo1. La tension de la source de la F.E.M. est 
égale à x (fig. 363). Une capacité localisée C existe à l'endroit de raccor- 
dement des lignes. 

On demande de déterminer la forme de l’onde pénétrant dans la deu- 
xième ligne, le caractère de variation de courant à travers la capacité 
localisée, ainsi que la répartition résultant de la tension et du courant 
le long de la première ligne, lorsque l’onde réfléchie par le raccordement 
des lignes se propage dans la première d’entre elles. 


lb 2 


Zer 4, 
i 
æ d 
(} 24 2 Zez 
Fig. 363 Fig. 364 


Le phénomène transitoire commence par la propagation d’une onde 
e . s . . U 
incidente à front rectangulaire u;, = u et du courant i;; = -—, pro- 


Ze 
venant du générateur, le long de la première ligne. 

Pour déterminer le caractère de variation des courants et des tensions 
lorsque l’onde incidente atteint l'endroit de raccordement des lignes, 
rapportons-nous au schéma équivalent à paramètres localisés (fig. 364). 

Dans ce schéma la charge est constituée par deux branches couplées 
en parallèle, dont l’une contient la capacité C et l’autre l’impédance 
caractéristique Z., de la deuxième ligne. 

Ces deux branches parallèles figurent dans le schéma équivalent du 
fait que dans le schéma initial de la fig. 363 l’onde incidente, après avoir 
atteint l’endroit de raccordement des lignes, trouve deux voies le long 
desquelles elle peut se propager : la première voie est la capacité C et 
la seconde est la deuxième ligne à impédance caractéristique Zoe. 

‘Un phénomène transitoire se déroulant dans un circuit analogue 
à celui de la fig. 364 a été examiné dans l’exemple 128. Il découle de cet 
exemple que (en remplaçant Æ par 2u, R; par Ze et R2 par Zo2) 


7 (1— er!) ; (12.24) 
— _ er! : (12.25) 
h=z za (+5 et): (12.26) 
Lo Ur TT (1 — et!) : (12.27) 
p= — re : (12.28) 
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Le caractère des variations de és, is, t, et u en fonction du temps 
est représenté sur la fig. 365. Au premier instant après l’arrivée de l'onde 
à l'endroit de raccordement des lignes, la tension tombe à zéro puisque 
la capacité non chargée agit au premier instant comme un court-circuit. 

La valeur initiale du courant traversant la capacité est égale à 7e À 
Ensuite la capacité se charge, la tension à ses bornes croît et le courant 
qui y circule diminue. Le courant £, dans le schéma équivalent est le 
courant de l'onde électromagnétique se propageant le long de la deu- 
xième ligne ; la tension de cette onde est égale à i2Zcz. 

Pour obtenir l’onde réfléchie de tension se propageant le long de la 
première ligne dans le sens allant de l'endroit de raccordement des li- 
gnes vers le générateur, il faut soustraire des ordonnées de la courbe de la 
fig. 365, d la tension de l’onde incidente w et, ensuite, transporter la 
courbe ainsi obtenue sur [a ligne en tenant compte de la vitesse de 
l’onde réfléchie. | 

L’onde réfléchie de tension et l’onde réfléchie de courant sont repré- 
sentées respectivement sur les fig. 366, a et b. 

L’épure de la distribution de tension et de courant le long de 1la 
première et de la deuxième lignes pour l’instant où l’onde réfléchie par 
le raccordement des lignes atteint le milieu de la première ligne, est 
représentée respectivement sur les fig. 367, a et b. 

La diminution brusque de courant ef dans la courbe de la fig. 367, b 
est égale au courant à travers la capacité à l'instant considéré. Le long 
de la deuxième ligne l’onde a parcouru une distance double de celle 
parcourue par l’onde réfléchie le long de la première ligne. Ceci provient 
de ce que la première ligne est une ligne à câbles et que la deuxième ligne 
est aérienne. La vitesse de propagation d’une onde le long d’une ligne 
aérienne est égale à 300 000 km/s et celle le long d’une ligne à câbles est 
de 150 000 km/s environ *. 

Exemple 166. Dans le schéma de la fig. 363 Ze, = 50 0; Ze — 
— 400 Q ; 1, = 100 km; C — 5,62 uF; li — 60 km; u = 10 RAV. La pre- 
mière ligne est à câbles et la deuxième est aérienne. Construire l’épure 
de propagation de l’onde de tension et de l’onde de courant le long de ces 
lignes, à l'instant où l’onde se propageant le long de la seconde ligne 
atteint extrémité de cette dernière. 

Solution. Conformément à (12.28) 


” 0 -1 
PT — 55-400.5,60.1076 — —— 400057. 


Le courant de l’onde incidente le long de la première ligne est 


Suivant (12.24) 
lo = 44,9 (1 — g74000!) À, 
* L'expression pour le calcul de la vitesse v de propagation d’une onde fe long 


d'une ligne est donnée au $ 347, p. 472 et les Lo et Co, figurant dans l'expression 
sont définies à la. page 445. 
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La courbe i: — f (t) est représentée sur la fig. 365, a. Conformément 
à (12.25) 
La = 4006749000! 4, 
La courbe de i3 — j (t) est représentée sur la fig. 365, b. Conformément 
à (12.26) | 
il, = 44,5 (1 + 8e-s000!) À, 
La courbe du courant i, est représentée sur la fig. 365, c. Conformément 
à (12.27) | | 
Uc = UZ oo — 17 750 (1 — 674000!) V. 


La courbe de ue est représentée sur la fig. 365, d. 


Uref 
1 
? 
= a) 
| 4 —Xr | 
b) 
ts Fig. 366 
Raccordement 
des lignes 


Fig. 365 Fig. 367 


Suivant. les conditions imposées, l’onde incidente doit atteindre 
l'extrémité de la deuxième ligne (aérienne). La distance /:, égale à 100 km, 
sera parcourue par l’onde pendant le temps 

5 de 100 1 
— v 300000 — 3000 °” 
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Pendant ce temps l’onde réfléchie par l’endroit de raccordement de: 
lignes parcourra le long de la première ligne (à câbles) une distance deux 
fois moindre. | | 

Les courbes de répartition de x et i le long des lignes sont représen- 
tées sur la fig. 367. 

La diminution brusque de courant ef sur la fig. 367, b est égale au 


courant i3 pour { — As: 
d 3000 © ? 


A 
ia — 400e 3 — 106 À. 


; 1 
Le tronçon }g est égal au courant i, pour f = 3000 “: 


4 
i=44,5(1—e 3) —32,7 À. 
Le tronçon mn de la fig. 367, a est égal à la tension w, pour = 5 s: 
uc = 13 050 Y. 


Exemple 167. Une ligne aérienne de 100 km de longueur à 
impédance caractéristique de 500 Q@ comporte à son extrémité une charge, 
constituée par une résistance active R:r = R = 700 Q et.une inductance 


k. eh Leh 
>. 


Fig. 368 Fig. 369 


L — 0,1 À branchées en parallèle (fig. 368). Cette ligne est mise sous 
une tension de  — 30 AV. Construire les épures de la répartition de la 
tension et du courant le long de la ligne à l’instant où l'onde réfléchie 
par l'extrémité de la ligne atteint le milieu de cette dernière, 
Solution. Calculons d’abord le courant de l'onde incidente 


Construisons ensuite le schéma équivalent (fig. 369), Il résulte de ce 
schéma que 


RpL 
Ze + REOL = ( 
D'où 
: RZc 700.500 _ . 
PR RIEZOL  — 1200-0,1 — 2910 57; 
SAME pl -2910!) 4: 
= (1 IT }= 120 (1—0,588e-2%19!) 4 ; 
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= (I — ent) — 120 (1 — e-2910!) À ; 


Ur, = uen = LÉ = Qu DE et = 85. 10867210! V. 

Les courbes ur = f (#) et à — f (t) sont représentées sur la fig. 370. 

Les épures de répartition -de la tension et du courant à l’instant con- 
sidéré sont représentées sur la fig. 371, a et 6. 

Dans les exemples examinés ci-dessus, le cireuit électrique compre- 
nant une ligne à paramètres distribués était branché à une source de 
courant continu. 

Cependant, on rencontre souvent dans la pratique des circuits dans 
lesquels la F.E.M. de la source varie en fonction du temps suivant 


une loi sinusoïdale. Si la lon- nn des or 
gueur de Îa ligne à paramètres Une onde | des incedente 
el réflechie 


distribués et la fréquence de Îa | lncidente 


F.E.M. sinusoïdale sont telles 
que le temps de parcours de son 4 — 215 


a) , 7TA 


: 3) 
Fig. 370 Fig. 371 
Ja ligne par l'onde ( — —) est nettement inférieure à la période T 


du courant alternatif, étant par exemple de l’ordre de (de _ à%) T 


on peut, en étudiant le premier stade du phénomène transitoire, admettre 
en première approximation que la ligne soit branchée à une source de 
tension continue ; la F.E.M. de cette source est prise égale à l’amplitude 
de la F.E.M. sinusoïdale (le calcul est ainsi effectué dans les conditions 
les plus dures). 

Mais si le temps de parcours de l’onde le long de la ligne atteint une 


fraction de la période, supérieure à (de _. à x) T, il faut tenir compte 


dans les calculs de la variation de la F.E.M. de la source pendant Île 
déplacement de l’onde incidente le long de la ligne. 
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APPENDICE à 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES À PARAMÈTRES VARIABLES 
EN FONCTION DU TEMPS 


$ 354. Introduction. Les circuits électriques à paramètres variables en fonction 

du temps sont des circuits qui comprennent des résistances actives, des inductan- 
ces, des capacités et des inductances mutuelles variables en fonction du temps (il 
suffit que dans le circuit considéré une au moins des résistances énumérées soit 
variable en fonction du temps, pour que ce circuit appartienne à la catégorie des 
| circuits examinés dans Île présent 


appendice). 
À / Un microphone charbon est une 
V4 ES 1 résistance active variable simple 


naille de graphite. Une bobine d’in- 
ductance à noyau ferromagnétique 

a) b) €) d) ouvert, pouvant être introduit dans 

Fig. 372 cette bobine ou sorti de cette dernière 
° (fig. 372, b), est un exemple d'induc- 
tance variable en fonction du temps. 

Un condensateur, dont les armatures peuvent être écartées ou rapprochées 
a toucher (fig. 372, c), est un exemple d’une capacité variable en fonction 

u temps. 

Deux bobines d’inductance L, et L, (fig. 372, d), dont la disposition mutuelle 
varie en fonction du temps, par exemple, lorsque l’une d’elles tourne autour d’un 
axe perpendiculaire au schéma est un exemple d’induc- 
tion mutuelle variable en fonction du ternps. 

La variation en fonction du temps des paramètres 
d’un circuit se fait habituellement sous l’effet d’une 
force mécanique extérieure. Nous n’allons pas examiner 
ici les origines de cette force. 

Un paramètre d’un circuit peut varier périodi- a) d 
querment ou non périodiquement en fonction du temps. 
On voit sur la fig. 373 plusieurs lois périodiques 
différentes de variation d’un paramètre quelconque. 


re m1 (fig. 372, a). Sa résistance est une 

= +: RE fonction de la pression acoustique 

H: 1 Î 7 exercée par la membrane sur la gre- 
2 


$& 355. Certaines propriétés communes des circuits b) Ë 
électriques à paramètres variables. Les circuits 
à paramètres variables en fonction du temps, tout en 
étant des circuits linéaires (c’est-à-dire pouvant être À 
décrits par des. équations différentielles linéaires), c) | 
possèdent certaines propriétés qui Îles rapprochent 
des circuits non linéaires. Fig. 373 


Les résistances variables en fonction du ternps, 
de même que les résistances non linéaires, sont des 
générateurs d’harmoniques supérieurs de courant. De ce fait, les circuits à para- 
mètres variables sont parcourus par des courants ayant non seulement les fréquences 
présentes dans la source de la F.E.M. et dans la composante variable de la résis- 
tance, mais également par des courants de beaucoup d’autres fréquences encore. 
Grâce à ceci, des phénomènes de résonance à harmoniques supérieurs et 
inférieurs peuvent apparaître dans les circuits à paramètres variables, comprenant 
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des inductances et des capacités, même en l’absence des harmoniques de ces rangs 
dans la source de la F.E.M. 

I! y a lieu de souligner que les amplitudes de divers harmoniques de courant 
dans les circuits à paramètres variables dépendent linéairement des valeurs des 
amplitudes des autres harmoniques (dans les circuits non linéaires la fonction ana- 
logue n’est pas linéaire). 

En outre, les circuits à paramètres variables en fonction du temps possèdent 
une propriété linéaire, qui les diffère en principe des circuits non linéaires. 

Nous voulons dire ici que dans les circuits à paramètres variables en fonction 
du temps, les amplitudes des harmoniques de courant et de tension sont proportion- 
nelles à l’amplitude de la F.E.M. de la source. En 
d’autres terres, lorsque la F.E.M. de la source prend AS 
une valeur double,.les amplitudes des courants et de f(t) 
tension augmentent également de deux fois. Par contre | 
dans les circuits à résistances non linéaires, où on a affaire 4) F 
au phénomène de saturation, cette proportionnalité 
n'existe pas. 

Nous avons déjà signalé qu'une résistance variable à 
joue Îe rôle d’un générateur d'harmoniques supérieurs de Fig. 374 
courant. Démontrons-le sur l'exemple le plus simple. 

La fig. 374 représente un circuit comprenant une source de F.E.M. continue E el 
une résistance active, variable en fonction du temps conformément à la courbe 
de la fig. 373, b: 


R (= Ro(l—Rk sin wf). (A.1) 
[k< I 
D'après la loi d’Ohm le courant dans ce circuit est 
E E 1 


On sait que la fonction 


>” pour (x) < 1, peut être développée en la série 


exponentielle : 
2 du (A.2) 


1— x 


Le rôle joué par x dans (A.2) est assumé par À sin wf dans (A.1). Par conséquent, 
pour À <I 


+ = 1 + k sin of + ktsin?of + k$ sins of + (A.3) 
Ko 
Utilisons les expressions trigonométriques connues : sin? a = SE : 
sin3 & — _— sin 3& Fe sin à ; 
4 4 


3 1 
LÉ 0 = => 7 À — 
sinf a — cos 2x4 g CS 4x 


et groupons les termes du second membre de la série (A.3) ayant des arguments 
de même multiplicité. Nous obtenons 


i k? 3k1 .… k3 ; 
(++) ++.) SiTI O — 
Ko k? ki k3 
(++) cos 20t— (+...) sin 3@f ... 
437 


Ainsi, bien que la F.E.M. intercalée dans le circuit de la fig. 374 soit continue 
et que la composante variable de la résistance varie suivant une loi sinusoïdale 
à la fréquence angulaire ©, le courant comprend également des harmoniques 
supérieurs (à fréquences 26, 3@). La composante continue et les amplitudes des 
harmoniques du courant dépendent du coefficient k suivant une loi non linéaire, 
mais sont une fonction linéaire de la F.E.M. E. | 

: Soulignons également que pour À = 0, la composante continue du courant 


dans le circuit de la fig. 374 n'est pas égale à = . En d’autres termes, un certain 


0 
effet redresseur, d’un genre particulier, est observé dans ce circuit. 

Si dans le circuit de la fig. 374, la résistance R (t) varie en fonction du temps 
suivant une loi plus compliquée, comme par exemple 


Roll—Asinot—ksin(2oé+pl: k<0,5: ko<OE, 


on peut s'assurer, après avoir effectué des calculs similaires, que la composante 
continue ainsi que les amplitudes de tous les harmoniques de courant dépendent 
de k4, R2 et ®. | 

L'énergie dégagée sous forme de chaleur dans un circuit à paramètres variables 
en fonction du temps est fournie non seulement par les sources de F.E.M. (ou de 
courant) existant dans le circuit, mais également par d'autres sources extérieures 
(par exemple, par des moteurs mécaniques), effectuant un travail quelconque par 
suite des variations du paramètre {ou des paramètres) du circuit. 

La part d'énergie fournie par la source de F.E.M. et celle fournie par Îa source 
extérieure, effectuant un certain travail par suite des variations du paramètre du 
circuit, doivent être calculées pour chaque circuit à paramètres variables suivant 
les conditions concrètes existentes; ces problèmes ne seront pas examinés ici. 
Signalons seulement que la part d'énergie, fournie par la source extérieure, peut 
être O ou 100% dans des cas extrêmes limites. | 

Signalons également que des oscillations électriques, entretenues, engendrées 
dans les circuits électriques, en l'absence de sources d'énergie électriques, par 
suite de la variation périodique en fonction du temps de l’inductance ou de la 
capacité faisant partie de ce circuit, sont appelées oscillations paramétriques (hétéro- 
paramétriques}). Elles sont entretenues aux dépens du travail de la force mécanique, 
exécuté pour faire varier le paramètre (l’inductance ou la capacité) du circuit. 
La fréquence de ces oscillations est deux fois moindre que la fréquence des varia- 
tions du paramètre, en question. 

$ 356. Méthode de calcul du régime permanent des circuits électriques à para- 
mètres variables. Si le paramètre variable d’un circuit varie périodiquement en 
fonction du temps, en subissant des variations brusques en forme de sauts (voir 
fig. 373, a), le calcul de ces circuits peut être fait par la méthode classique de cal- 
cul des phénomènes transitoires. Dans cette éventualité les constantes d'intégra- 
tion sont détérminées en partant des lois de la commutation et de la périodicité 
du phénomène. L'application de cette méthode est exposée plus loin, dans 
l'exemple 168. | | 

Si, par contre, le paramètre varie de telle manière qu’on peut le représenter 
sous forme d'une composante constante et d’une ou de plusieurs composantes 
sinusoïdales, le calcul est fait par la méthode du bilan harmonique. 

La méthode du bilan harmonique, appliquée aux circuits non linéaires à été 
examinée au $ 231. Elle reste la même dans les grandes lignes ici également. 
L'ordre des opérations de calcul est le suivant : le courant cherché (ou toute auire 
grandeur quelconque) est représenté sous forme d’une série de Fourier, par exemple 
sous la forme: 


Lo + das Sin of + 74 cos of + D, sin 2@f + 199 cos 20 +... 


Ensuite on substitue ce courant dans l’équation différentielle du circuit et 
on en tire l'équation exprimant l'égalité des composantes continues des premier 
et second membres de cette équation, ainsi que l'équation exprimant l'égalité des 
composantes sinusoïdales des premier et second membres, etc. Chacune de ces 
équations comprend en général plusieurs inconnues (Jo, Z44, 42, T24, 122), mais est 
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une équation linéaire par rapport à /0o, /41, 112, J2o (c’est là la différence avec les 
circuits non linéaires). Ensuite on résout le système d’équations linéaires par rap- 
port à Jo, {41 d42, ou, oo. La méthode du bilan harmonique peut être utilisée pour 
le calcul des circuits comprenant plusieurs paramètres variables en fonction du 
temps (par exemple, une résistance active et une 
inductance variables en fonction du temps, la F.E.M. 
pouvant varier suivant une loi périodique quelconque). 
Cette méthode est examinée plus loin sur un exempie 
simple 169. 

Exemple 168. Dans lecircuit de la fig. 375, a 
la F.E.M. E et l’inductance L sont constantes, tandis 
que la résistance R varie comme indiqué sur la 
fig. 375, b. Déterminer la loi de variation du courant 
en régime permanent dans ce circuit. 

Solution. Puisque la résistance varie périodi- 
quement, le courant va varier également suivant une 
loi périodique. Désignons le courant à l'instant £— 0 
par /. À ce moment la résistance du circuit a augmenté 
par saut de la valeur R: à la valeur R4 et le courant 
dans le circuit comnience à diminuer. À l'instant 
t= 7 le courant acquiert la valeur /4 et à cet instant 
précis la résistance diminue par saut de la valeur R4 
à la valeur Ro: De ce fait le courant commence 
à croître. 

Dans l'intervalle du temps entre £— Oetf= #7 
le courant peur être représenté comme la somme du 


courant forcé — et du courant libre Cie? Ici ps est 
x 


la racine de l'équation caractéristique du circuit pL<+ Ri —- 0; m — ="; 
C1 — constante d'intégration. 
Pendant le deuxième intervalle de temps i = a+ CoeP2 OT), p, = -* . 
Le problème se ramène à la recherche des constantes Ci et C2. 
Poùr {= 0 i = /:; par conséquent, | 
E 
Rep; Té (A.4) 
Pour £—7+ i=1,; par conséquent : 
E PAT 
Re 6e As (4.5) 


La valeur initiale du courant pour Île deuxième intervalle du temps 7, peut être 
trouvé autrement aussi, à savoir: 


Ë 
en re (4.6) 


__ À la fin du deuxième intervalle de temps lorsque £ — 25, i — /: et, par con- 
séquent, 


T 


= Ce? | (A.7) 


En écrivant que les seconds membres des équations (A.4) et (A.7) sont égaux, obte- 
nons 
É __ Æ Pot 
R; +C= R; + Ce “. 
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De même il résulte des (A.5} et (A.6) que 


E =, PT 
À Co R; + Cie 


La résolution en commun de ces dernières équations donne 


: a(1—e2") 
S' _ Pat + Pot ess 
Ca= —a+ Cie1”. (4.9) 
Ici = EE | 
Ra Re 


Pour le premier intervalle de temps à = + Gent et pour le deuxième 
1 
E 
ff — —— C e02 GT). 
LU R TT 2 


La” courbe i i — } (t) est représentée sur la fig. 375, €. 
Exemple 169 Soit dans [e circuit de la fig. 376 la F.E.M. e = E + Em 
sin (of +»); L = Lo ï ge k sin @f); la résistance active À n’est pas une fonction 
du temps. Calculer la composante continue ainsi que les 
— premier et second harmoniques du courant (k< 1). 
Solution. Dans l'équation différentielle 


O Ri+ + (Li)=E + Em sin (@é +) (A.10) 


Fig. 376 substituons le courant 
= 10+ lu sin @f + /49 cos of + 15, sin 2@éf + 7, cos 2wf.(A.11) 
En ïsolant la composante continue, nous obtenons l'équation (A.12): 
Rly=E, (A.12) 


L'égalité des coeïficients de sin @f dans les deux membres de l’équation 
(A.10), après substitution de (A.11) dans cette équation et sa division par R, donne 


ka E 

lala lu cos Ÿ. (A.13) 
L'égalité des coefficients de cos œf (et la division par R}) donne : 

ali + À = = aklo + sin Ÿ. (A. 14) 

L'égalité des coefficients de sin 2w/ donne: 
ART 41 + Joy — 229 = 0. (A.15) 

L'égalité des coefficients de cos 2wf donne: 
akla9 + 24123 + 122 = 0, (A. 16) 

OL) 

= ; .17 
a=—> 4 (A.17) 


Il résulte de l’équation (A.12) que dans Île circuit de la fig. 376 fa composante 
continue du courant /, ne dépend pas de la composante variable de l'inductance 
et de la composante variable de fa F.E.M. Cependant, la composante continue du 


flux magnétique total, égal à Lolo + _. dépend de l’amplitude «le la compo- 
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sante alternative de l’inductance (*Lo) et de l’amplitude du premier harmonique 
du courant alternatif. 

Cette propriété rappelle dans un certain sens la première des propriétés des 
résistances non linéaires symétriques, décrite au $ 200. 

Ecrivons la solution du système (A.13) — (A.16): 


la =VYlu— vhs 109 = Vlr —Ylis, 


où 
cos Ÿ, nn sin P— ak lo, 
PE 1 + 4a2— 0,5a?k2 pet + 4a?— ak?) 
1 + da? î 1 + 422 
ak 2a2k 
TT" [+4 


APPENDICE B 
INTÉGRALE DE FOURIER 


$ 357. Introduction. On utilise l'intégrale de Fourier en radiotechnique, dans. 
la technique de communications, en acoustique, optique, hydrodynamique et dans 
d’autres branches de la technique encore, afin de mettre en évidence les propriélés 
fréqueritielles et énergétiques des impulsions non périodiques et leurs effets sur 
les systèmes sélectifs (résonnants). Dans la théorie de régulation automatique 
l'intégrale de Fourier est. pris comme base pour établir des formules approchées, 
permettant de déterminer la nature de la variation de la valeur cherchée, en par- 
tant de la courbe de réponse en fréquence de l’impédance d’entrée du circuit, rele- 
vée expérimentalement. Toutes les questions énumérées ne seront pas traitées dans 
le présent cours, mais il est quand même utile d’avoir une idée de l'intégrale de 
Fourier et des problèmes qui lui sont liés (du spectre de la fonction, des liens entre 
les spectres de la fonction et l’image de Laplace); on sera ainsi mieux préparé 
à la lecture des ouvrages spéciaux, traitant des branches mentionnées de la tech- 
nique. .. 
S 358. Série de Fourier écrite sous forme complexe. Nous avons déjà indiqué 
(voir $ 168) que n'importe quelle fonction périodique }ÿ (f}, satisfaisant aux con- 
ditions de Dirichlet, peut être développée en une série de Fourier. 


Désignons par T la période de la fonction et par @o — = sa fréquence fon- 


damentale. | 
La série de Fourier peut être écrite de deux manières différentes. 
Première forme d’écriture: 


f()=A40+ Ÿ\ Az sin (k@of +). (B.12) 
R=1 


Deuxième forme d’écriture : 
F()=40+ ÿ\ (A, sin kogt + A5 cos kwot), (B.1b) 
k=1 
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où A9 — composante continue de la série; A; — amplitude de l’harmonique du 
rang k, Ÿ1 — phase initiale de l’harmonique k; 


À; = Ag cos x ; A? = Az sin Ÿ», 


T 
2 
1 
4=7 \ f(b dt, (B.2) 
LE 
2 
un 
2 
A+ \ Î (#) sin kopf dé, (B 3) 
Ne 
9 
7 
9 2 
REF \ Î (6) cos kot dt. (B.4) 
T 
7 2 
On sait que 
eix —_g—ix 
sin x 3j 
Par conséquent, 


En substituant le second membre de l'expression (B.5) dans (B.la), nous 
obtenons : | 


HO AL D Af donne]. (su) 
2} 
k=1 : 
Posons 
An= AneŸ : (B.6) 
EE Hi (B.?) 
Alors la série (B.5a) peut être écrite comme suit: 
k=0o0 
_ ] jko jt 
F()=Aotzr D An 0. (B.8) 
k——00 


L'expression (B.8) est la forme complexe d'écriture de la série de Fourier. 
L'indice courant k peut prendre toutes les valeurs entières de — o à + oo, mais 
ne peut être nul, puisque la composante continue de la série figure sous forme d’un 
terme indépendant. 

Exemple 170. Ecrire la fonction f (f) = 2 + 3 sin (@of + 30°) + 
+ 2 sin (2@0f — 45°) sous sa forme complexe. 

Solution. Ao= 2; A4 = 3%°0°. A, - 3e 80°. À, — 9297145; 


An — 245; (= 2+ Ed Caot+-30°) __ 393 (oot+-30°) L pi (2wot—459) 


__ 99—i (2aot—45°) | | 
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Ecrivons l’expression pour l'amplitude complexe A Par définition [voir (B.6)] 
Ân= Ape VE A3 cos da jAn sin Ve = Ah jAR. (B.9) 


Ah est donné par (B.3) et Ax par (B.4). 
Substituons les seconds membres des expressions (B.3) et (B.4) dans (B.9) 


T T 

; Ex oi 
Âr= \ f (#) (sin kaoot + j cos kwof) at= 1 \ f (#) (cos koot — j Sin k@of) df. 

T TT 

: T2 

Ou 
2. 
+ 2 . 

Ân= 2 \ Ge C0! de. (B.10) 


Substituons le second membre de l'expression (B.10) dans (B.8). Nous aurons 
alors 


T 
=+# 00 | EI | 
FO=Ao+ D 0 _ \ ft e7 "of as. (B.11) 
R—=—0o0 Le 
7 2 


$ 359. Spectre d’une fonction et intégrale de Fourier. La série de Fourier est 
une série trigonométrique, représentant une fonction périodique par la somme 
de sinusoïdes d'amplitudes finies et dont les arguments sont multiples de la 
fréquence fondamentale «x. 

On entend par intégrale de Fourier une série trigonométrique, représentant 
une fonction non périodique par une somme d’un nombre infini de sinusoïdes, dont 
les amplitudes sont infiniment petites et dont les arguments des sinusoïdes conti- 
guës diffèrent d’une valeur infiniment petite, 

La formule de l’intégrale de Fourier est obtenue à partir de la formule de la 
série de Fourier [ de l'expression (B.11)} et en passant à la limite lorsque la période 
T tend vers l'infini. 

On impose une limitation à la fonction f (f} représentée par l'intégrale de 

+00 


Fourier,. à savoir: on suppose que \ Î (#) dt soit finie (et non pas infinie). C'est 


une limitation très sérieuse. Un certain nombre de fonctions ne peuvent satisfaire 
à cette condition *. 


* L’exemple le plus important pour la pratique des fonctions f (f) pour lesquel- 

les l'intégrale \ F (#) dt est divergente, est la fonction f ({) — À, où À est un 
—œ 

nombre constant. Afin de pouvoir représenter par l'intégrale de Fourier une fonc- 


tion aussi importante pour la pratique que f (é) = À, on a recours à l’artifice 
suivant. On trouve l'intégrale de Fourier pour la fonction F (4 = Ae-Pt, où 
. +00 


B = 0 et f (f} — 0 pour f < 0. Pour cette fonction \ Î (®) dt est convergente et 


00 
peut être par conséquent représentée par une intégrale de Fourier. Puis on fait 
tendre $ vers O0 dans l'expression ainsi obtenue. 
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Puisqu’on « par définition [(voir (B.2)] 


+oo 


T 
| 2 
1 —jh@,t 
- \ f(tje dt 


sous le signe de sommation dans (B.11). À cette fin, substituons & au produit k® 
et considérons w comme fréquence variable (courante). Dans la série de Fourier 


UE , ee 27 ; 
la différence des deux fréquences contiguës est A — @o —-#. Par conséquent, 


T 
1 4e 
T 9n 
Pour T —- œo AG substituons la différentielle do à Aw. Nous obtenons ainsi 
EE à 
ne. de © 
Ë \ f@ dt=e | Feist at. 
nl — 
2 
Désignons 
00 
G (&)— \ fe io dt. (B.12) 


La formule (B.12) permet de transformer la fonction du temps f (fé) en une 
fonction de fréquence G (w); G (w) est appelée spectre de la fonction f (£). C’est 
une quantité complexe, qui dépend de la nature de la fonction f (f). Conformément 


à (B.12) substituons dans l’expression (B.11) = G (w) do à F \ Î (t) eo dt 


et en tenant compte que lorsque À varie de — oo à + oo © — k@y varie également 
de — © à “+ oo. Par conséquent, 


O=—+ 00 


FO)=— > eJ01G (w) de. 
= — 00 
Remplaçons la somme par une intérgale. Nous obtenons : 
oo 
l N jot | 
fO=—— \ G (o) e°! do. (B.13) 
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L'expression (B.13) est l'écriture de l’intégrale de Fourier. Elle exprime une 
fonction non périodique } (£) sous forme d’un nombre infini d'oscillations sinusoï- 
dales de fréquences infiniment voisines et d'ammplitudes infiniment petites 
G (w) do [G (o) est finie, mais le produit G (©) do est infiniment petit, puisque 
do est infiniment petit]. | 

Les transformations (B.12) et (B.13) sont l'inverse l’une de l’autre. 

Notons que la représentation de la fonction f (f) dans sa forme complexe par 
l'intégrale de Fourier a nécessité l'introduction, au point de vue formel, d’une 
fréquence angulaire négative. 

$ 360. Relation entre le spectre d’une fonction et sa transformée de Laplace. 
Comparons l'expression {B.12) à (B.14) de la transformation de Laplace: 


F(p}= | f(e-rt de (B.14) 
0 


avec la condition f (t} — 0 pour i 0. 

Si l’on tient compte que f () — 0 pour # < 0 et si on remplace p par jo, 
(B.14) se transforme en la formule (B.12). Par conséquent, les formules pour le 
spectre G (w) de la fonction peuvent être obtenues à partir des formules correspon- 
dantes pour les transformées de Laplace, si on substitue jæ® dans ces dernières à p. 

Exemple 171. En utilisant le tableau (du $ 291) trouver le spectre G (w) 


de la fonction f (f) = e%?, en supposant que f (t) = 0 pour É << 0, | 
Solution. On trouve dans le tableau (voir $ 291) les transformées de 


Laplace. Les transformées de e % est = . Substituant j@ à p, nous obtenons 


le spectre G (w) — ; G (©) est une quantité complexe, égale à Ge=—??@, Son 


1 
a+jo 
module G est égal à 


; Jar nt pe = arc tg © 
a? + @? Ù a gume Pa a g œ ù 

$ 361. Ordre des opérations de calcul du courant dans un circuit à l’aide de 
l’integrale de Fourier. Le caicul à l’aide de l'intégrale de Fourier a la signification 
physique suivante: pour trouver la réponse du système à une action quelconque, 
il faut représenter cette action par une infinité d'actions harmoniques, trouver 
par la méthode symbolique la réponse du système à chacune de ces actions et, 
ensuite, faire la somme des réponses à toutes ces actions. 

Soit une F.E.M. & (f) agissant sur un circuit à conditions initiales nulles et 
à paramètres connus. On demande de trouver à l’aide de l'intégrale de Fourier le 
courant £ (t). Ce problème est résolu en quatre étapes. Dans la première étape on 
trouve, à l’aide des tables de transformées de Laplace, le spectre Æ (®) de la 
F.E.M. donnée e (f). La deuxième étape est le calcul de l’impédance . d'entrée 
Z (@), considérée comme une fonction de la fréquence. En réalité Z (w } est l'’impé- 
dance d'entrée du circuit en courant alternatif. La troisième étape comprend le 
calcul à l’aide de la loi d'Ohm du spectre du courant : 


E (@) 
Z (o@) 


I (@)— = E () Ÿ (o). 


La quatrième étape est le calcul du courant en fonction du temps, en partant 
du spectre 7 (@) de ce courant. Le passage de 7 (©) à à (f) est possible en principe 
à l’aide de la formule (B.13). Mais dans [a pratique le calcul de ÿ (t) à partir de 
Î (@) se fait habituellement à l’aide de même tableau de correspondance entre 
l'image de Laplace et la fonction du temps, qui a déjà été utilisé dans la première 
étape du calcul pour trouver le spectre F (&@) de la F.E.M. 

En fait, toutes les étapes de calcul mentionnées ci-dessus reproduisent totale- 
se les étapes du calcul qu’on doit exécuter en utilisant la méthode opération- 
nelle. 
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Signalons en conclusion que le calcul à l’aide de l'intégrale de Fourier e:l 
nettement simplifié en réalité pour les systèmes résonnants à faibles pertes (à fac- 
teur Q élevé). | | 

Dans ce cas il suffit de tenir compte non pas de la caractéristique Ÿ (w) 
en totalité, mais seulement de sa partie principale, au voisinage de la fréquence 
de résonance w2. On peut estimer que dans les limites de cette partie de la 
Fa Ÿ (w), E (w) est égale à sa valeur à fréquence de résonance 

Oo). 

Grâce à ceci et lorsqu'une certaine impulsion agit sur un circuit résonnant, 
ce circuit sélectionne lui-même les fréquences correspondantes à sa fréquence de 
résonance propre et les oscillations amorcées dans le circuit. auront la forme des 
oscillations libres. | | | 


APPENDICE € 


PHÉNOMENES TRANSITOIRES DANS LES CIRCUITS 
ELECTRIQUES NON LINEAIRES 


S 362. Introduction et caractéristiques généralgs des méthodes d'analyse et de 
calcul des phénomènes transitoires dans les circuits électriques non linéaires. Il 
résulte du chapitre IX que la nature même des phénomènes se déroulant dans les 
circuits non linéaires est bien plus complexe et plus variée que pour les circuits 
linéaires. Par conséquent, il est parfaitement naturel que l’analyse et le calcul 
des phénomènes transitoires dans les circuits électriques non finéaires soient sou- 
vent bien plus compliqués que pour ies circuits linéaires. 

On connaît plusieurs méthodes et modes de calcul différents des phénomènes 
transitoires se déroulant dans les circuits non linéaires. Dans ce chapitre nous 
allons examiner seulement ceux d’entre eux qui présentent le plus grand 
intérêt. 

__ Les méthodes d'analyse et de calcul des phénomènes transitoires dans les 
circuits non linéaires, examinées ci-dessous, peuvent être classées de la manière 
suivante : | 

1. suivant la nature des principales opérations qu'il faut exécuter pour 
intégrer les équations différentielles non linéaires: en méthodes graphiques (gra- 
pho-analytiques) et analytiques; | 

2. suivant la nature de la grandeur pour laquelle on effectue le calcul: en 
calculs des valeurs instantanées des courants et des tensions et en calculs des va- 
leurs instantanées des enveloppes des courants et des tensions. 

Nous appellerons par convention « méthodes de calcul graphiques (grapho- 
analytiques) » celles dans lesquelles les opérations principales, exécutées pour 
déterminer les courants et les tensions cherchés en fonction du temps, sont des 
constructions graphiques, souvent accompagnées par certains calculs numériques 
auxiliaires. | | 

Il y a lieu de préciser que dans les méthodes graphiques (grapho-analytiques) 
de calcul, les caractéristiques des résistances non linéaires n’ont pas besoin d’être 
exprimées analytiquement. 

Les méthodes graphiques suivantes seront examinées dans ce chapitre: 

1. Méthode basée sur le calcul graphique d’une intégrale définie ($ 363). 

2. Méthode de Volynkine ($ 366). | | 

On appelle méthodes analytiques de calcul celles dans lesquelles l’opération 
essentielle, lors de la détermination des courants et des tensions cherchés en fonc- 
tion du temps, est l’intégration analytique. précise ou approchée des équations 
différentielles du circuit; on substitue dans ces équations les expressions analyti. 


ques des caractéristiques des résistances non linéaires. 


4% 


Nous examinerons ci-dessous Îles méthodes analytiques suivantes: 

1. Méthode d’approximation non linéaire intégrale ($ 364). 

2. Méthode d’approximation linéaire par morceaux ($ 365). 

8. Méthode d’amplitudes variant lentement ($ 368). 

Les méthodes graphiques ont les avantages suivants sur les méthodes analyti- 
ues : 

: 1. Elles ne demandent pas en général d'exprimer analytiquement les caracté- 
ristiques des résistances non linéaires et, par conséquent, elles sont exemptes des 
erreurs liées à la représentation analytique des caractéristiques des résistances 
non linéaires. 

2. Elles permettent de tenir compte assez simplement de l’hystérésis et d’au- 
tres fonctions non linéaires compliquées. 

À leur tour les méthodes analytiques comportent certains avantages par rap- 
port aux méthodes graphiques. 

Leur avantage principal est Ia possibilité d'obtenir une solution sous une for- 
me générale et non pas pour une combinaison concrète des paramètres seulement. 
Il est souvent désirable d'obtenir une solution sous sa forme générale, car l'analyse 
de cette solution permet de se rendre compte de toutes les particularités du phé- 
nomène en cas de variation de tous ses paramètres. 

Comme nous l’avons déjà indiqué, toutes les méthodes de calcul peuvent être 
subdivisées en deux sous-groupes suivants: le calcul d’après les valeurs instanta- 
nées des courants et des tensions et Îe calcul d’après les valeurs instantanées des 
enveloppes des courants et des tensions. 

Le calcul suivant les enveloppes est très important, car il permet de se rendre 
compte de la macrostructure du phénomène sans entrer dans les détails de 
ces variations pendant chaque période de la F.E.M. périodique agissant sur 
le circuit ou pendant chaque période des auto-oscillations dans un système 
oscillant. 

Evidemment, le calcul suivant les enveloppes est possible non seulement pour 
les circuits non linéaires ; il présente un intérêt certain pour Îles circuits linéaires 
également. 

D'autre part, la précision du calcul suivant les enveloppes est moindre, que 
celle du calcul suivant les valeurs instantanées. Cependant la rapidité relative 
des calculs suivant les enveloppes et la possibilité de se rendre compte de la 
macrostructure du phénomène sont souvent les facteurs décisifs du choix de cette 
méthode. 

I1 est en général rationnel, chaque fois que ceci est nécessaire de com- 
pléter le calcul suivant les enveloppes par le calcul suivant les valeurs instan- 
tanées. 

La méthode de calcul suivant les enveloppes est représentée ici par la méthode 
des amplitudes variant lentement (voir $ 368). Toutes les autres méthodes se rap- 
portent au sous-groupe de calcul suivant les valeurs instantanées. 

Il arrive souvent que les circuits électriques comportent plusieurs résistances 
non linéaires. Les phénomènes transitoires dans ces circuits peuvent être calculés 
en utilisant la méthode de Volynkine (voir $ 366). 

$S 363. Méthode de calcul des phénomènes transitoires dans les circuits non 
linéaires, basée sur le calcul graphique d’une intégrale définie. Cette méthode est 
applicable aux circuits électriques pouvant être exprimés par des équations dii- 
férentielles du premier ordre, permettant la séparation des variables. Cette dernière 
réserve est très importante. Elle indique que la méthode est applicable aux circuits 
à ne continu et n'est pas applicable en général aux circuits à courant 
variable. 

Les méthodes fondamentales et l'ordre des opérations de calcul seront expli- 
qués à l’aide de l'exemple concret suivant. 

Exemple 172. Soit un condensateur non linéaire branché à une source 
de tension Ü par l'intermédiaire de la résistance R (fig. 377). La caractéristique 
charge-tension de ce condensateur est donnée sous forme d'une courbe (fig. 378). 
En supposant que les conditions initiales de ce circuit sont nulles, construire les 


courbes de la charge g, de la tension aux bornes de la capacité u« et du courant à 
en fonction du temps. 
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Solution. Ecrivons l’équation difiérentielle du circuit 


d 
uc (+R = 
Séparons les variables 
| dgq : 
dt=R ——"—— Cl 
À Duc @) 
où , 
dt=RF (9) dq. 
La fonction | 
F(g)=-——— C.2 
(q) = 0 (C.2) 


(fig. 379) est construite en. partant de Îa caractéristique charge-tension. À cette 
fin, prenons des valeurs arbitraires de q, à l’aide de la caractéristique charge- 
tension. trouvons les valeurs correspondantes de uc et calculons F (g) suivant de 
l'expression (B.2). 


Fig. 377 Fig. 378 Fig. 379 


Pour g = 0 uc—0 et F (q) = _. : pour uc = UF (q) — oo. Intégrons le pre- 


mier membre de l'équation (C.1) par rapport à #, de O0 jusqu’à la valeur courante 
de t et intégrons le second membre par rapport à qg, de g — 
0 à la valeur courante de g. Nous obtenons 


q 
t—R \ F (g) dg. (C.3) 
0 


L'expression F (g) dg, sous le signe d'intégration, correspond 
à l'aire hachurée de la fig. 379. | 
Conformément à l'équation (C.3) pour calculer le temps'f,. 


Fig. 380 correspondant à une valeur quelconque concrète de 9, il 
q 

faut déterminer l’aire exprimée par l'intégrale définie \F (g) dg et la muiti- 
0 


plier par la résistance R. | 

La courbe 1 de Ia fig. 380 représente qualitativement g en fonction de f. 
À l’aide de cette courbe et de la caractéristique charge-tension de la capacité 
non linéaire utilisée on construit la fonction uc = f (f), représentée par la courbe 
2 de la fig. 380. Ce | 

Le courant dans le circuit en un instant arbitraire quelconque est calculé a 
l’aide de l'expression 
U—uc 

R— : 


La courbe $ de la fig. 380 représente qualitativement if (#). 


i= 
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$ 364. Calcul des phénomènes transitoires dans les circuits non linéaires par la 
méthode d’approximation non linéaire intégrable. Cette méthode repose sur l'appro- 
ximation de la caractéristique de la résistance non linéaire par une fonction non 
linéaire, qui doit répondre aux conditions suivantes: elle doit représenter ‘en pre- 
mier lieu avec une précision suffisante la caractéristique de la résistance non 
linéaire dans l’intervalle prévu de déplacement du point figuratif sur cette caracté- 
ristique; deuxièmement, et c’est essentiel du reste, elle doit. permettre d'intégrer 
exactement l'équation écrite en fonctions connues. 

Cette méthode est intéressante, .car elle permet d’ obtenir 
à la suite de l'intégration la valeur cherchée en LOReon du 


temps et de tous les paramètres du circuit. # 
Elle est applicable aux équations différentielles di premier (4 

ordre, ainsi qu'aux équations pouvant être ramenées aux 

équations de premier ordre par changement des:variables. ‘ Fig. 381 


Exempie 73 Déterminer la loi d’accroissement du 
courant £ en fonction du temps lors de l’enclenchement de 
l'interrupteur du circuit de la fig. 381. On admet que : le courant à, en fonction 
du flux magnétique total de l’inductance non linéaire, puisse être exprimée par 
la formule i = kd4. Les conditions initiales du schéma sont nulles. 
Solution. Ecrivons |” <auaHon différentielle du circuit 


ne +Ri=U 


de la manière suivante : 
d 

M 77 

Mettons R en ‘facteur au dénominateur et substituons kpt à i: 

1 dp 

R per — kÿ 


Ici ner — 


dt — 


R° , 


Posons [er — a? et substituons 4 à ki FRA = à bp. Nous obtenons 


\ ee arc tg —* 
a + x? Va 8 Va 
Par conséquent, 
1+1/ -— 
1 
pe — 0,517 — (C. 4} 
& ppè | 1 : per. | 
21 5erRR Tper 


On peut, à l’aide de (C.4), calculer fa valeur du temps nécessaire pour que 


. 4. LA Le LA La 
le rapport 7.— atteigne la valeur désirée. 
per ‘ 


32 499- 


$ 365. Méthode de calcul des phénomènes transitoires dans les circuits non linéai- 
res, basée sur la substitution à la caractéristique de la résistance non linéaire des 
segments de droites (méthode d’approximation linéaire par morceaux). La substitu- 
tion à la caractéristique d’une résistance non linéaire de segments de droites per- 
met de passer d’une équation différentielle non linéaire à plusieurs équations 
linéaires, ne différant l’une de l’autre que par des coefficients. 

Chacune de ces équations linéaires est satisfaite seulement pour l’intervalle 
du temps au cours duquel le point de fonctionnement se déplace Îe long du tronçon 
linéarisé considéré. Cette méthode est applicable aux circuits comprenant des 
sources de F.E.M. continues et/ou sinusoïdales, ainsi qu’aux circuits de pre- 
mier ordre et d'ordres supérieurs. 

La difficulté principale de calcul par cette méthode pour les circuits non 
linéaires compliqués, comprenant une source (des sources) de F.E.M. sinusoïdale, 
consiste dans la détermination des constantes d'intégration et du temps de fonction- 
nement pour chaque tronçon linéaire, en partant des lois de la commutation. Dans 
les circuits compliqués les inconnues sont calculées habituellement à l'aide 

d'équations transcendantes. Pour résoudre les équations 
+ transcendantes on a recours souvent aux calculatrices. 
RNL L Examinons les étapes principales de ce calcul à l’aide 
d'un exemple simple. 
Exemple 174 Soit un condensateur chargé 
a) à travers une résistance non linéaire par une source de 
tension continue U (fig. 382, a). Déterminer la loi de 
PA variation du courant dans ce circuit au cours de la charge. 
| Solution. Remplaçons la caractéristique courant- 
tension de la résistance non linéaire par deux segments de 
droites (fig. 382, b). Soit pour le tronçon allant de i = 0 
à i — on 
URNL = koi, 
où ünwrz — tension aux bornes de la résistance non 
linéaire. 
Pour le tronçon ÿi => à, 
urnL = Uo+ ki. 


Fig. 382 


Les dimensions des coefficients k, et k: sont celles d’une résistance. 
Dans l'équation du circuit 


uc+urnz=U. 


Substituons T\: dt à uc; pour le premier tronçon substituons à 


üurwz — Uo + kit et pour le deuxième tronçon, substituons-lui ki. 

Au cours de la charge du condensateur le courant va décroître progressivement 
de sa valeur maximale à zéro. Par conséquent, le point figuratif va se déplacer 
d'abord le long du premier tronçon et, ensuite, Île long du deuxième. Nous avons 
pour le premier tronçon 


_. \ i dt + Uo+ ki =. 
et pour le deuxième tronçon 
_. \ deb 0. 


La solution pour le premier tronçon 
é 
imigtie=0+ Age MC, 
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_ Trouvons la constante d’intérgation en partant des conditions initiales: pour 
t= O uc = 0, et par conséquent, 
Ug+ kyi (04) =; 


| U—U 
{1 O4) == Ar. 


Donc au cours du fonctionnement le long du premier tronçon 
t 


- U—U,s ” kiC 
CE CU e : (C.5) 


Admettons que pour { = à le courant à devient égal à à. Substituons à à à 
dans (C.5) et # à { et résolvons par rapport à 4 l'équation ainsi obtenue 


(C.6) 


A pres h la charge s'effectue le Iong du deuxième tronçon; on a alors 
 __Œ—tn 


Î — A 2e keC 


y, et A2 = it. 


+ 


Dans la pratique nous avons souvent affaire à un régime transitoire se dérou- 
lant dans un transformateur en marche à vide (à enroulement secondaire ouvert) 


a) 


Fig. 383 


ou dans une inductance non linéaire branchée à une source de F.E.M. sinusoïdale 
En sin (of + 14) (fig. 383, a). Examinons ce problème au point de vue qualitatif. 

Si la résistance active R1 de l’enroulement primaire du transformateur est 
faible et si l’amplitude de la valeur permanente du flux magnétique total Ve = 2 
se trouve à proximité du point a (fig. 383, b) on a dans le circuit à l'instant 
d’enclenchement de l'interrupteur, lorsque la F. E. M, E» sin (@t+%) passe par 
zéro, des pointes de courant très importantes, fugitives. Ces pointes peuvent être 
de 20 à 50 fois et même davantage plus grandes que l'amplitude du courant à vide 
du transformateur. | 

Au point de vue physique, ces pointes apparaissent du fait qu’à la fin de la 

" 27 "+ He 
première alternance (=) , après l’enclenchement, le flux magnétique total atteint 
une valeur très voisine de 2m. 

On voit sur la courbe de la fig. 383, b que si Ÿ=&2Ÿh le courant dans Îe cir- 
cuit est très grand, beaucoup de fois supérieur au courant pour Ÿ—"%». 

Bien que ces pointes de courant soient de très courte durée, elles sont indé- 
sirables dans les systèmes, comprenant des transformateurs puissants et nécessitent 
des précautions spéciales pour éliminer leurs conséquences néfastes. 

$ 366. Bases du calcul des phénomènes transitoires dans les circuits non linéai- 
res par substitution d’une somme approximative à l'intégrale définie. 11 résulte du 
cours de mathématiques, qu'en subdivisant l’intervalle d'intégration (b—a) dans 
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b 
l'intégrale définie \ f(x)dxen n parties égales et en désignant par à; Yo, Yi, Y2 Un 


a 
les valeurs dé la fonction f (x) pour x = a, X = 4 Lh; x = a i 2h, etc. 


ce “A b—a 
respectivement, où # — r— On a 


b= 
(04291292 + Dyn_4 + Dyn). 


(C.7) 
-ÆExaminons cette méthode en prenant Îe circuit 
de la fig. 384 comme exemple. Ce circuit comprend 
Fig. 384 une inductance non linéaire et Îles résistances 
e. R; et R2. La valeur de 4% en fonction de i pour 
l’inductance non linéaire est donnée par la courbe de la fig. 385. Supposons que 
Ja F.E.M. & (f) ait la forme représentée sur la fig. 386. 

Désignons les courants dans les branches conformément à la fig. 384. Ecrivons 

les -équations suivant les lois de Kirchhoïf: | 


lit is 


_F(x) dx= 


CLS I) 


. 1 .dÿ. ., db | 
| Re de hRit = (4). 
D'où 
Us,  — es (t). (C.8) 
RULR Ru 
Ro R 
49 
25 40 
30] 
pe è 20 
25 EEE TE SUR IS IRIS 
tga=O0I2S À b, OI #,$ 
Fig. 385 Fig. 386 
Pour simplifier Îles écritures désignons : 
Re cp sl, 
RE LR 
Ro. Re 
Alors l'équation du circuit peut s'écrire comme suit : 
d 
4 Ri=e (+). (C.9) 
Subdivisons le temps f en des intervalles égaux t (ft — nt); nous aurons alors à la 
. — . 
place de Sa 
nt—0 tt 
2n 2 


Intégrons successivement (C.9) de { — 0 à { = 7 et, ensuite, de f « Oàf — 27, 
etc. et utilisons la formule du trapèze. 
Nous obtenons pour le premier intervalle: 


T T 
bi Vo+R | idt= \ e(t)dt, 
(] 0 
mais nous avions, suivant (C.7) 
T 
\ i dt = . A 


Par conséquent, 


pit = pot À etat, (C.10) 


SCT 0 À 


où 9 est le flux magnétique total résiduel. Nous supposerons par la suite qu’il 
soit nul, 
Pour {= 27 


mais suivant (C.7) 


\ i dt — . (2iy + io). 


Par conséquent, pour £—2t 


2% 
da | e(t)dé— Ris, (C.11) 
| Ô 
Et pour {=nT 
nt R=n—1 
Pr + in = \ e(t) dt—RT >, _k (C.12) 
Ô R=1 


L' équaiton (C.12) permet de trouver successivement ä, i?, is, etc. Le courant incon- 
nu in fait partie de son premier membre ainsi que le flux magnétique total corres- 


pondant Yn, tandis que Ia valeur D'iirs figurant dans son second membre est 


connue à la suite des calculs pour les intervalles de temps qui précèdent. 


L'ordre des opérations à effectuer est suivant : 
nt 


. En partant de e (f) construisons la courbe e (f) dt (fig. 387). 


2. Sur la figure, où est représentée la courbe dé. — f (i) (voir fig. 385), traçons 
sous un angle & avec l'axe des abscisses, la droite OS de manière que la tangente 


de cette angle soit égale à iL : 


3. La valeur de i, est trouvée à partir de l'équation (C.10). A cette fin prenons 
T 
la valeur de e (t) dt en utilisant la fig. 387. Supposons qu’elle soit égale au seg- 


0 | 
ment 1/’. Transportons ce segment sur la fig. 385 et déplaçons-le parallèlement 
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à l’axe des ordonnées jusqu’à ce que l’une de ses extrémités atteigne la courbe 
Ÿ (), au point B, et que son autre extrémité se trouve sur la droite OS au point D, 
Dans ces conditions le segment BC est égal 


à V1, et le segment CD est égal à 2e l. 


4. Le courant i2 est trouvé d’une manière 
identique, à ceci près que, conformément à l’équa- 
tion {C.i11), il faut commencer par soustraire 

2T 


Rti de \ e (f) di, égale au tronçon 22’ et ne dép- 


() 
lacer qu'’ensuite le segment ainsi obtenu paral- 
lèlement à l’axe des PAR 


5. Pour calculer is il faut soustraire RT (4 + à) de \e (£) dt, etc. 


Si e (t} est une fonction périodique de période T il est recommandé de prendre 


Si e (t) est une fonction non périodique, la valeur de + doit être choisie pur 
tâtonnernent. 

Examinons un exemple numérique. 

Exemple 175. Soit pour le circuit de la fig. 384 R; — Ra = 2Q. La fonc- 
tion Ÿ — } () est représentée par la courbe de la fig. 385. 

Dans l'intervalle entre £ — 0 et { — 0,1 s e (f) — 400 é, ensuite e (é) = 0. 
Construire la courbe i = f (f) en supposant les conditions initiales nulles ét le flux 
magnétique total résiduel %o = 0. 

Solution. Prenons l'intervalle de temps 7t=— 0,025s. Résumons les 
résultats du calcul dans le tableau suivant : 


0,12510,5 11,13 | 2 2 2 2 2 


(L 0,00410,01 | 0,057|10,45 10,565 |0,645| 0,715 


TT 


0,12510,496 11,12 D 1,043/1,55 |1,435611,458| 1,285 


leur 
0 
n— 1 
RIT (E\ 


3,2 5270 2,36 
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En partant des données de ce tableau on a construit sur la fig. 387 la courbe 


\ e(t)dt=?f (#) 
ainsi que la courbe 
i—=f(t) 
sur la fig. 388. | 
$ 367. Calcul des phénomènes transitoires dans les circuits à plusieurs résistances 
non linéaires. La méthode décrite ci-dessus peut être appliquée également aux 
circuits à plusieurs résistances non linéaires, de même qu'aux circuits, pouvant 


être représentés par des équations du second ordre, du troisième et d'ordre supé- 
rieur. 


Examinons à titre d'exemple les phénomènes transitoires dans le circuit le 
plus simple, à deux résistances non linéaires. 


{,A 
16 
72 

4 — 
è RNL 


eft) 
0 81 A 


Fig. 388 Fig. 389 


On branche en série avec la source de la F.E.M. e (f), du circuit de la fig. 389, 
une inductance non linéaire (dont la valeur de 1 est donnée en fonction de i et une 
résistance active non linéaire à caractéristique courant-tension wr — f (i) don- 
née, Intégrons l'équation de ce circuit 


dy at 
ge + UR()=e(() 
par rapport àtf, de0àäàf=nT. 
N'oublions pas que 
nt 
; TT , ÿ | : 
À ur dt = + [2ur (Es) +2 (+ ee +2 (ln) +UR (in)] 
Û 
Nous obtenons une expression analogue à (C.12) : 


nt =n—1 


a+ urtin)= | etat D unir (C.13) 
(1) hk—1 


L'ordre des opérations à exécuter conformément à (C.13) est le même que pour 


l’expression (C.12). La seule différence est qu’au lieu de la droite LAS (droite 


2 
OS de la fig. 385) il faut tracer sur la fig. 385 la courbe _ ur (i). 
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$ 368. Méthode des amplitudes variant lentement. La méthode de calcul des 
phénomènes transitoires, appelée habituellement « méthode des amplitudes 
variant lentement », est très largement utilisée en électrotechnique, radiotechnique 
et en d’autres domaines de la technique. 

E xposons les bases de cette méthode en examinant un circuit non linéaire de 
second ordre sur lequel agit une force perturbante périodique. 

Soit l'équation de ce circuit 


2 
+ f(x) + oÿx — À sin @t. (C. 14) 


On sait en outre que dans ce circuit, sous.l’effet d’une force périodique à fré- 
quence @, s'établit une oscillation forcée à fréquence &w et que les harmoniques 
supérieurs n’y sont représentés que faiblement. Admettons que la fonction cher- 
chée x (f) puisse être écrite comme suit: 


x = a sin @t +b cos œf ; (C.15) 


ici a et b sont les amplitudes de F’oscillation cherchée, variant lentement en fonc- 
tion du temps. 

Le caractère lent des variations de a et b en fonction du temps découle du fait 
que leurs dérivées par rapport au temps sont des infiniment petits du premier ordre 
par rapport à wa et wb: 


da db 
pra < a et PTS & &@b, (C.16) 
Si on en tient compte, on peut, au lieu de prendre = égal à 


dx da db 
= 40 cos @f— bo sin @t4-sin wi + cos ot, (C.17) 


écrire en première approximation: 


_ a cos @i— bo sin wf. (C.18) 


De même, au lieu de prendre la seconde dérivée sous la forme 


d?x da ab 
Des ii RS = > . —— 2 ee » 
ns © @?a sin O! &?b cos &f + @ cos Et © sin @Ù + 
d'a . d?b da , db 
+ sin OS cos @f + & cos wf © sin @f dr ! 


on peut y négliger les termes du second ordre et n’y laisser que les termes de pre- 
mier ordre. Nous obtenons ainsi: 


Ps (ota +20 2) sin © + { — 26 +20 æ) cos f. (C.19) 
Il y a lieu de remarquer que les termes de premier ordre sont conservés dans 
, à d?x : je ee ; : dx 
l'expression de dis mäis qu ils sont négligés dans l’expression de FTÉ 
Ceci s'explique par les faibles pertes du circuit examiné, d’où il résulte que 
l’amplitude du deuxième terme du premier membre de l’équation (C.14) est relati- 
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vement faible par rapport aux amplitudes des premier et troisième termes du pre- 
mier membre de cette équation. 
Substituons ensuite (C.15) à x dans la fonction f (x) et développons / (x) en 
X 


série de Fourier. Ceci fait, multiplions la série de Fourier de f (x) par + (par 
le second membre de l'expression C.18). Nous obtenons ainsi: 
Î (x) = Fo (a, b)+ F4(a, b)sin wf+-F,(a, b) cos @f + 
+ F;(a, b) sin 20f+F, (a, b) cos 2wt+... (C.20) 


Du fait que le calcul est effectué suivant le premier harmonique, on peut 
négliger par la suite la composante continue Fo (a, b), ainsi que les harmoniques 
supérieurs de la série de Fourier [c.-à-d. F3 (a, b), F4 (a, b 


2 
Dans (C.14) substituons le second membre de (C.19) à ma et écrivons à ja 


place de f (x) a 
Fi(a, b)sin of+ F, (a, b) cos of. 
Enfin substituons à wÿx 
_@5 (a sin @f + b cos wf). 


Alors l'équation (C.14) se scinde en deux équations. L'une d’elles, l’équation 
(C.21), exprime l'égalité des coefficients de sin & f des premier et second membres 
de l’équation (C.14), et l’autre, l'équation (C.22), l'égalité des coefficients de cos & f 
des premier et second membres de l'équation (C.14): 


— 20 D +F (a, b}+a(oi—@?)— À; (C.21) 
20 + F, (a, b}+b (oi —w2) 0. (C.22) 


Les équations (C.21) et (C.22) constituent un système de deux équations 
différentielles, écrites par rapport aux valeurs instantanées des amplitudes a et b 
variant lentement. | 

Dans le cas général le système (C.21), (C.22) peut être résolu par les méthodes 
d’intégration numérique ou à l’aide de la méthode de Volynkine. Dans Je cas 
particulier où la force périodique perturbante est nulle (4 = 0) et la fonction 
F1 (a, b) = 0, le système se réduit à une équation différentielle de premier ordre: 


da __ Fo(a), _ 
= (b=0). (C.23) 


Nous avons examiné déjà les- étapes principales de passage d'une équation 
différentielle pour les valeurs instantanées [équation (C.14)] aux équations ditféren- 
tielles pour les amplitudes variant lentement. Cette méthode est applicable 
également aux équations plus compliquées. 


IT y a lieu de dire en conclusion que si la valeur maximale du terme j (x) A 


dans l'équation (C.14) (et dans des équations similaires) exprimant la chute de 
tension dans la résistance active du circuit (ou des circuits) est de même ordre de 
grandeur que les valeurs maximales des autres termes de l’équation (C.14), il faut 


« « . dx : . Up , 
maintenir dans l’expression Ti les termes de premier ordre, que nous avons négligés 
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précédemment. L’enveloppe des oscillations est exprimée par l'équation f (é) — 
= ai (#) + 62 (1). 

Exemple 176. Délerminer la loi de l'accroissement des amplitudes des 
-oscillations de tension à la grille du générateur à lampes du $ 239. 

Solution. L’équation du générateur à lampes a été établie précédemment 
[voir (9.56)]. Reproduisons-la ci-dessous 


À son tour le courant anodique i, peut être exprimé en fonction de la tension 
grille uw, de la manière suivante: 


la = la + a'ug—bui. 


Comparez à l'équation (9.46), courbe en pointillé de la fig. 254, 
La dérivée du courant anodique par rapport au temps s'écrit 
dia 
dt 


à du x 
= (a — 3bu?) PTE , 
Substituons-la dans l’équation (9.56). Nous obtenons : 


Aug . us du a : 
LC +(RC—a'M + 3b ue) Tue . 


Divisons cette dernière équation par LC = Z , Où @p — fréquence angulaire 
des auto-oscillations [voir (9.61)] et désignons : 


Ma'—RC 
ET ne ; (C.24) 
3bM 
= ja RC Fe 
Nous avons alors 
dus du 
di — ka (1 — kour) dt + O6 Ug = 0. 
Prenons 
—  dug 1 dx 
X—Ug V : — , 
dd  VRk di 
dug 1 dx 
dr /r, di 
Il vient 
d2x dx 
a — pad 2 x — C.28 


Le facteur — ki (1 — x?) représente justement la fonction f (x) de l'équation 
). | 


(C.14 
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Du fait qu’aucune force périodique extérieure n’agit pas sur le système et que 
la fréquence angulaire des auto-oscillations est égale à o0 et non pas à ©, nous 
pouvons écrire 

X = a Sin Opfé. 
Alors 
dx 
Tr © 400 COS Oof; (C.27) 
Œx | 
dfè 


Substituons (C.27) et (C.28) dans (C.26). Etant donné que 


29 Fe cos Gpf — wèa sin @pf. (C.28) 


sin? Opf COS pt — _. (cos opt — cos 3wpf). 


Nous obtenons 


209 COS Op a — ao$ sin @pf + am sin Opt — k1aw9 COS Dpf +- 
Buonaë 
+ AT (cos opt — cos 3wpt) — 0, 


Du fait que le calcul est effectué suivant le premier harmonique à variation 
lente, on peut négliger le terme à cos 3@of. Nous obtenons 


2 & — aky (1—0,25a?). (C.29) 


Introduisons une nouvelle variable : 
y —=0,25a2, 


Nous aurons alors à la place de (C.29) 


d 
= Ray (L— y). (C.30) 
L’équation (C.30) est une équation à variables séparables 
dy 
TC 
| y (—y) 
ee y 
Rat — HO iRee, ; 
Ici—In Cy désigne la constante d'intégration 
R 
J_ = Coeñi ; = 0 D Peso Ur 
1 —y 1+Cge*t 14 Cie hat 
2 
Ci; a=9? V'y— 
© Vi+cie-tt 
X— a Sin Gpf = ——> ——— sin Wpé 
V'1+ cer tat 
L’amplitude de la tension aux bornes du condensateur varie comme suit en 
fonction du temps 
a 2 aM— RC 
— —— y RC 
A t 3bM CE 


VR Vi + Ce" 
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La constante d'intégration Ci est calculée à l’aide de la valeur initiale dr 
l'amplitude de tension Uc. Donc si pour f = 0 
Uc=Uc (0), 
on 4 
4 a’ M— RC 
Ur (0) 38M 


La valeur instantanée de la tension aux bornes du condensateur 


Ci= — |. 


2 a  M—RC . 
un == Ü SN Opf = — ARE sin Oné. C.32 
C C 0 Vi+Cie-ht 3bM (4) ( } 


APPEND'T' E D 


BASES DE LA THÉORIE DE STABILITÉ 
DES RÉGIMES DES CIRCUITS NON LINÉAIRES 


$S 369. Introduction. Stabilité «locale» et stabilité «globale», Stabilité 
suivant Liapounov. Le régime de fonctionnement d’un circuit électrique quelconque, 
comprenant des résistances non linéaires, peut être soit stable soit instable. En 
général le régime de fonctionnement de Ia très grande majorité des circuits électri- 
| | ques est stable, et ce n'est que dans des 
cas relativement rares qu’il est instable. 

On distingue la stabilité « locale » 
et la stabilité « globale ». On entend par 
régime stable « local » un régime pour 
lequel un écart suffisamment faible par 
rapport au régime initial (permanent) 
indépendamment des causes qui l’ont 
provoqué, décroit avec le temps et le 
système revient à son état initial. 
| Pour un régime de fonctionnement 

Fig. 390 localement instable, un écart suffisamment 
faible augmente avec le temps et le sys- 
tème ne revient pas à son état initial. 

On appelle régime globalement stable, un régime de fonctionnement pour 
lequel le système ayant subi un écart initial suffisamment grand revient à son état 
initial après la fin de l’effet perturbateur. 

Si, pour un écart suffisamment grand de l’état initial et après La fin de l'effet 
perturbateur, le système ne revient pas à son état initial, on l’appelle système glo- 
balement instable. . 

La différence entre la stabilité locale et la stabilité globale peut être expliquée 
clairement à l’aide de la fig. 390, a. Ce dessin représente une rigole contenant une 
bille. Si on lance cette bille de manière qu’elle arrive à la position 2 et si ensuite 
on l’abandonne à elle-même, la bille revient sous l’effet de la force de pesanteur 
à sa position initiale Z (position d'équilibre). Mais si on pousse cette bille avec une 
force plus grande, elle passe par la position 84 et s'échappe de la rigole. Ainsi, le 
système de la fig. 390, a est localement stable, mais globalement instable. 

On rencontre également dans les ouvrages spécialisés l’expression « stabilité 
suivant Liapounov ». On appelle système stable suivant Liapounov, un système 

our lequel on peut définir un domaine des écarts admissibles [domaine Ô (£) de, 
a Îig. 890, b] par rapport à l’état d'équilibre (du point 0), tel qu'aucun des mouve- 
ments, qui prennent naissance à l’intérieur de ce domaine à ne peut sortir des limi- 
tes d’un certain domaine déterminé &. | 

La grandeur du domaine Ô dépend dé celle du domaine &. 


010 


Dans les circuits électriques non linéaires les régimes (types de mouvement) 

suivants sont possibles en général: i) état d’équilibre; 2) mouvement périodique 
en l’absence de sources de F.E.M. ou de courant périodiques dans le système, appe- 
lé état d’auto-oscillations; 3) mouvement périodique à la fréquence de la source 
de F.E.M. (ou de courant) périodique, appelé oscillations forcées ; 4) phénomènes 
de résonance aux harmoniques supérieurs, inférieurs et fractionnels ; 5) phénomènes 
quasi-périodiques, du type d’automodulation, ainsi qu’un certain nombre d’autres 
types de mouvements plus compliqués. Chacun de ces régimes (types de mouvement) 
peut être étudié au point de vue de la stabilité. 
Pour la: très grande majorité des problèmes pratiques on examine la stabilité 
locale. C’est ce problème qui sera examiné aux paragraphes suivants. L’étude de 
la stabilité globale se fait par analyse de l’allure des courbes intégrales dans le 
plan des phases ou en faisant appel à la deuxième méthode de Liapounov et ne sera 
pas discutée ici. Nous n’examinons pas non plus les méthodes d’étude. de la stabi- 
lité suivant Liapounov. 

$ 370. Principes fondamentaux de l’étude de la stabilité focale, Examinons 
les principes fondamentaux de l'étude de la stabilité locale. Ils sont applicables 
à tous, ou plus exactement, à ptesque tous les types de mouvements connus à l’heu- 
re actuelle. Évidemment, il peut y avoir dans chaque cas concret certaines parti- 
cularités d’application des principes généraux. Nous parlerons de ces particularités 
aux paragraphes suivants. 

Pour étudier la stabilité on fait subir à la grandeur x considérée (ou aux gran- 


@ ps, 


à la première. | 

Dans l’équation (ou les équations) ainsi obtenue on sépare les termes conte- 
nant Ax et les dérivées de Ax par rapport au temps et on forme à partir de ces ter- 
mes une équation (des équations) différentielle par rapport à Ax. On donne à cette 
équation une forme algébrique, on obtient ainsi une équation caractéristique et 
on recherche ses racines. 

Si une racine au moins de l’équation caractéristique (en présence de racines 
réelles) est positive ou si la partie réelle des racines complexes conjuguées est posi- 
tive, ceci indique que l'accroissement Ax apparu ne diminue pas, mais augmente 
au contraire en fonction du temps. 

En d’autres termes, le mouvement examiné est instable. 

‘ Si, par contre, toutes les racines de l’équation caractéristique sont négatives 
et si toutes les racines complexes conjuguées ont une partie réelle négative, le 
mouvement examiné est stable. L _ 

: En présence d’une racine nulle et de racines purement imaginaires il ne suffit 
pas pour résoudre le problème de stabilité du mouvement de tenir compte seule- 
ment de la première puissance de l’accroissement Ax de la grandeur étudiée. Dans 
ce cas particulier il faut tenir compte également des quantités du second ordre par. 
rapport à Ax. L’équation caractéristique écrite par rapport à l'accroissement Ax 
pour un système de deuxième ordre a la forme: 


ap? + a1p + a2 = 0. 
Et pour un système de troisième ordre : 
aop5 + ap + asp +a3=0. 
Plusieurs critères mathématiques ont été élaborés pour permettre de juger 
se Reste racines de l’équation caractéristique. Utilisons à cette fin le critère 


Le critère (le théorème) de Hurwitz s’énonce comme suit: pour que les parties 
réelles des racines de l'équation caractéristique 


Gop° + Gp + ap 34... +an1p" + an =0 


soient négatives, il est nécessaire et suffisant que tous les mineurs diagonaux 
(Aus As .…, An_1) du déterminant de Hurwitz A, soient positifs. 
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Le déterminant de Hurwitzs 
Gi A3 A5... O 
D do (474 de 0 
An = 0 di 3 


| + . , On-2 On 


Par conséquent, les conditions nécessaires pour que les parties réelles des 
racines de l’équation caractéristique soient négatives s'expriment comme suit: 


a a 
A=& 20; =) = {2 — 003 > 0: 
0 
Gi A3 Qs 
A3 = Gp Go dy > 0, etc. 
0 1 a3 


Le déterminant de Hurwitz A, lui-même s'établit comme suit: 
1. On écrit suivant la diagonale principale du déterminant les rocflicients 
dans l’ordre des indices croissants, 


di; OR 1 Un: 


2. On inscrit dans la partie de chaque coïonne, située au-dessus de Ia diagona- 
le principale, les coefficients dans l'ordre des indices croissants. 

3. On inscrit dans la partie de chaque colonne, située au-dessous de la diago- 
nale principale, les coefficients dans l’ordre des indices décroissants (jusqu’à & 
inclusivement). 

Le lemme suivant découle du théorème de Hurwitz: 

Tous les coefficients de l'équation caractéristique (ao, &, as, .…, an) d’un systè- 
me stable sont positifs. 

Il résulte de ce qui vient d’être exposé que pour un système d’équations 
caractéristiques du second ordre, les racines réelles (ou les racines complexes con- 
juguées à partie réelle positive) seront positives lorsque l’un des coefficients quel- 
conques de l'équation (&, &, a2) est négatif. Pour un système à équations caracté- 
ristiques d'ordre trois, il y aura des racines réelles positives (ou des racines 
complexes conjuguées à partie réelle positive) lorsque: 1) l’un des coefficients quel- 
conque (Go, a, a3) est négatif ou 2) lorsque az — apas << 0. 

Des conclusions analogues peuvent être établies également pour les systèmes 
à équations caractéristiques d'ordres supérieurs. | 

Les coefficients Go, &, a, ae, .. peuvent être négätifs dans les cas principaux 
suivants : 

1. Lorsque le système, dont on étudie la stabilité, comprend des résistances 
actives non linéaires, à caractéristique, comprenant un tronçon tombant, et lorsque 
le point d'équilibre se trouve sur ce tronçon tombant. 

2. Dans les systèmes où l’action du circuit de sortie sur le circuit d'entrée 
est très grande, autrement dit dans les circuits à réaction positive trop serrée. Dans 
ce cas l'énergie cédée par Je circuit de sortie au circuit d'entrée est supérieure 
à l'énergie absorbée par le circuit d'entrée et l’accroissement Ax augmente. 

* 8. Dans Îles circuits à inductances non linéaires contrôlables et à capacités 
non linéaires contrôlables, en présence de réactions agissant implicitement (ou 
même explicitement dans certains cas). Dans ces circuits les réactions donnent 
lieu dans certaines conditions déterminées à l’apparition de tronçons tombants 
dans les caractéristiques des inductances non linéaires ou des capacités non linéai- 
res. Le régime de fonctionnement d’un tel système peut devenir instable, si le 
point figuratif arrive à se trouver sur le tronçon tombant de la caractéristique de 
l'inductance non linéaire contrôlable ou de la capacité non linéaire contrôlable. 


4. Dans les circuits comprenant des résistances non linéaires à grande inertie 
thermique, 
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$S 371. Etude de la stabilité de la position d’équilibre des systèmes, soumis à 
une force agissante constante. Il existe deux particularités dans l'étude de la stabilité 
de la position d’équilibre des systèmes, soumis à une force agissante constante. 

1. Les caractéristiques de toutes les résistances non linéaires sont habituelle- 
ment remplacées par des segments de lignes droites, coïncidant avec les tangentes 
aux caractéristiques des résistances non linéaires au point d'équilibre. 

Si le point d'équilibre d'un système à résistance active non linéaire, dont 
la caractéristique courant-tension a une forme en S ou en W, se trouve être dans 
le tronçon tombant de cette caractéristique, il faut dans l'étude de la stabilité 
de la position d'équilibre tenir compte des faibles paramètres « parasitaires » de 
la résistance non linéaire. Ces derniers ne jouent pas de rôle substantiel dans un 
phénomène permanent (stationnaire), mais pour un phénomène transitoire et sur- 
tout pour des phénomènes se déroulant 
très rapidement, leur rôle peut devenir Caractéristique -N 
important. . ( 

L'expérience a montré qu’une  ëL gractéristique-S 
résistance non linéaire à caractéris- 
tique courant-tension en forme de S 
(fig. 391, a) doit être représentée dans 
le schéma équivalent, utilisé pour 
l'étude de la stabilité, sous forme Z 
d'une résistance différentielle Ro et a) 
d'une très faible inductance parasi- : 
taire L, de la résistance non linéaire, Fig. 391 
couplées en série (fig. 392, d). Une 
résistance non linéaire, dont la caracté- 
ristique courant-tension a la forme de N (fig. 391, b}, doit être représentée dans 
le schéma équivalent par une résistance différentielle Ro couplée en parallèle avec 
la très faible capacité parasitaire C, de la résistance non linéaire *. 

Nous donnons au $ 373 un exemple de l'étude de la stabilité de la position 
d'équilibre dans un système auto-oscillant à relaxation, comprenant une résistance 
non linéaire dont la caractéristique courant-tension a une forme en S. 

Au $ 374 nous donnons un exemple d'étude de la stabilité de l'équilibre d'un 
système auto-oscillant à réaction explicite. 

$ 372. Etude de la stabilité des auto-oscillations et des oscillations forcées, 
suivant le premier harmonique. On utilise comme équations de départ dans l’étude 
de la stabilité des auto-oscillations et des oscillations forcées, les équations obtenues 
par la méthode des amplitudes à variations lentes (voir $ 368). 

Si on désigne par a et b les amplitudes variant lentement des composantes 
sinusoïdale et cosinusoïdale de l’oscillation examinée, on peut, en partant des 
équations initiales du système, obtenir les deux équations suivantes pour les ampli- 
tudes à variations lentes 


a 


d L] 

HA (a b); (D.1) 
db 

dt == B (a, b). (D.2) 


Ici À et B sont des fonctions des amplitudes a et b, ainsi que des fonctions de 
tous les paramètres du circuit, de la fréquence angulaire des oscillations © et de 
l'amplitude de la force. appliquée. Désignons par & et b les valeurs de a et b en 
régime permanent (lorsque les amplitudes ne varient pas en fonction du temps). 


Pour calculer a et bo il faut écrire dans les équations (D.1) et (D.2) que _ = ( 


* Autrement dit, en tenant compte du paramètre « parasitaire », dont le rôle 
est particulièrement important dans la résistance non linéaire en cas d’un effet 
de basculement éventuel. 
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el D 0° et résoudre le système d'équations suivant : 
À (a,60) =0, (D.3) 
B (a,bo) — 0. (D.4) 


Supposons que, par suite d’une perturbation, les amplitudes des oscillations aient 
reçu de faibles accroissements Aa et Ab et soient devenues 


a—dp+ Aa et b—bo+Ab. 


Substituons ces valeurs de a et b dans (D.1) et (D.2)}, développon: 
À (Go + Aa, bo + Ab) et B (ao + Aa, bo + Ab} en série de Taylor en Aa et Ab 
et limitons-nous au preinier ordre. Nous obtenons ainsi: 


À (ap + Aa, bo+Ab)= À (av bo) + AaAi + AbB, ; {D.5) 
B (ao Aa, bo-+ Ab) = B (ao, bo)-+ AaA3-+ AbB2. (D.6) 
Pour simplifier les écritures, nous avons désigné ici: 
fe Ge (a, b) 
ôa per (D. 
B, — 0À (a, b} 
: 0b  |per 
1 0B (a, b) 
da per (D.8) 
rs 0B (a, b) 
è 0b per 


L'indice per rappelle qu'on doit substituer dans les dérivées partielles les 
valeurs de a et b en régime permanent, c.-à-d. & et bo. 

Les coefficients A1, B4, A°, B2 sont des fonctions de & et bo, mais sont indé- 
pendants des accroissements Aa et Aë. Substituons les seconds membres des équa- 
tions (D.5) et (D.6) dans les équations (D.1) et (D.2), tenons compte des équations 
(D.3) et (D.4) ainsi que de 


d (ag + Aa) __4 (Aa) _ d (bo + Ab) _d (AB) 


mm 


dt dt dt dt 
Nous obtenons ainsi les deux équations suivantes : 
d (A 
( = 4,4a+ Bab: (D.9) 
d (Ab 
10? = Aa BoÂb. (D.10) 
Conférerons-leur une forme algébrique: 
pAa=A4Aa+ B;4b ; (D.9’) 
pAb= A9Aa + BoAb. (D.10’) 
Ecrivons l'équation caractéristique 
pi+mp+q=0. (D.11) 
Ici 
m= — (Ai + Bo) ; (D.12) 
q — ÀA1B2 7 BA». (D. 1 3) 


Conformément au critère de Hurwitz il faut, pour que Aa et Ab s’amortissent : 


m>0, 
ga >0. (D.14) 


Dans les systèmès auto-oscillants, il n’existe pas en général de forces pertur- 
batrices périodiques et, par conséquent, on peut prendre b = 0, c’est-à-dire repré- 
senter l'oscillation sous la forme a (é) sin wt (voir par exemple les auto-ostillations 
d'un générateur à lampes de l’exemple 176). Nous aurons alors au lieu de deux 
équations (D.1) et (D.2) une seule équation “ — À (a). De même au lieu de deux 


équations (D.9) et (D.10) nous avons une seule (D.15): 
d (Aa) 


Ti = 4,4a, (D.15) 
(EX 
__{ dA (a) 
A1 = es (D.16) 


Pour que les auto-oscillations soient stables, il faut dans ce cas que la condi- 
tion A4 << 0 soit satisfaite. | | | 
Voir au $ 364 un exemple d'étude de la stabilité des auto-oscillations à l’aide 
de l'expression (D.15). 
‘ Examinons maintenant deux exemples d’étude de la stabilité des régimes 
de fonctionnement. 

Premier exemple: étude de la stabilité du régime d'équilibre dans un oscil- 
lateur à relaxation. Deuxième exemple: étude de Ia stabilité d’un mouvement 
périodique dans un générateur à lampes d'oscillations sinusoïdales. 

& 373. Oscillations à relaxation. Etude de la stabilité de la position d'équilibre 
dans un oscillateur à relaxation. Les oscillations à relaxation sont des auto-osciila- 
tions qui apparaissent dans certaines conditions dans les circuits électriques non 


RAL 


Fig. 392 


linéaires à un seul accumulateur d'énergie, comme par exemple dans un circuit 
essentiellement capacitif (sans inductance) ou dans un circuit essentiellement 
inductif (sans capacité). L | 

La fig. 392, a représente le schéma de principe d’un escillateur à relaxation. 
Ce schéma comprend une source de F.E.M. continue E, une résistance linéaire R, 
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un condensateur € et une résistance non linéaire RNL couplée en parallèle avec 
ce condensateur, et dont la caractéristique courant-tension a une forme en S. 
On peut prendre comme RNL, dont la caractéristique a la forme indiquée 
ci-dessus, une lampe à néon ou un thyratron. Le schéma d’un oscillateur, débitant 
sur une lampe à néon est représenté sur la fig. 392, b. | 

La courbe 1 de la fig. 392, c est la caractéristique courant-tension d'une 
lampe à néon, la droite 2 de la même figure est la caractéristique courant-tension 
de ja résistance linéaire R. 

En l'absence d’oscillations à relaxion le régime d’un tel circuit serait détermi- 
né par le point "#7 à l'intersection de la courbe 7 avec la droite 2. 

En ce point la somme des chutes de tensions aux bornes de RNL et de la 
résistance R est égale à la F.E.M. Æ, conformément à la deuxième loi de Kirchhoff. 

Appelons le point m point d'équilibre. Il détermine le régime de fonctionne- 
ment du circuit lorsqu’un courant continu circule dans la résistance R et dans la 
lampe à néon. | 

Il est facile de se rendre compte que ce régime est instable: il suffit d’un 
écart infiniment petit de la position d'équilibre pour que le point représentatif 
quitte le point " et n’y revienne plus. Des oscillations à relaxation prennent alors 
naissance dans ce circuit. | 

Pour être sûr de l'instabilité de l’état d'équilibre, dressons le schéma équivalent 
linéaire d’un oscillateur. à relaxion. 

Du fait que la RNL a une caractéristique courant-tension en forme de S, 
cette résistance est simulée dans le schéma équivalent (conformément au $ 371) 
par la résistance différentielle RQ; et par une inductance parasitaire infiniment 
petite L,, branchée en série avec cette résistance. 

Au point m la résistance différentielle R, est proportionnelle à la tangente 
de l’angle & de la fig. 392, c et est une grandeur négative. 

La source de F.E.M. n’est pas figurée dans le schéma équivalent (fig. 392, d}), 
puisqu'on étudie le comportement du circuit en régime d’accroissements par rap- 
port au régime déterminé par le point m.  ” 

Trouvons l’impédance d'entrée du circuit, écrite sous forme opérationnelle 


L'équation caractéristique : 
p?+2bp+®?2=0, 

où 
Li + RRoC =. Ra 
2RLDC 2Lp 


R+RE 


et mi, 
RL C 


a les racines suivantes : 
Pa,2= —b + Vb?—o?. 
Puisque 
R5< 0, on a b > 0 également. 


Si le rapport entre les paramètres est tel que b? => w? les deux racines sont 
réelles et positives. 

Si b% << &, les racines sont complexes conjuguées et ont une partie réelle 
ositive, | 
| Ainsi, indépendamment du rapport entre b? et w l’état d'équilibre déterminé 
par le point " est instable. Examinons maintenant la suite des changements d'états 
au cours des oscillations à relaxation. 
Supposons qu’on ferme la clé K, contrôlant le circuit de la fig. 392, b lorsque 
les conditions initiales.sont nulles. Le condensateur C commence à se charger et 
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la tension à ses bornes croît (fig. 392, a). Le condensateur et la lampe au néon LN 
étant branchés en parallèle, la tension à leurs bornes est la même, quel que soit 
le régime de fonctionnement. 

Dès que la tension aux bornes du condensateur aura atteint une valeur égale 
à la tension d’amorçage w,n de la lampe à néon, cette dernière s'allume et le cou- 
rant qui y circule augmente par saut de zéro à la valeur i, (fig. 393, b). 

Le condensateur se décharge rapidement à travers la LN, dont la résistance 
interne est petite par rapport à celle de la résistance R. De ce fait le point figuratif 
se déplace sur la caractéristique courant-tension de la LN du point 4 au point 1. 
Au point 7 la tension aux bornes de la LN est 
égale à la tension d’extinction u., de cette lampe 
et, par conséquent, cette dernière s'éteint et le 
courant qui la parcourt s’annule (point 2). Ensuite 
le condensateur se charge à nouveau jusqu’à la 
tension #im, la lampe à néon s'allume à nouveau et 
le phénomène se répète entièrement. 

La trajectoire du mouvement du point figura- 
tif sur la fig 393, 8 est le circuit fermé 7234. 

1 y a lieu de souligner que si les conditions 
d'excitation des oscillations dans ce schéma sont 
satisfaites, l’amplitude des oscillations de la 
tension aux bornes de la capacité ne dépend pas 
de la valeur de la charge R, ni de la valeur de 
la F.E.M. E ; elle Sr ea uniquement des tensions 
d’amorçage üom et d’extinction + de la LN. La 
période des oscillations est égale à la somme du 
temps de charge du condensateur et du temps de 
sa décharge. Elle dépend de la valeur de la F.E.M. 
E, de celle de la capacité C, de la résistance R Fig. 393 
et de la résistance interne de LN. La réaction . 
existant dans ce circuit se manifeste par le contrôle exercé par le con- 
densateur sur le régime de fonctionnement de la lampe à néon. 

$ 374. Etude de la stabilité des oscillations sinusoïdales dans un générateur 
à lampes. Examinons maintenant le problème de la stabilité des oscillations sinu- 
soïdales dans un générateur à lampes (fig. 270), à titre de deuxième exemple 
d'application de la théorie générale exposée au $ 372. A cette fin utilisons jes 
expressions (C.29) et (C.24). | 

Conformément à (D.16), la dérivée de l’amplitude des oscillations: 


À (a) 70,5 aky (1 — 0,25 a2). 


Désignons par a l’amplitude des oscillations en régime permanent. Pour 
calculer a, écrivons que . est nulle et résolvons l'équation 1 — 0,25 a5 = 0. 
On trouve ao = 2. 

Conformément au $ 372 il suffit, pour étudier la stabilité d’un mouvement 
périodique a sin @ { dans un système auto-oscillant, non soumis à une force périodi- 


À (a) 


que extérieure de fréquence ©, de trouver le signe de la dérivée da » Pour 


dA (a) 
da 


est négative, le phénomène considéré est stable. 


a — &. Si dans ces conditions 


Dans notre cas 
== — 2 = <—— 
M 0,5 ki (1 — 0,75 aÿ) CTE 
Nous avons déjà indiqué [voir (C.32)] que a’ M > RC, et que ki >> 0, car ce 
n'est qu’à cette condition que l’amplitude des oscillations est une grandeur réelle. 
(a) 
da 


a=a9 


Par conséquent, << 0. Le phénomène est stable. 
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APFENDICEÉE EE 
PLAN DE PHASE 


$S 375. Définition du plan de phase et caractéristique sommaire des domaines 
de son application dans l'étude des phénomènes se déroulant dans les circuits non 
linéaires. L'étude qualitative de divers phénomènes se déroulant dans les circuits 
électriques, décrits par des équations différentielles de premier, et surtout de deu- 
xième ordre, est réalisée dans un certain nombre de cas à l’aide du plan de phase. 

On appelle plan de phase, un plan le long de l’axe des abscissés duquel on 
porte la valeur étudiée (appelons-la x) et le long de l’axe des ordonnées duquel 1a 


dérivée _ de la valeur étudiée (on désigne habituellement cette dernière par y). 


Pour chaque problème concret on peut entendre par x le courant, la tension, 
la charge, ou l'induction. Un point parfaitement déterminé du plan de phase cor- 
respond à chaque combinaison quelconquêé des valeurs x et y du circuit étudié. 

Pour étudier qualitativement les phénomènes se déroulant dans le circuit 
électrique décrit par des équations du troisième ordre, on utilise un espace de pha- 
se tridimentionnel. On porte sur l’un des axes du système des coordonnées carté- 


2 
siennes de cet espace la valeur de la fonction x, sur l’autre Ê , et sur le troisième _ | 


L'étude qualitative consiste dans la recherche des propriétés générales du 
circuit étudié, sans intégration de l'équation différentielle non linéaire. On entend 
habituellement par propriétés générales d’un circuit la dépendance du caractère 
du phénomène transitoire des conditions initiales, la possibilité d’amorçage dans 
le circuit des auto-oscillations, des phénomènes de résonance et de l’automodula- 
tion, ainsi que la stabilité des régimes énumérés ci-dessus, de même que des régimes 
d'équilibre. | | | 

Dans un grand nombre de cas tous ces problèmes peuvent être résolus par 
d’autres méthodes, sans faire appel au plan de phase. L'utilisation de ce dernier 
rend l'étude plus concrète ;; elle est justifiée chaque fois lorsque cette méthode 
nécessite un travail commensurable ou inférieur au travail nécessaire pour résoudre 
les mêmes problèmes par d’autres moyens. 

Habituellement le plan de phase est utilisé pour étudier les phénomènes se 
déroulant dans les circuits électriques comprenant des sources de F.E.M. continues, 
mais où il n’existe pas de sources des F.E.M. périodiques. 

Cependant le plan de phase peut être utilisé également pour l'étude des phé- 
nomènes se déroulant dans les circuits comprenant des sources de F.E.M. sinusoïda- 
le (et continue), si on passe préalablement des équations écrites pour les valeurs 
instantanées aux équations pour les composantes variant lentement. 

376. Courbes intégrales, trajectoire de phase et cycle limite. La fonction 
y = f (x), obtenue à partir de la solution d’une équation différentielle du système, 
décrit une famille de courbes dans le plan de phase, les courbes de cette famille 
correspondent aux diverses valeurs des constantes d'intégration. Les courbes 
y = f(x), correspondantes à diverses conditions initiales, sont appelées courbes 
intégrales. 

La position initiale du point figuratif sur le plan de phase est déterminée par 
_ = y pour t = 0. 

La courbe intégrale, passant par un point du plan de phase à conditions ini- 
tiales imposées, est appelée trajectoire de phase. 

L’ailure de la trajectoire de phase dépend de la configuration du schéma, du 
caractère de la non-linéarité et du rapport entre les paramètres. 

Si le phénomène se déroulant dans le circuit est périodique, les valeurs de x 


les valeurs de x et 


et de _ — ÿ, correspondant l’une à l’autre, se répètent à des intervalles de ternps 


égaux à la période du phénomène, et la trajectoire de phase est alors une courbe 
fer mée. | 
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Une trajectoire de phase fermée est appelée cycle limite. Si le phénomène n’est 
pas périodique, la trajectoire de phase n'est pas une courbe fermée. 

On peut observer la trajectoire de phase sur l’écran d’un oscillographe catho- 
dique. À cette fin on délivre à l’une des paires des plaques déflectrices la valeur 
étudiée x et on applique à l’autre paire 
la dérivée de x. 


$ 377. Représentation des phéno- 01 
mèênes les plus simples dans le plan À C 
de phase. Examinons plusieurs exern- F 


piles simples de description des phéno- 

mènes se déroulant dans les circuits 

linéaires (nous  examinerons les 

circuits non linéaires plus loin). a) 
On demande de représenter sur 

le plan de phase un phénomène Fic. 304 

transitoire, se déroulant dans le circuit 18: 

de la fig. 394, a; ce phénomène étant 

provoqué par la fermeture de l'interrupteur, à conditions initiales nulles. Dési- 

gnons par À le courant dans ce circuit ; uc — la tension aux bornes du condensateur. 

Substituons dans l'équation du circuit 


Rituc=E£ 
cc à :. Nous obtenons : 
dt 
duc …. 
Désignons 
duc _dx 
HAS TE a 
Nous aurons alors 
__E—x 
PT TRC 
3) Cette dernière équation décrit la droite ab de la 


tig. 394, b. Cette droite est la trajectoire de phase du phéno- 
mène examiné. Le point b est un point d'équilibre. | 
Examinons à titre de deuxième exemple la repré- 


#! sentation d'une oscillation sinusoïdale i = Î{» sin ot 

(fig. 395, a). 

Désignons i — x; on a alors 
F: 
F y= = 0m COS @f, 
Î ; SL 
; c'est-à-dire 

C: x = 1m Sin Of ; 

Fig. 395 


y = Olm COS @f. 


Divisons la première équation par /m, la deuxième par @fA et ensuite élevons 
au carré les équations ainsi obtenues et additionnons-les. Nous aurons ainsi l’équa- 


tion d’une ellipse: 
C2) + (HE) = 
Im © 1m À ; 


Par conséquent, l'image d'un phénomène sinusoïdal (la trajectoire de phase) 
dans le plan de phase est une ellipse (fig. 395, b). 
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Plusieurs ellipses, dont chacune correspond à des oscillations sinusoïdales 
à conditions initiales différentes, sont représentées sur la fig. 395, c. 
Le sens du déplacement du point figuratif est indiqué par une feche. Dans 


le demi-plan supérieur y = Æ 0: par conséquent, dans le demi-plan supérieur 


dt 
le point figuratif se déplace dans le sens de l’accroissement de la coordonnée x. 
: PET dx : : 
Dans le demi-plan inférieur y — Ti <0; et, par conséquent, dans ce demi-plan 


le point figuratif se déplace dans le sens des coordonnées x décroissantes. On peut 
dire d'autre part que le déplacement du point figuratif dans le plan de phase se 
fait toujours dans le sens des aiguilles d’une montre. 
Il y a lieu de souligner ici que bien que x et y soient des fonctions de temp:, 

le temps ne figure pas explicitement dans le plan de phase. 

représentation d’un phénomène sinusoïdal amorti est. une spirale canver: 
gente. | 
La représentation d'une oscillation. sinusoïdale croissante est une :‘plrale 
divergente. 


Ie PARTIE 


INTRODUCTION 


La troisième partie du «Cours d’électrotechnique théorique » est. 
consacrée au champ électromagnétique. 

La théorie du champ électromagnétique traite des phénomènes élec- 
triques ét magnétiques, des lois qui régissent ces phénomènes et des. 
méthodes de calcul qui en découlent. 

L'exposé des propriétés fondamentales et des méthodes de calcul 
des champs est fait ici en allant des types des champs les plus simples. 
aux types les plus compliqués. Conformément à ce principe, nous com- 
mencerons par examiner les champs ne variant pas en fonction du temps, 
à savoir le champ électrostatique, le champ électrique du courant conti- 
nu dans un milieu conducteur, le champ magnétique du courant continw 
et ce n’est qu'ensuite que nous aborderons l’étude du champ électromagné- 
tique variable. L'étude de tous ces champs permettra d'étendre la notion: 
physique du champ, donnée dans le cours de physique, contribue à une 
compréhension plus approfondie des phénomènes se déroulant dans les 
installations électrotechniques ; elle est en outre très importante pour la: 
pratique, puisqu'elle permet de résoudre un grand nombre de problèmes 
ayant un caractère essentiel pour la théorie des circuits électriques, com- 
me de ceux indépendants de cette théorie, comme par exemple des pro- 
blèmes traitant du rayonnement et de la canalisation de l’énergie à haute 
iréquence. 

Les notions exposées dans la section « Champ électrostatique » 
permettront de comprendre, par exemple, les conditions dans lesquelles 
travaille l'isolement électrique d’une installation électrique quelconque, 
l'influence exercée sur la rigidité diélectrique de telle ou autre propriété 
du diélectrique considéré, la variation de ses propriétés d'un point à 
l’autre, l’influence. des impuretés, etc. L'étude de la section « Champ 
électrostatique » permet de calculer les valeurs intégrales telles que Îles 
capacités propres et partielles, notions largement utilisées dans la théorie: 
des circuits électriques. | 

L'étude de la section « Champ électrique du courant continu dans um: 
milieu conducteur » permet de résoudre par exemple les problèmes pra- 
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tiques suivants : déterminer la répartition des potentiels et des densités 
des courants dans les installations de mise à la terre, les courants de 
fuite dans les installations à isolement défectueux, la répartition du 
courant dans l’eau de mer dans les installations de dragage, calculer les 
valeurs intégrales telles que la conductance et la résistance entre les 
électrodes de configuration compliquée, etc. 

Les données contenues dans la section « Champ magnétique du cou- 
rant continu » facilitent également la solution de nombreux problé- 
mes ayant une grande importance pratique. | 

À titre d'exemples de ce problème, nous pouvons citer le calcul des 
blindages magnétiques, celui des dispositifs pour enregistrement magné- 
tique du son, le calcul des installations de défectoscopie magnétique, 
la détermination des forces d'interaction prenant naissance dans les 
appareils électriques du fait des courants de court-circuit, la recherche 
des inductances et des reluctances, etc. 

La section la plus importante de la troisième partie du cours d'élec- 
trotechnique théorique est la section « Champ électromagnétique varia- 
ble ». Nous examinons dans cette section les problèmes du rayonnement 
de l’énergie électromagnétique, la propagation des ondes électromagné- 
tiques dans un diélectrique parfait, comme dans des milieux conducteur 
et semi-conducteur. 

L'étude de l’ensemble de ces questions facilite également la solu- 
tion d’un grand nombre de problèmes pratiques, comme, par exemple, 
ceux liés au chauffage et à la trempe par haute fréquence, à la canalisa- 
tion de l'énergie à haute fréquence, aux problèmes de calcul des résis- 
tances actives et des réactances des conducteurs en courant alternatif, 
etc. 


CHAPITRE XII 
CHAMP ÉLECTROSTATIQUE 


_ $ 378. Définition du champ électrostatique. Le champ électrostatique 
est une forme particulière de la matière, porteuse d'énergie, et possédant 
des propriétés électriques et magnétiques caractéristiques. 

Le champ électrostatique est un cas particulier du champ électroma- 
gnétique..Il est créé par un ensemble de. charges électriques immobiles 
dans l’espace, par rapport à l’observateur, et invariables dans le temps *. 

Par la suite, nous aurons affaire en général à un champ créé dans un 
milieu homogène et isotrope, c’est-à-dire un milieu, dont les propriétés 
électriques sont les mêmes en tous les points du champ et ne dépendent 
pas de la direction. Dans le cas contraire, nous ferons Îles réserves néces- 
saires. 

Le champ électrostatique possède la propriété d'agir sur une charge 
électrique, placée dans ce champ, avec une force mécanique, directement 
proportionnelle à la valeur de cette charge. | 

$ 379. Loi de Coulomb. Deux charges ponctuelles gq, et q, se trouvant 


dans le vide agissent l’une sur l’autre avec une force F, directement 
proportionnelle au produit des charges g; et g, et inversement proportion- 
nelle au carré de la distance R entre ces charges. Cette force est dirigée 
suivant la ligne réunissant les charges ponctuelles. Si les charges ont 
le même signe, elles tendent à s'éloigner l’une de l’autre; les charges 
de signes contraires tendent à se rapprocher : 


F-_HR _R, (13.1) 


AREoR 2 


où R — vecteur unitaire dirigé suivant la droite réunissant les charges 
{voir fig. 396) **. 


* jl a été indiqué au cours de physique qu’une substance quelconque est cons- 
tituée par des particules élémentaires chargées entourées d’un champ électroma- 
gnétique. Ainsi, il existe toujours dans une substance quelconque une hétérogénéité 
microscopique dans l'espace. 

En outre, les particules élémentaires chargées, faisant partie des atomes et 
des molécules, sont toujours en mouvement chaotique perpétuel. Par conséquent, 
en plus de l'hétérogénéité microscopique dans l’espace, nous avons toujours affaire 
à une disposition différente des charges microscopiques aux instants successifs. 

Dans la. théorie du champ on prend la moyenne des hétérogénéités microsco- 
piques de la substance dans l'espace et dans le temps, autrement dit, on examine 
les phénomènes dans leur sens macroscopique. 

Les charges élémentaires se déplacent chaotiquement dans un corps chargé 
{lorsque sa charge totale est invariable dans le ternps). Par conséquent, même au 
voisinage immédiat de la surface de ce corps, le champ créé par les charges élémen- 
taires est pratiquement absent. 

Ceci permet de n’examiner dans le champ électrostatique que l'un des 
« aspects » du champ électromagnétique, à savoir son aspect électrique. 

__ *#* Rappelons que la flèche, placée au-dessus d'une lettre, indique qu'il s'agit 
d'un vecteur dans l’espace. 
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Si on se sert du système MKSA et des sous-multiples des unités de ce 
système, la distance R est habituellement mesurée en mètres (m), les 
charges en Coulomb (C}, &o = 8,86-10-1 F/m, et la force est obtenue en 

Newton (N). Dans l’expression de la loi de 
F Coulomb nous avons parlé des charges « ponc- 
I tt tuelles », mais il n’en découle nullement 


Les que les charges agissant les unes sur les autres 
He sont disposées sur des corps de dimensions 
0 infinitésimales. Lorsqu'on parle des charges 

Fig. 396 ponctuelles, on veut dire seulement que Îles 


dimensions linéaires des corps, portant les char- 

ges en question, sont nettement plus petites que la distance entre ces corps. 
$ 380. Grandeurs essentielles caractérisant un champ électrostatique : 
potentiel et intensité. Chaque champ est caractérisé par certaines gran- 
deurs essentielles. Pour un champ électrostatique, les grandeurs essen- 


tielles caractérisant son champ électrique sont l'intensité E et le poten- 
tiel +. 

L’intensité du champ électrique est une grandeur vectorielle, déter- 
minée en chaque point en valeur et en direction, tandis que le potentiel 
est une grandeur scalaire. La valeur du potentiel est déterminée en cha- 
que point du champ par un certain nombre. 

Le champ électrostatique est déterminé lorsqu'on connaît la loi de 


variation de Æ ou de ® en tous les points de ce champ. 

Si on place dans un champ électrostatique une charge positive fixe, 
suffisamment petite pour qu’elle n’entraîne pas par sa présence de modi- 
fication tant soit peu sensible des charges, portées par les corps ayant 
créé ce champ, le rapport entre la force agissant sur cette charge et la 
valeur g de cette charge, détermine l’intensité du champ au point con- 
sidéré 

E = 


sf") 


L'intensité du champ est numériquement égale à la force agissant sur 
une charge unifaire. 

Lorsque le champ est créé par plusieurs charges (g1, g>, gs...), l’inten- 
sité du champ est égale à la somme géométrique des intensités dues 
à chaque charge séparément : 


PE EDÉES ve. » 


En d’autres termes le principe de la superposition peut être utilisé pour 
le calcul d’un champ électrique. 

Examinons maintenant le travail accompli par les forces du champ 
au cours d’un déplacement de la charge et les notions du potentiel et de 
la différence de potentiel liées à ce travail. 

Plaçons une certaine charge g dans un champ électrostatique. La 


force gË agira sur cette charge. Supposons que la charge g se déplace 
du point 1 au point 2 suivant le parcours 132 (fig. 397). Du fait que la 
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direction de la force gE agissant sur la charge en chaque point du parcours 
— 

peut ne pas coïncider avec l'élément du parcours df, le travail accompli 

pour déplacer la charge le long du parcours di est déterminé par le pro- 


duit scalaire de la force par l’élément du parcours q EÉdi,Le travail dépen- 
sé pour transporter la charge q du point / au point 2 suivant le parcours 
132 est calculé comme la somme des travaux élé- 


mentaires gd. Cette somme peut être écrite sous 
forme d'une intégrale de ligne 
2 
g \ Edi. 
| 
La charge g peut être quelconque. Supposons 
qu'elle soit égale à l’unité (charge unitaire). On 
appelle différence de potentiel q — 2 le travail 
dépensé par les forces du champ pour le transport dela 8&,\; f Rz 
charge unitaire du point initial ? au point final 2: à ; 
2 M 41 


—qp=\ Edl. (32) Fig. 397 
1 
L'expression (13.2) permet déterminer la différence de potentiel des 
points / et 2 comme intégrale de ligne de l’intensité du champ. 

Si‘le potentiel du point final du parcours (du point 2) était nul, le 

potentiel du point 7 serait calculé comme suit (pour @2 = 0}: 
2 
PE \ E dl, 
1 
c'est-à-dire le potentiel du point arbitraire 1 du champ peut être calculé 
comme travail accompli par les forces du champ pour transporter une charge 
unitaire positive du point considéré du champ en un point du champ dont 
le potentiel est nul. 

On peut prendre comme point de potentiel nul un point quelconque 
du champ. Lorsque ce point est choisi, les potentiels de tous les autres 
points du champ sont déterminés d’une manière parfaitement univoque. 

On admet souvent que le point à potentiel nul se trouve à l'infini. 
Par conséquent, et dans les cours de physique surtout, on définit souvent 
le potentiel comme travail accompli par les forces du champ pour trans- 
porter une charge unitaire du point considéré du champ à l'infini 


qu= | Ed. 
{ 


On estime souvent que le point à potentiel nul se trouve sur la sur- 
face de la terre (la terre au point de vue électrostatique est un corps con- 
ducteur et, par conséquent, il est parfaitement indifférent que le point 
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considéré se trouve exactement sur la surface de la terre ou dans sa pro- 
fondeur. 

$S 381. Le potentiel est déterminé à une constante près. Il découle de 
ce qui précêde que le potentiel d’un point quelconque du champ dépend 
du choix du point du champ, auquel on a attribué un potentiel nul. 
En d’autres termes, le potentiel peut être déterminé à une constante 
près. Cependant ce fait n’a pas d'importance réelle. En effet, ce n’est 
pas le potentiel d’un point quelconque du champ qui a une importance 
pratique, mais la différence de potentiel et la dérivée du potentiel par 
rapport aux coordonnées. | | 

Lorsqu'on calcule la différence de potentiel, la constante arbitraire 
qu'on a utilisé pour. calculer le potentiel, .est soustraite et ne figure pas 
dans la différence de potentiel. Cette constante n’influence pas non plus 
sur la valeur de la dérivée du potentiel par rapport aux coordonnées, 
puisque la dérivée d’une constante est nulle. 

$ 382. Le champ électrostatique dérive d’un potentiel. Ecrivons 
l'expression pour la différence de potentiel pour le champ d’une charge 
ponctuelle. Supposons à cette fin qu'au point m de la fig. 397 se trouve 
une charge ponctuelle positive g, créant un champ, et qu'une charge 
positive unitaire g = 1 se déplace du point / au point 2 en passant par 
le point intermédiaire 8. 

Désignons par R. la distance du point m au point initial 7, par R2 
la distance du point "m au point final 2, par R la distance du point " 
au point arbitraire & situé sur le parcours /32. La direction de l'intensité 


du champ E et la direction de l’élément du parcours di au point intermé- 
diaire 3 sont indiquées sur la fig. 397. Le produit scalaire E di — E dk, 


où dR est la projection de l'élément du parcours d{ sur la direction: du 
rayon raccordant le point m au point ä. 


Conformément à la définition, l'intensité du champ E = Le 
Suivant la loi de Coulomb | 
Pr 9 D 
F TER Ro- 
Puisque | Rol = 1 et g = 1, le module de l’interisité du champ dans 
le champ de la charge ponctuelle g est 
É=- 0 — 
4nepR? ° 
Substituons. dans l'expression (13.2) la valeur ÈRE dR à Edi. Nous 
obtenons 


PA 2 
qqs | Edi= (Earl Re (R RS) (13.2) 


Ainsi, la différence de potentiel entre les points initial et final du par- 
cours (les points 1 et 2) dépend seulement de la position de ces points et ne 
dépend pas du parcours, le long duquel s’est effectué le déplacement du point 
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initial au point final. En d’autres termes, si le déplacement du point 7 
au point 2 s’effectuait suivant un autre parcours quelconque, par exem- 
ple, suivant le parcours 742, la différence de potentiel @; — @», ainsi 
obtenue, serait exactement égale à Îa différence de potentiel p; — m2, 
obtenue lors du déplacement du point / au point 2 suivant le parcours 132. 

Si le champ est créé par un ensemble de charges ponctuelles, le raison- 
nement précédent est vrai également pour le champ créé par chacune des 
charges ponctuelles séparément. Et comme pour un champ électrique 
dans un diélectrique homogène et isotrope le principe de superposition: 
est satisfait, la constatation de l'indépendance de la valeur des différences. 
de potentiel @; — æ: du parcours le long duquel le déplacement du point 
1 au point 2 s’est effectué, est vraie également pour le champ électrique 
créé par -un ensemble des charges ponctuelles. 

Si on suit un parcours fermé 73241 (fig. 397) le point initial / du 
parcours et le point final 7 de ce parcours coïncident, et alors le premier 
et le second membre de l’expression (13.2) sont nuls: 


p—p=0= 6 Edi. (13.3) 


Le cercle figurant sur le signe de l'intégrale indique que l’intégrale 
est prise suivant un circuit fermé. 

La relation (13.3) signifie que dans un champ électrostatique l'intégrale 
de ns du champ électrique le long d'un parcours fermé quelconque est 
nulle. 

Au point de vue physique, ceci s'explique par le fait que le travail 
effectué par les forces du champ pendant le déplacement le long d’un 
parcours fermé est égal au travail accompli par les forces extérieures 
opposées aux forces du champ. | 

Si on considère que le travail accompli par les forces du champ est 
positif et que le travail accompli contre les forces du champ est négatif, 
la somme des travaux « positifs » et « négatifs » est nulle, 

L'expression (13.3) peut être expliquée d’une manière différente 


encore : la circulation du vecteur E le long d’un circuit fermé quelconque 
est nulle. Cette relation exprime la propriété principale du champ élec- 
trostatique. On appelle potentiels les champs pour lesquels les relations 
de cette nature sont justifiées. Non seulement les champs électrostatiques, 
mais également tous les champs de gravitation (les champs de la force 
d'attraction entre les corps matériels), ainsi que les champs de tempé- 
rature en régime permanent sont des champs potentiels. 

$ 383. Lignes de force et lignes équipotentielles. Un champ électros- 
tatique peut être caractérisé nettement par l’ensemble de ses lignes de 
force et de ces lignes équipotentielles. Une ligne de force est une ligne 
imaginaire du champ, partant d’un corps à charge positive et allant 
à un corps à charge négative. Elle est tracée de manière, que sa 
tangente en un point quelconque donne la direction de l'intensité du 


champ E en ce point. Une charge positive très petite, si elle pouvait 
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se déplacer librement dans le champ et si elle était dépourvue d'inertie, 
se déplacerait le long de la ligne de force. | 

Aïnsi, les lignes de force ont un « commencement » (sur le corps à 
charge positive) et une « fin » (sur le corps à charge négative). Du fait 
que les charges positive et négative, créant le champ, ne peuvent pas se 
trouver au même point, les lignes de force d'un champ électrostatique 
ne peuvent pas être des lignes fermées sur elles-mêmes. 

On peut former des surfaces équipotentielles dans un champ électros- 
tatique. On appelle surface équipotentielle l’ensemble des points d’un 


Lignesde force 


TPE 
éguipotentielles a) ) 
Fig. 398 


champ, ayant tous le même potentiel. Si on coupe mentalement un champ 
électrostatique par un plan quelconque, on verra dans la section ainsi 
obtenue les traces d’intersection du plan avec les surfaces équipoten- 
tielles. On appelle ces traces lignes équipotentielles. Il découle de Ia défi- 
nition même d’une surface équipotentielle qu’un déplacement quelconque 
sur cette surface n’entraîne pas de variation du potentiel. De même, un 
déplacement le long d’une ligne équipotentielle n'est pas liée à une 
variation du potentiel. | 

Les lignes de force et les lignes équipotentielles se coupent sous un 
angle droit en un point quelconque du champ. Nous avons tracé à titre 
d'exemple sur la fig. 398, a l’image de deux corps chargés,’ ainsi que 
plusieurs lignes de force et équipotentielles. 

Contrairement aux lignes de force, les lignes équipotentielles d’un 
champ électrostatique sont des lignes fermées sur elles-mêmes. Comme 


nous l’avons déjà indiqué, le champ électrique E et le potentiel q sont 
liés l’un à l’autre par une relation du type intégral (13.2). En outre, il 


existe entre Æ et q une relation du type différentiel. Elle sera examinée 
au paragraphe suivant. 

$ 384. Expression de l'intensité du champ sous forme de gradient 
de potentiel. Comme nous l’avons déjà indiqué, un champ électrostatique 
est un champ potentiel. Il existe en général entre deux points situés 
à proximité l’un de l’autre une certaine différence de potentiel. 

Si on divise. cette différence par la distance la plus courte entre Îles 
points considérés, la grandeur ainsi obtenue caractérise la vitesse de 
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variation du potentiel suivant la distance la plus coùrte entre ces points. 
Cette vitesse dépend de la direction le long de laquelle les points ont été 
choisis. En mathématique on utilise la notion du gradient d’une fonction 
scalaire. On appelle gradient d’une fonction scalaire la vitesse de varia- 
tion de cette fonction, prise dans la direction de son accroissement maxi- 
mal. Deux considérations sont essentielles dans cette définition du gra- 
dient. La première d’entre elles indique que la direction, suivant la- 
quelle on prend les deux points voisins, doit être telle que la vitesse de varia- 
tion du potentiel soit maximale. Il résulte de la deuxième considéra- 
tion que cette direction doit être telle que la fonction scalaire croît 
(et non décroît) dans cette direction. Deux tronçons de deux lignes 
équipotentielles, placées très près l’une de l'autre, sont représentés sur 
la fig. 398, b. L’une d'elles a le potentiel p;,, et l’autre le potentiel >. 
Soit pi >> p2. Alors, conformément à la définition du gradient de poten- 
tiel, donnée ci-dessus, le gradient sera représenté sur la fig. 398, b par un 
vecteur perpendiculaire aux lignes équipotentielles ét dirigé de @> à qi 
(dans le sens des potentiels croissants). 

L'intensité du champ électrique est dirigée, du potentiel plus élevé 
(p:) vers le potentiel moins élevé (2). Si on désigne par dn la distance 
entre des surfaces équipotentielles le long de la perpendiculaire (de la 


normale) et si on désigne par dn le vecteur, ayant la direction de Ë, on 
peut écrire: 


— | 

dn —=n° dn 
« 8 M 2 e e . e ES La 
(ici n° — vecteur unitaire dans la direction dn) ; on peut alors coniormé- 
ment à la relation (13.2) écrire: 


où on désigne par d = 2 — y, l'accroissement du potentiel entre le 
point / et le point 2. 


Du fait que les vecteurs É et dn ont la même direction, le produit 
> —+ pr sé 
scalaire E dn est égal au produit du module de E par le module de dn 
> —} 
(E dn = Edn). 


Ainsi E dn = —d. Il en découle que le module de l'intensité du 
champ E — —? Vecteur de l'intensité du champ Ë = En. Par con- 
séquent, 

Em. (13.4) 
Par ailleurs, il découle de la définition du gradient que 
grad = MPa (_ n0) = (_n0). (13.5) 
En comparant (13.4) et (13.5) nous constatons que 
E— — grad . (13.6) 
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La relation (13.6) peut être expliquée de la manière suivante : l’intensité 
en un point quelconque du champ est égale à la vitesse de variation du 
potentiel en ce point du champ, prise avec le signe contraire. Le signe — 


a un sens parfaitement déterminé: la direction É et celle du grad œ 
sont opposées (fig. 398, b). 


La normale dn est en général disposée de manière à ne pas coïncider 
avec un axe de coordonnées quelconque. Par conséquent, le gradient de 
potentiel dans le cas général peut être représenté sous la forme d’une 
somme de trois projections sur les axes des coordonnées. Ainsi, par 
exemple, dans un système de coordonnées cartésien 


LL AE TE 2 37 
grad —ài PE À LT + À  * (13,7) 


—}> : 
où é — vitesse de variation de @ dans la direction de l’axe des x, 
D — valeur numérique (module) de la vitesse (la vitesse est une gran- 
+ + — 
deur vectorielle), 1, j, k sont des vecteurs unitaires, respectivement 


suivant les axes x, y, 2 du système cartésien. 


À son tour, le vecteur d'intensité E =, Ex + jEy + ÊE.. 
Ainsi 


+. _ + dp pp , > à 
Ex + jEy+kEs = —(i SE +) THE -)- 


Deux vecteurs ne sont égaux l’un à l’autre que si leurs projections res- 
pectives sont égales. 
Par conséquent, 


a D Ce RE 0 (13.8) 


Oy ? Ôz 

Les relations (13.8) doivent être interprétées comme suit: la pro- 
jection de l'intensité du champ sur l’axe des x est égale à la projection 
de la vitesse de variation du potentiel suivant l’axe des x prise avec un 
signe contraire, etc. 

Pour simplifier l’écriture de diverses opérations sur les valeurs sca- 
laires et vectorielles on ütilise l'opérateur différentiel hamiltonien 
(l'opérateur nabla). | 

$S 385. Opérateur différentiel hainiltonien (opérateur nabla). On 
appelle opérateur nabla la somme des dérivées partielles par rapport 
aux trois axes des coordonnées, multipliées par les vecteurs unitaires 
correspondants (les axes). En coordonnées cartésiennes, cet opérateur 
s'écrit somme suit: 


> Ô a à) 20 
Er TE DUT 
Au point de vue formel, il peut être considéré comme un vecteur. 
L'opérateur nabla peut être appliqué à des fonctions scalaires ou vecto- 


rielles. La fonction sur laquelle on veut effectuer une opération (une 
différentiation par rapport aux coordonnées ou, en d’autres termes, une 
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différentiation « spatiale ») est écrite à droite de l'opérateur nabla. 
L'opérateur nabla n’est jamais utilisé sans qu’une fonction soit écrite 
à sa droite. 

Appliquons l’opérateur V au potentiel æ. A cette fin écrivons : 


_f7 9 + 0 > 0 _ ôp > 0 ? 0 
voit té )o=t St Ste. 


Si on compare cette dernière expression avec (13.7) on constate que 
leurs seconds membres sont égaux. Par conséquent, les premiers membres 
le sont également. On a ainsi: 


grad ® = Vo. 


En d'autres termes, l'écriture V est équivalente à l'écriture grad q 

et le placement de l’opérateur V à gauche d’une fonction scalaire quel- 

conque (de æ dans le cas considéré) indique qu’on prend le gradient de 
cette fonction scalaire. | 

$S 386. Expression du gradient de potentiel en coordonnées 

cylindriques et sphériques. On a dans le système cylindrique (voir les 

désignations sur la fig. 399, a): 

 dp , 1 0p 1 5 0 

gradq=rt Store. (13.9) 

Däns le système sphérique (voir les désignations sur la fig. 399, b): 


_5 0 20 ! 0 | Ô0p | 
gradq= Ra + HE ne 50 : (18.10) 
S 387. Flux d’un vecteur à travers un élément de surface et flux d’un 


vecteur à travers une surface. Soit dans un champ vectoriel (par exemple, 


dans le champ du vecteur de l’intensité du champ électrique É) un cer- 
tain élément de surface, dont l’aire d’une face est numériquement égale 
à ds. Choisissons le sens positif pour la normale (le perpendiculaire) 


à l'élément de surface. Le vecteur ds est égal à une certaine échelle sur 
la fig. 400 à l’aire de l’élément 
de surface, et sa direction coïn- 
cide avec le sens positif de la 
normale. Supposons que l’aire 
de cet élément soit suffisam- 
ment petite pour qu’à l’intérieur 


— 
de cet élément, le vecteur Æ 
puisse être considéré comme le 
même en tous les points. 


Lorsque E est perpendicu- Fig. 399 
laire à ds, le vecteur E ne trans- _ 
perce pas l’élément de surface ; lorsque E est orienté suivant ds, le flux du 
vecteur E est maximal à travers l’élément de surface considéré. Dans le cas 
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le.plus général, le flux du vecteur E à travers l'élément de surface ds est 
> —+ 
déterminé par le produit scalaire E ds. 
Le produit E ds est une grandeur scalaire. Par conséquent, le flux 
d’un vecteur à travers un élément de surface est une grandeur scalaire. 
Le flux du vecteur peut être positif ou négatif. Si le produit scalaire 


pd er. e . É 
E ds est positif, le flux du vecteur est dirigé dans le sens ds. Lorsque le 
flux du vecteur a une valeur négative, il est dirigé 


CA en sens contraire. 
. Lorsque la surface, à travers laquelle on calcule 
Æ le flux du vecteur, est grande, on ne peut plus estimer 


que E est le même en tous les points de cette surface. 
On divise alors cette surface en petits éléments et le 
Îlux total du vecteur à travers cette surface est égal 
à la somme algébrique des flux à travers tous les éléments de la surface. 
La somme des flux peut être écrite sous forme de l'intégrale 

\ E ds. 


Fig. 400 


Le signe s figurant sous le signe de l'intégrale indique que la samma- 
tion est faite suivant les éléments de la surface. 

Lorsque la surface, à travers laquelle on calcule le flux du vecteur, 
est une surface fermée, ceci est indiqué en traçant un petit cercle sur le 
signe de l'intégrale : 

E ds. 
8 

$ 388. Charges libres et liées. Polarisation de la substance. On appelle 
charges libres les charges qui peuvent, sous l'effet des forces du champ, 
se déplacer librement dans la substance, leur déplacement n'étant pas 
limité par des forces intramoléculaires. 

On appelle charges liées les charges électriques entrant dans la com- 
position de la substance et maintenues en positions déterminées par les 
forces intramoléculaires. De telles charges sont liées à la substance con- 
sidérée et ne peuvent en être séparées. La somme des charges positives 
liées est égale à la somme des charges négatives liées. 

Si on place un corps diélectrique quelconque dans un champ électri- 
que, ce corps se polarise. 

On appelle polarisation une variation ordonnée de la disposition 
des charges liées dans un corps, due au champ électrique. Cette modifi- 
cation de la disposition se manifeste par le déplacement des charges 
liées négatives dans le corps dans le sens du potentiel plus élevé et dans 
le déplacement des charges liées positives dans le sens du potentiel 
plus bas. Les charges vont se déplacer tant que les forces exercées par le 
champ électrique sur les charges liées ne sont pas équilibrées par Îles 
forces intramoléculaires. À la suite de la polarisation, des charges liées 
sont pour ainsi dire mises à nu sur la surface de la substance. 
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$ 389. Vecteur polarisation. On appelle moment électrique de deux 
charges de grandeur égale et de signes contraires, se trouvant à une 


distance / l’une de l’autre le produit g/. C'est une grandeur vectorielle 
dirigée de la charge —g vers la charge +g (fig. 401, a). 

Dans une substance polarisée on peut considérer au point de vue 
électrique les molécules comme des doublets. Sous l'effet d'un champ 
électrique externe, ces doublets tendent à s'orienter dans. l’espace de 
manière que leur moment électrique soit dirigé parallèlement au vecteur 


Charges liées non 
compensées 


Fig. 401 


de l’intensité de ce champ électrique. Au point de vue pratique ce n’est 
pas le moment électrique d’une seule molécule, ni celui de deux charges, 
mais la somme des doublets, se trouvant dans l’unité de volume de la 
substance, qui mérite un intérêt. Le moment électrique de la somme des 
doublets se trouvant dans l'unité de volume de la substance est appelé 


vecteur polarisation et est désigné par la lettre P. 


+ al 
P= +. (13.11) 
Pour la plupart des diélectriques Ê est proportionnel à l'intensité 


du champ électrique Ê. Le coefficient de proportionnalité entre ces deux 
grandeurs est désigné par k et est appelé susceptibilité diélectrique 


P=kE (13.19) 


Au point de vue des phénomènes qui se déroulent dans les diélectri- 
ques lors de leur polarisation, tous les diélectriques peuvent être répartis 
en deux groupes. 

Le premier groupe comprend les diélectriques dont les molécules en 
l’absence d’un champ électrique extérieur sont électriquement neutres, 
autrement dit les centres d’action des charges positives et négatives 
coïncident dans ces diélectriques. Au nombre de ces diélectriques on peut 
citer l’hydrogène, l’azote, la paraïffine, le mica, etc. 

La polarisation dans les diélectriques de ce premier groupe se mani- 
feste par le déplacement du centre d'action des charges positives des 
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molécules dans le sens du champ extérieur sous l’effet de ce champ, landis 
que le centre d'action des charges négatives se déplace dans le sens con- 
traire de ce champ. Il s'ensuit que la molécule devient un doublet. 

Ce déplacement des charges de la molécule est proportionnel à l’inten- 
sité du champ extérieur. Les forces intramoléculaires s’opposent à ce 
déplacement. 

Le deuxième groupe est constitué par des diélectriques dont Îles molé- 
cules sont des doublets en l’absence d’un champ électrique extérieur. 


1er 


groupe 2° grogpe 


F=0 


Fig. 402 


En d’autres termes, les centres d'action des charges positives et négati- 
ves dans ces molécules ne coïncident pas en l’absence d’un champ élec- 
trique extérieur (molécules polaires). 

A titre d'exemple d’un diélectrique à molécules polaires nous pouvons 
citer le chlorure d’hydrogène. 

Grâce à l’agitation thermique, les doublets sont orientés chaotique- 
ment et de ce fait, en l'absence d’un champ électrique extérieur, les 
champs électriques de ses doublets se neutralisent mutuellement. 

La polarisation dans les diélectriques du deuxième groupe se mani- 
feste par la tendance des molécules polaires de s'orienter de manière 
que leur moment électrique soit dirigé dans le sens du champ électrique 
extérieur. 

La polarisation des diélectriques du premier groupe est illustrée 
par les fig. 402, a et b et la polarisation des diélectriques du deuxième 
groupe est montrée sur les fig. 402, c et d. Les fig. 402, a et c correspon- 
dent à l'absence du champ extérieur: Les fig. 402, b et d sont tracées 
établies en présence d’un champ extérieur. 


$S 390. Vecteur induction électrique D. En plus des deux grandeurs 
vectorielles E et P, dont le sens physique a été exposé ci-dessus, on uti- 
lise dans Îes calculs électrotechniques également le vecteur D. 


+ 
Le vecteur D est appelé vecteur induction électrique ou vecteur pola- 
risation électrique. [1 peut être exprimé de la manière suivante en fonc- 
+ 


tion des vecteurs É et P: 
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Du fait que 


PRE GE (13.13) 
On à 
—+ k —> —+ 
D=eE (1+-)=6eE 68, (13.14) 


k 
= 6e, de 


Le coefficient €, est appelé permittivité électrique *. Il montre de 
combien de fois la permittivité d’une substance (e) est plus grande que la 
constarite diélectrique (eo), caractérisant les propriétés électriques du 
vide; €e. est une grandeur sans dimensions. 

Dans le système MKSA, [ID] = IP} = C/m°. Un des théorèmes les 
plus importants d'électrostatique est le théorème de Gauss. 

$ 391. Théorème de Gauss sous forme intégrale. Le flux du vecteur 
de polarisation électrique à travers une surface fermée quelconque, entou- 
rant un certain volume, est égal à la somme algébrique des charges 
libres se trouvant à l’intérieur de cette surface: 


Dds = d'u. (13.16) 


& 


Du fait que D = eve, E, le théorème de Gauss peut être écrit pour 
un milieu homogène et isotrope sous la forme suivante: 


GS Eds 2. (13.17) 
EpËr 

Autrement dit, le flux du vecteur d'intensité du champ électrique à tra- 
vers une surface quelconque fermée est égal à la somme des charges 
libres, se trouvant à l’intérieur de cette surface, divisée par le produit 
EpEr. 

Les deux formes d'écriture sont également utilisées. Il est important 
de souligner que le flux du vecteur dépend uniquement de la somme des 
charges et ne dépend pas de la disposition de ces charges à l’intérieur 
d'une surface fermée **. 

1l existe encore une autre forme d'écriture du théorème de Gauss, 
différente de (13.17). 


En effet, le flux du vecteur E à travers une surface fermée quelconque 
est créé non seulement par la somme des charges libres (Dqr:,) mais éga- 


* e, est appelé également permittivité diélectrique ou permittivité tout court. 

** Nous pouvons dire ici à l’avance que le théorème de Gauss (formule 13.16 
ou 13.17) est applicable non seulement à un champ électrostatique, mais, égale- 
Pen certaines conditions déterminées, à un champ électromagnétique 
variable. 

II est applicable à un champ électromagnétique variable à condition que 1a 
distance entre la charge créant ce champ et le point où on veut déterminer Î’inten- 
sité soit nettement inférieure à la longueur de l'onde électromagnétique (voir en 
détail $ 381). | 
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lement par la somme des charges liées (Dquées), se trouvant à l’intérieur 
de cette surface. 

On sait que le flux du vecteur polarisation à travers une surface 
fermée quelconque est égal à la somme algébrique, prise avec le signe 
contraire, des charges liées se trouvant à l’intérieur de cette surface 


D Qiées — — QD P ds. (a) 


Rappelons l'établissement de l’expression (a). À cette fin, montrons d’abord 
que la densité des charges superficielles liées, se trouvant à la surface de séparation 
d’un diélectrique polarisé et du vide, est égale au module du vecteur polarisation. 

La fig. 401, b montre la disposition des doublets dans un diélectrique polarisé 
de longueur Z et de section s. Des charges liées se trouvent aux deux extrémités du 
diélectrique. Désignons par o leur densité superficielle. Sur la longueur £L les 
charges positives et négatives se compensent mutuellement. Par conséquent, le 
diélectrique polarisé de la fig. 401, b peut être considéré comme un doublet de 
longueur L à charges os concentrées à ses extrémités. 

Le moment électrique global du diélectrique de longueur ZL est égal à o5L. 
Le moment électrique de l’unité du volume du diélectrique est 


Ainsi, la densité des charges liées se trouvant sur [es faces en bout d’un diélec- 


trique polarisé est égale au module du vecteur polarisation P (le vecteur P est pe- 
rpendiculaire aux extrémités du diélectrique). Examinons la fig. 401, b. Elle re- 
présente [a charge positive libre, ayant provoqué la polarisation du diélectrique 
qui l'entoure. . 

Enfermons cette charge dans une sphère et calculons les charges liées non com- 
pensées, se trouvant à l’intérieur de cette sphère. Ce sont Îles charges des doublets 
couplés par la surface s. 

Leur densité superficielle étant égale à o, on a 


D Quises = —® o ds= — (D Pds. 


Le signe — est figuré ici du fait que le signe des charges liées non compensées 
est contraire à celui de la charge libre (voir fig. 401, c). 


_ Par conséquent, l'expression (13.16) peut être récrite de la manière 
suivante : | 
& Das e (EP) ds — &o ê E ds+ Ÿ P ds— d'Que. 
On a donc | 


eo © E ds = D qui —$ Pds — D quo + D Qrises 
ou 
E ds = 2 Dire | (13.17) 
Les expressions (13.17) et (13.17’) diffèrent par leur second membre. 
Le théorème de Gauss sous sa forme intégrale peut être utilisé avec 
une efficacité et une simplicité maximales pour trouver l'intensité ou 


le déplacement électrique en un point quelconque du champ, lorsqu'on 
peut tracer par ce point une surface fermée de manière que tous les points 
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de cette surface se trouvent dans des conditions égales (symétriques) 
par rapport à la charge située à l’intérieur de la surface fermée. 

Une telle surface est constituée habituellement par une sphère (si 
la charge est ponctuelle) ou par la surface latérale d’un cylindre (si la 
charge est linéaire). Dans ces conditions et du fait de la disposition 
symétrique de tous les points de la surface par rapport à la charge, la 
Rs numérique du champ est la même aux différents points de cette 
surface. 

$ 392. Application du théorème de Gauss au calcul de l’intensité 
et du potentiel dans le champ d’une charge ponctuelle. À titre d'exemple 
d'utilisation de théorème de Gauss, calculons l'intensité d’un champ 
créé par une charge ponctuelle en un point se trouvant à une distance 
R du centre de la charge. Pour cela traçons par le point considéré une 
suriace sphérique de rayon À en supposant que la charge se trouve au 
centre de cette sphère et appliquons à cette dernière le théorème de Gauss 
(fig. 402, e). 


Un élément ds de la surface de la sphère est perpendiculaire à la sur- 
face de la sphère * et est dirigé dans le sens de la normale extérieure (par 
rapport au volume intérieur de la surface). 


Dans le cas considéré E et ds ont la même direction en chaque point 
de fa sphère. L’angle qu'ils forment est nul. Etant donné que la valeur 


numérique de E est la même en tous les points de la sphère, E peut être 
sorti du signe de l'intégrale: | 
+ LL _. è … _ q 
 Eds=® Eds=E dds=E An. 
Par conséquent, l'intensité créée par une charge ponctuelle qg à une 
distance R de cette charge est donnée par l'expression suivante: 


_ q 

= HauRE (13.18) 
Du fait de la symétrie sphérique l’intensité du champ n’a qu’une 

seule composante, radiale, dans un système de coordonnées sphérique. Par 

conséquent, 


0® _____dp 
E=ER= —5= — 37% 
D'où 


Ainsi, le potentiel dans le champ d’une charge ponctuelle est inver- 
sement proportionnel à la première puissance de la distance R entre la 
charge ponctuelle et le point pour lequel on calcule le potentiel ; C est 
la constante d'intégration, à laquelle près on calcule le potentiel. Rappe- 
Jons que des expressions analogues pour Æ et @ on été obtenues au $ 382 
en utilisant la loi de Coulomb. 


* Nous avons en vue ici le vecteur représentant cet élément de surface de la 
sphère. 
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$S 393. Théorème de Gauss sous forme différentielle. Le théorém 
de Gauss a été donné jusqu'ici sous forme intégrale. Cette forme inté- 


grale exprimait Ja relation entre le flux du vecteur E à travers la sur- 
face s limitant un certain volume et la somme algébrique des charges 
se trouvant à l’intérieur de ce volume. La forme intégrale ne permet pas 


de connaître la manière dont le flux des lignes de D au point considéré 
du champ est lié à la densité des charges libres au même point. Cette 
relation est donnée par la forme différentielle du théorème de Gauss 
Pour obtenir cette forme, divisons les deux membres de l'équation 
(13.16) par la même grandeur scalaire, à savoir le volume V, limité par 
la surface fermée s: 


b5 ds DA 
VV 


Cette dernière expression est applicable à un volume V de grandeur 
quelconque. Ecrivons que ce volume tend vers zéro: 


_ Pia | 
lim = lim 
v—0 v—0 
+ > . 
Lorsque le volume tend vers zéro, @D ds tend également vers zéro, 


DAT 
ne 


mais le rapport entre deux grandeurs infiniment petites Ÿ D ds el V 
est une grandeur finie *. La limite du rapport du flux de la grandeur 


— 
vectorielle D à travers une surface fermée limitant un certain volume V 


à ce volume est appelée divergence du vecteur D (div D): | 

Dans le premier membre de cette dernière expression figure la den- 
sité volumique de la charge libre que nous désignerons par pr;4. 

Ainsi, le théorème de Gauss dans sa forme différentielle est écrit 
comme suit: 


div D = pur, (13.20) 


autrement dit, la divergence des lignes D au point considéré du champ 
est déterminée par la valeur de la densité des charges libres en ce point. 
Si la densité volumique des charges en ce point est positive {or > 0), 


les lignes du vecteur D partent du volume infiniment petit, entourant 
le point considéré du champ divergent (la divergence étant positive, 
fig. 403, a). Si au point considéré du champ pris << 0, les lignes du vec- 


teur D convergent dans le volume infiniment petit, à l’intérieur duquel 


* Dans la troisième partie de ce cours on fait souvent appel aux grandeurs, 
déterminées lorsque le volume ou l'aire considérés tendent vers zéro. 

Il y a lieu de remarquer ici qu'il ne faut pas comprendre à fa lettre l’expres- 
sion « tendent vers zéro »: il ne s’agit que d’une diminution des cotes linéaires 
du volume ou de l’aire telle que le caractère discret de la matière ne se manifeste 
pas encore. 
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se trouve le point considéré. Et, enfin, si en un point quelconque du 
champ puy — 0, il n'existe pas en ce point du champ ni divergence ni 


k > e [2 e Ld Ld e 
convergence des lignes D, autrement dit, au point considéré les lignes 
ES 
du vecteur D ne commencent et ne finissent pas. 


L 
) P. 00 divb»0 
Lib 
DA <0 divbc<o 


Le ?, =9 divD=0 
à b) 


Fig. 403 


Si le milieu est homogène et isotrope, sa e =: const, et, par consé- 
quent, on peut remplacer (13.20) par l'expression suivante: 
div eEË = Qyib. 
Plaçons #& devant le signe de divergence 


: — 
e div E = Pzib 
par conséquent, 


div E=fue , (13.21) 


L'expression (13.21) est la deuxième forme d’écriture du théorème 
de Gauss sous son aspect différentiel. Elle n’est satisfaite que pour un 
milieu homogène et isotrope. Pour un milieu non homogène € est une 
fonction des coordonnées et, par conséquent, ne peut être placée devant 
le signe de divergence. 

L'expression (13.17°) est écrite sous sa forme différentielle.-comme suit : 


— A , 
div EP Prices (13.21) 
€ 
Par conséquent, la divergence du vecteur Æ, contrairement à la diver- 


gence du vecteur D, est constituée non pas seulement par les charges 
libres, mais également par les charges liées. 


L'exposition analytique de div E est différente suivant le système 
de coordonnées. 
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$S 394. Expression de div É en coordonnées cartésiennes. En isclant 
dans l’espace un très petit parallélépipède à arêtes dx, dy, dz, plaçons les 
arêtes de ce parallélépipède parallèlement aux axes du système de coor- 
données cartésien (fig. 403, b}. Pour trouver la divergence du vecteur E 
dans le volume considéré, écrivons la différence des flux sortant de ce 
volume et entrant dans ce dernier et divisons la différence ainsi trouvée 
par la valeur du volume du parallélépipède, égal à dx dy dz. 

La face gauche dont l’aire est dx dy n’est transpercée que par une 
seule composante du vecteur E, à savoir la composante j E,, tandis que 
les autres composantes (i E, et À E,) glissent sur cette face. Le flux du 
vecteur £ pénétrant dans cette face est égal à E, dx dy. 


4 Lé 
Puisque E est fonction des coordonnées, ses composantes sont égale- 
ment des fonctions des coordonnées. La face droite à aire dx dz se trouve 


à la distance dy de la face gauche. La projection du vecteur E sur l'axe 


ÔE 
des y pour cette face est égale à E, + y dg- 
0E 0E 
Ici est la vitesse de variation de E,, dans le sens de l'axe y; — dy 
est l’accroissement de la composante en y de l’intensité de champ sur le 


parcours dy. | | 
Le flux sortant de la face droite à aire dx dz est 


(E,+ Say) dx d2. 


Ô0E 
Le flux sortant par la face à aire dx dz est égal à _ dx dy dz. 


De la même manière on obtient les différences des flux à travers 
les faces dy dz 


dEx 
D. dx dy dz. 
La différence des flux à travers les faces dx dy (les parois supérieure et 
0E; 
inférieure du volume) est dx dy dz. 
z 


Pour trouver div Ë additionnons les différences des flux à travers 
toutes les faces et divisons la somme trouvée par le volume du parallé- 
lépipède dx dy dz; nous obtenons ainsi | 

. + Ô0Ex  0Ey  ÔEz 
ni (13.22) 
$ 395. Utilisation de l'opérateur nabla pour écrire la divergence. 
Nous avons démontré précédemment que la multiplication de l'opé- 
rateur V par une fonction scalaire revient à prendre le gradient de cette 
fonction scalaire. Démontrons que la multiplication scalaire de l’opé- 
rateur V par une fonction vectorielle quelconque, par exemple par la 


fonction É, revient à prendre la divergence de cette fonction vectorielle. 
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Le produit VE peut être écrit ainsi : 
puis 7 0 7 0 «D on ms 
VE= (Tati at x) GEx+iE RE) = 
0Ex 0Ey  0E 
= Po : (13.23) 


Les seconds membres de (13.22) et (13.23) sont égaux l’un à l’autre 
et, par conséquent, les premiers membres doivent l'être également. Par 
conséquent, 


> | + 
VE = div E. 
$S 396. Expression de div E en coordonnées cylindriques et sphériques. Donnons 


sans l’établir l’expression de div : en un système de coordonnées cylindrique : 
1 0Ea , 0E; 


I 
divË=— Cr Er E;)+— PRE ee er (13.24) 
et dans un système de rites séique 
= 1 _0Ea 
div ÈS (R? En) + pars STE 5û es dE) +5 0 60 (13.25) 


$ 397. Equation de Poisson et équation de Laplace: Les équations de 
Poisson et de Laplace sont les équations essentielles d’électrostatique. 
Elles découlent du théorême de Gauss dans sa forme différentielle. En 


effet, on sait que Ê=— grad . Et en même temps, conformément au 
théorême de Gauss, 


div Eh, (13.21) 


Substituons dans (13.21) E tiré de (13.6). Nous obtenons: 


div E=- div (— grad y) — cu, 


Plaçons le signe — devant celui de OP 


Prib 
E , 


div grad p = — 


En outre, au lieu de grad œ, écrivons son équivalent Vo. Ecrivons éga- 
lement V au lieu de div. On a alors 
WE / 
V(Vp}= — + (13.26) 
ou 
pro 02, (13.26) 


€ 
L'équation (13.26) est appelée équation de Poisson. Le cas particu- 
lier de l° équation de Poisson, lorsque p,;, — 0, est appelé équation de 
Laplace. Elle s'écrit comme suit: 


V2p= 0. (13.27) 
541. 


L'opérateur V? — div grad est appelé l’opérateur de Laplace ou le lapla- 
cien, et est parfois désigné par le symbole A. Par conséquent, on peut 
trouver quelquefois la forme suivante d’écriture de l'équation de Poisson : 


Prib 
£ [2 


Ag — 


Exprimons V? dans un système de coordonnées cartésien. À cette 
fin, écrivons sous une forme développée le produit des deux facteurs V 
et Vo: 


vEp=(ié time) + SH): 


Multiplions terme à terme cette expression; nous obtenons 


__ 9m , d%@ , 02 
3 
Vo | Oxè Fo Oy LI Oz? ” 
Ainsi, l'équation de Poisson peut être écrite comme suit dans un système 
de ccordonnées cartésien : 

02p Prib 


€E 


Equation de Laplace en scrérnés cartésiennes : 
02p dp 
Fe + Bus Foi 0. (13,29) 
Donnons sans l’établir l'expression de Vo dans un système de coor- 
données cylindrique 


l à @) 1] 02 02 
rs r Ôr (r)+z at 7 : (13.30) 
et dans un système de coordonnées sphérique 
Ô 02p 
Vp= 2 R3GR AC L)+Hrux0 REsin® (sin 0 96 s) T Risin® TT Sas (5-51) 


C + 
+ 

L'équation de Poisson donne la relation entre les dérivées partielles 
de deuxième ordre de @ en un point quelconque du champ et la densité 
volumique des charges libres au même point. En outre, le potentiel œ 
en un point quelconque du champ dépend évidemment de toutes jee 
charges créant ce champ et non seulement de la valeur de la charge libre 
située au point considéré. 

Examinons la manière d'écrire sous sa forme générale la solution 
de l'équation de Poisson. 

Supposons qu’il existe dans le volume V des charges volumiques (p), 
superficielles (o) et linéaires (x). Représentons ces charges sous forme 
d’un ensemble des charges ponctuelles p dV, ods, dl; dV — élément de: 
volume ; ds — élément d’une surface chargée et di — élément de Jongueur 
d’un axe chargé. La composante du potentiel dp en un certain point de. 
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l’espace se trouvant à une distance R de pdV est conformément à F’ex- 
pression (13.19) 
p dV 
4neR * 
Les composantes du potentiel dues aux charges superficielle et liné:- 


aire et considérées comme ponctuelle peuvent être déterminées d’une 
manière analogue : 


o ds : T d{ 
4neRk 4neR ° 


La valeur totale de @ peut être déterminée comme la somme (l’inté- 
grale) des potentiels dus à toutes les charges de ce champ: | 

__ d p dV | 6 ds I Tr di , 

P= x | tar tal Sen) 
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Dans l'expression (13.31) p, o et rt sont des fonctions du rayon Rk. 
Dans la pratique on utilise rarement l'expression (13.31”) puisque la 
distribution de o suivant la surface, de t suivant la [longueur et de p 
suivant le volume dépend d’une manière compliquée de configuration 
des électrodes et n’est pas connue en général avant le calcul ; en d’autres 
termes, il est difficile de procéder à l’intégration puisqu'on ne connaît 
pas habituellement la manière dont p, o et x dépendent du rayon À. 

S 398. Conditions aux fimites. On appelle conditions aux limites 
les conditions qui régissent le champ aux limites de séparation des mi- 
lieux, ayant des propriétés électriques différentes. 

Dans la section « Phénomènes transitoires » une très grande impor- 
tance a été jouée par les conditions initiales et les lois de commutation. 
Les conditions initiales et les lois de commutation ont permis de déter- 
miner les constarites d'intégration lors de la résolution des problèmes 
par la méthode classique. Dans cette méthode elles ont été utilisées 
sous forme explicite et dans la méthode opérationnelle — sous forme 
implicite. Sans les utiliser on ne peut résoudre aucun problème concer- 
nant les phénomènes transitoires. | 

On peut établir un parallèle entre Îe rôle joué par les conditions aux 
limites dans l’étude d’un champ électrique (ou un autre champ quelcon- 
que) et le rôle des conditions initiales et des lois de commutation pour 
le calcul des phénomènes transitoires. 

En intégrant les équations de Laplace (ou de Poisson) on a affaire 
à des constantes d’intégration. C’est ces constantes qui sont détermi- 
nées à partir des conditions aux limites. Avant de passer à l’examen 
détaillé des conditions aux limites, examinons Île problème d’un champ 
à l’intérieur d’un corps conducteur en électrostatique. 

$S 399. Champ à l’intérieur d’un corps conducteur en électrostatique. 
Considérons un corps conducteur quelconque se trouvant dans un champ 
électrostatique. Ce corps peut être chargé, si on lui a communiqué de 
l'extérieur une certaine charge, comme il peut ne pas être chargé. Exa- 
minons ces deux cas séparément. 
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Si le corps n’est pas chargé, sa charge globale est naturellement nulle. 
Du fait que le corps est placé dans un champ électrostatique, il s'y pro- 
duit une séparation des charges, due à l’induction électrostatique. Il ré- 
sultera de cette séparation que des charges négatives s'accumulent sur 
la surface du corps se trouvant du côté du potentiel plus élevé (voir 
fig. 404), et que des charges positives se concentrent sur le côté opposé. 
Quoique la somme des charges du corps reste nulle, les charges accumu- 
lées sur la surface du corps exercent une influence notable sur le champ à 
l'extérieur du corps conducteur, ainsi que sur le champ à l’intérieur 
de ce corps. Dans la région extérieure au corps et surtout à proximité 
immédiate de ce dernier, le champ peut être forte- 
ment perturbé par rapport à celui qui aurait existé 
si ce corps conducteur n'était pas présent dans le 
champ. 

En électrostatique tous les points d’un corps conduc- 
teur ont le même potentiel. On peut s’en assurer en 
supposant le contraire. Si on admet qu’en électrosta- 
tique il puisse exister une différence de potentiel entre 
deux points d'un corps conducteur, les électrons de ce 
corps commencent à se déplacer sous l'effet de cette 
différence de potentiel. Un mouvement ordonné des 
charges dans le corps est contraire à la définition même du champ 
électrostatique, comme d’un champ créé par des charges fixes (dans le 
sens macroscopique). 

Tous les points d’un corps conducteur ayant le même potentiel, on 
peut en déduire que l’accroissement du potentiel, entre deux points 
quelconques infiniment voisins l’un de l’autre, est nul; par conséquent, 
E = — u n° est également nul. Au point de vue physique l'intensité du 
champ à l’intérieur d’un corps conducteur est nulle (dans le sens macros- 
copique), puisque l'intensité due au champ extérieur est compensée 
par l'intensité, de grandeur égale et de signe contraire, due aux charges 
situées sur la surface du corps. 

Si le corps est chargé, toutes les charges apportées de l’extérieur sur 
ce corps, ainsi que les charges qui se sont séparées dans le corps lui-même 
par suite du phénomène d’induction électrostatique, se placent égale- 
ment sur la surface du corps de manière que le potentiel de tous ces points 
soit le même et que l’intensité du champ à l’intérieur du corps soit nulle. 

$ 400. Conditions existant à la surface de séparation d’un corps con- 
ducteur et d'un diélectrique. Deux conditions sont toujours satisfaites 
à la surface de séparation entre un corps conducteur et un diélectrique: 
1) absence de la composante tangentielle (à la surface) du champ: 


Fig. 404 


E;=0 (13.32) 


et 2} égalité numérique du vecteur de polarisation électrique D en un 
point quelconque du diélectrique, immédiatement voisin de la 
surface du corps conducteur et de la densité de la charge o sur la 
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surface du corps conducteur au point considéré, c'est-à-dire 
D = 0. (13.33) 
Examinons la première condition. Tous les points de la surface d’un 


corps conducteur ont le même potentiel. Par conséquent, l’accroisse- 
ment du potentiel entre deux points quelconques de la surface du corps, 


suffisamment voisins l’un de l’autre, est ” 
dp — 0; mais dp = E;dl et, par conséquent, is 
E;dl — 0. | .7 . 
Puisque l’élément de parcours d{ entre TRASH Gas 
deux points de Ia surface n’est pas nul, 7777777 
c'est que E; = 0. Corps conducteur L 


Pour démontrer la deuxième condition, € l'intérieur duguel E=0 
isolons mentalement un  parallélépipède … 
infiniment petit (fig. 405). Sa face supérieure FIEAs 
est parallèle à la surface du corps conducteur 
et est située dans le diélectrique. Sa face inférieure se trouve dans le 
corps conducteur. Supposons la hauteur du parallélépipède très petite 
(c'est un parallélépipède aplati). Appliquons à ce parallélépipède le 
théorème de Gauss. Du fait que ces dimensions linéaires sont très petites, 
on peut admettre que la densité de la charge o sur la surface ds du corps 
conducteur, se trouvant à l’intérieur du parallélépipède, est la même 
partout. La charge globale à l’intérieur du volume examiné est égale 
à © ds. 


Le flux du vecteur D à travers la face supérieure du volume est égal 
Dds = D ds. 
Le flux du vecteur D à travers les faces latérales du volume est nul 


du fait que ce volume est très petit et que le vecteur D glisse le iong de 
ces faces. I] n'existe pas de flux non plus à travers Île « fond » du volume, 
car à l’intérieur d’un corps conducteur E = 0 et D = 0 (eg d'un corps 


conducteur est une grandeur finie). Aïnsi le flux du vecteur D, sortant 
du volume est égal à D ds — © ds, autrement dit D = 0. 

$S 461. Conditions à la surface de séparation de deux diélectriques 
à permittivités différentes. Les conditions suivantes sont satisfaites à Îa 
surface de séparation de deux diélectriques : 

1. Les composantes tangentielles de l’intensité du champ sont égales 


Eu = En. (13.34) 

2. Les composantes normales de l'induction électrique sont de même 
égales 

Din = Don. (13.35) 


L'indice 1 se rapporte au premier diélectrique et l'indice 2 au deuxième. 
La première condition découle du fait que dans un champ dérivant 


d’un potentiel $E di = 0, quel que soit le circuit formé. La deuxième 
condition est la conséquence directe du théorème de Gauss. Démontrons 
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d'abord la première condition. À cette fin, prenons un contour plan 
fermé mnpqm (fig. 406) et écrivons la circulation du vecteur d’in- 
tensité du champ électrique le long de ce contour. La partie supérieure 
du contour est placée dans le diélectrique à permittivité &° et la partie 
inférieure se trouve dans le diélectrique à permittivité e4. Désignons par 
di la longueur du côté mn, égale à la longueur du côté pq. Choisissons 
ce circuit de manière que les dimensions de np et gm soient infiniment 


Fig. 406 


petites par rapport à dl. Par conséquent, nous pouvons négliger les 
composantes de l’intégrale & E di le long des côtés verticaux, comme 
étant trés petites. 

La composante &E di sur le parcours mn est égale à E2 dl; — Eudi, 
et sur le parcours pq Ë: dl — —E;;dl. 

Le signe — est dû au fait que l’élément de longueur sur le parcours 
pq et la composante tangentielle du vecteur Æ; sont dirigés dans des sens 
opposés (cos 180° — —]). 

Ainsi $ E di = Endi — En dl = 0 où Eu = Ex. 

Assurons-nous maintenant que la deuxième condition est satisfaite. 

À cette fin isolons un parallélépipède de très petites dimensions à 
la surface de séparation de deux milieux (fig. 407). À l’intérieur du 
volume ainsi isolé, il existe des charges liées, mais il n’y a pas de charges 


libres (nous examinerons à part le cas de présence de charges libres sur 
la surface de séparation) ; par conséquent, 


& Dds—0. 
Le flux du vecteur D à travers la face supérieure, à aire ds, est égal à 


D, ds — Don ds. Le flux à travers la face inférieure D, ds, — D;, ds, 
cos 180° — —D),, ds; 


dsi[—|dS|= ds. 
Par conséquent, 
Ÿ D d5= — Din ds+ Din ds = 0 
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ou 
Din — Don: 


Lorsqu'il existe des charges libres de densité o sur la surface de sépa- 
ration de deux milieux (ce qui est très rare) 


$ D ds = Dan ds — Din ds = 6 ds, 


autrement dit, on a alors 
D =D =6: (13.36) 


En d’autres termes, lorsqu'il existe des charges libres sur la surface 
de séparation de deux milieux, la composante normale du vecteur D 
varie par saut, la valeur de la variation est égale à la densité des charges 
libres sur la surface ‘de séparation. 

Le potentiel étant un travail (voir $ 380), il ne subit pas de change- 
ments brusques à la surface de séparation de deux milieux. 

$ 402. Théorème d’unicité de la solution. Un champ électrostatique 
est décrit par l'équation de Laplace (ou de Poisson). Cette dernière est 
une équation aux dérivées partielles. Une équation aux dérivées par- 
tielles, contrairement aux équations différentielles ordinaires, admet en 
général une multiplicité de solutions linéairement indépendantes. Mais 
naturellement, pour chaque problème concret le champ ne peut avoir 
qu'un aspect unique, autrement dit, il ne peut exister qu’une solution 
unique. Le choix d'une solution unique, correspondante au problème 
concret considéré, parmi la multiplicité des solutions linéairement indé- 
pendantes, pouvant satisfaire à l'équation de Laplace — Poisson, se fait 
justement à l’aide des conditions aux limites *. 

S'il existe une certaine fonction, qui satisfait à l'équation de Lapla- 
ce — Poisson et aux conditions aux limites dans le champ considéré, 
c'est cette fonction qui est la solution unique que l’on cherche. C'est 
en ceci que consiste le sens de la notion très importante, appelée habi- 
tuellement théorème d’unicité de la solution. 

$ 403. Généralités sur les problèmes d’électrostatique et les méthodes 
de leur solution. Les problèmes d’électrostatique peuvent être répartis 
en trois types, suivant les valeurs données et ce sont les valeurs qu'il 
faut chercher. 

Problème de premier type: connaissant la répartition du potentiel 
dans l’espace q (x, y, 2), trouver la distribution des charges libres ayant 
donné naissance au champ considéré. Les problèmes de cette nature 
peuvent être résolus à l’aide de l’équation de Poisson. C'est le type de 


problèmes le plus simple — Le au point considéré du champ, con- 


formément à léquation de Poisson, est égal à la somme des dérivées 
partielles secondes de w, lorsqu'on a substitué dans cette somme les 
coordonnées du point considéré du champ. 


* La manière dont on retient, à l’aide des conditions aux limites, les solutions 
nécessaires et dont on rejette les solutions superflues de l’équation de Laplace est 
décrite aux $$,417 et 418. 
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L'un des problèmes du premier type est examiné dans l'exemple 
189 *. 

Problème du deuxième type: on connaît la loi de distribution des 
charges libres dans l’espace, en fonction des coordonnées pr;4 (x, y, 2), 
et on demande de trouver la loi de variation du potentiel dans l’espace 
Qriv (X, y, 2). Ce problème, inverse au précédent, est nettement plus 
compliqué que celui-ci. En principe, le problème consiste à résoudre 
l’équation de Poisson par rapport à œ, autrement dit une équation aux 
dérivées partielles du second ordre. 

Plusieurs problèmes de ce type sont examinés dans les exemples de 
184 à 187. 

Les problèmes du premier et du deuxième types se rencontrent rare- 
rent dans la pratique. Dans la très grande majorité des cas on a affaire 
aux problèmes du troisième type. ' 

Problème du troisième type : on connaît les potentiels (ou les charges 
totales) et la géométrie des corps ayant créé le champ. On demande de 
trouver la loi de variations de Æ ou de æ en tous les points de ce champ. 

Plusieurs problèmes du troisième type sont examinés aux $$ de 416 
à 419 et dans les exemples 177, 182 et 183. 

Si le milieu, dans lequel le champ a été créé, n’est pas homogène, on 
doit le diviser en plusieurs domaines homogènes et résoudre les équations 
de Laplace séparément pour chacun de ces domaines. Ce problème com- 
porte la difficulté principale suivante: tout en connaissant les charges 
globales des corps, on ignore la densité avec laquelle ces charges sont 
réparties sur Îles diverses régions du corps chargé. Les solutions de l’équa- 
tion de Laplace pour les diverses régions doivent être raccordées l’une 
à l’autre, et pour cela les conditions aux limites doivent être satisfaites 
à la surface de séparation de deux milieux à e différents. Sur la surface 
de séparation d’un corps conducteur et d’un diélectrique, les conditions 
aux limites appropriées doivent être également satisfaites. 

Les problèmes se rapportant au troisième groupe peuvent être résolus 
soit par la méthode analytique ou graphique, soit par la méthode de 
simulation électrique. 

Nous donnerons dans le présent paragraphe seulement Ia caractéristi- 
que sommaire de ces méthodes (des Voies de solution), afin que le lecteur 
puisse se faire une certaine idée préalable des méthodes auxquelles il 
aura affaire. Un exposé plus détaillé de ces méthodes sera fait par la 
suite à l’aide d'exemples concrets. | 

Dans les cas les plus simples, les problèmes de calcul analytique 
des champs sont résolus en utilisant le théorème de Gauss dans sa forme 


* Le problème dans lequel on connaît l’expression du potentiel æ, en fonction 
des coordonnées et on demande de trouver [a distribution des charges supertfi- 
cielles ou linéaires, ayant créé ce champ, lorsqu'il n’y existe pas de charges volu- 
miques, est proche des problèmes du premier type. Si les charges sont situées sur 
les surfaces des corps conducteurs, la densité de la charge, conformément à l'expres- 


sion (13.33), o—e£E», où En=— Te . L'indice n désigne le sens, normal à la 


surface du corps. 
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intégrale ($ 391). Dans des cas plus compliqués, la solution analytique 
des problèmes du troisième groupe est obtenue en résolvant l’équation 
de Laplace. | 

Les méthodes analytiques de solution des problèmes du troisième 
groupe peuvent être subdivisées en deux sous-groupes. Pour le premier 
d’entre eux on procède à l’intégration de l’équation de Laplace, sans 
faire appel aux méthodes auxiliaires (artificielles). Pour le deuxième 
de ces groupes, le problème est résolu en faisant appel à une méthode 
artificielle, celle des images symétriques. Dans la méthode des images 
symétriques la solution est obtenue en introduisant une charge ou des 
charges auxiliaires, qui remplacent pour les besoins de calcul les charges 
liées, apparaissant aux limites des corps et des milieux du fait de leur 
polarisation ou du fait de l’induction électrostatique ($$ de 409 à 412). 

Lorsque le potentiel æ est fonction d’une seule coordonnée du système 
des coordonnées choisies, l’équation de Laplace n’est plus une équation 
aux dérivées partielles, mais devient une équation différentielle du second 
ordre, qui peut être intégrée sans difficultés (exemples de 182 à 184). 

Si, par contre, le potentiel @ est fonction de deux ou trois coordonnées, 
il faut, pour intégrer l'équation de Laplace, faire appel à la méthode de 
Fourier — Bernoulli en passant de l’équation aux dérivées partielles 
à un ensemble équivalent de deux ou, respectivement, trois équations 
différentielles ordinaires ($ 416). | 

La méthode graphique d’analyse et de calcul des problèmes du troi- 
sième groupe est une méthode dans laquelle on construit, suivant des 
règles déterminées, une famille de lignes de force et de lignes équipoten- 
tielles, en utilisant certaines propriétés préalablement connues du 
champ examiné. Ces rêgles sont pratiquement les mêmes pour tous les 
champs invariables dans le temps, c’est-à-dire pour le champ électrosta- 
tique, le champ électrique de courant continu dans un milieu conducteur 
(chap. XIV) et pour un champ magnétique de courant continu (chap. XV). 
La méthode graphique étant le plus souvent utilisée pour l’analyse des 
champs magnétiques, nous examinerons cette méthode non pas au chapitre 
présent, mais au chapitre consacré au champ magnétique de courant 
continu. ($ 456). 

L'analyse et le calcul des champs électrostatiques par la méthode 
de simulation reposent sur l’utilisation de l’analogie entre un champ 
électrostatique et un champ électrique de courant continu dans un milieu 
conducteur. 

Dans la méthode de simulation on substitue à chaque problème 
électrostatique un problème similaire concernant un champ électrique 
de courant continu dans un milieu conducteur, l’ensemble des lignes 
de force et des lignes équipotentielles de ce dernier étant pratiquement 
le même que dans le problème électrostatique. 

Cette similitude permet d’appliquer les résultats d’une étude expé- 
rimentale du champ dans un milieu conducteur à un problème électrosta- 
tique analogue. Nous allons examiner cette méthode en détail au cha- 
pitre XIV ($$ 429 à 431}. II y a lieu de remarquer également qu’on uti- 
lise largement la méthode de superposition dans les calculs des champs. 
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Passons maintenant à l’examen de certains problèmes éiectrostatiques 
les plus simples. 

$ 404. Champ d’un‘ axe chargé. On entend ici par axe chargé un 
conducteur métallique d’une longueur théoriquement infinie (un fil très 
fin). On désigne habituellement par 7 sa charge linéique. La permittivité 
du milieu environnant l’axe est égale à e. Pour trouver l'intensité du 
champ en un certain point éloigné de l'axe de 
la distance r (fig. 408), faisons passer par ce 
point une surface cylindrique de manière que 
l’axe de cette surface coïncide avec l'axe 
chargé. 

Appliquons le théorème de Gauss. Ce théorème 
est valable pour une surface fermée. Dans notre 
cas, cette dernière est constituée par la surface 
Fig. 408 latérale du cylindre et par ses deux fonds. Le 


| flux du vecteur £ ne traverse que la surface 

latérale du cylindre. 11 n'y a pas de flux du vecteur E à travers les fonds, 
; sr17 —>- | un 

car l'élément de surface ds de chaque fond est perpendiculaire à E. 


Les éléments ds de la surface latérale et le champ électrique E en 
un point quelconque de la surface cylindrique ont la même direction et, 
par conséquent, 


EQnr-.1=T ou E=-%, (13.37) 
€ 27er 
L'intensité du champ d’un axe chargé varie en raison inverse de 
la distance r entre ce point et l’axe. 
Potentiel du champ : 


2er 


| € T. T 1 
= (rare; Edr=-EinrtC= HE init (13.38) 
Le potentiel varie suivant une loi logarithmique. 
$ 405. Champ de deux axes parallèles chargés. Soit + + la charge par 


unité de longueur de l’un des axes et —*x la charge linéique de l’autre 
axe. Prenons dans ce champ un certain point arbitraire M (fig. 409). 


La résultante de l'intensité du champ E, en ce point est égale à la somme 
géométrique des intensités dues aux deux charges. Désignons par a la 
distance entre le point M et l’axe à charge positive et par b sa distance 
jusqu'à l’axe à charge négative. Le potentiel est une fonction scalaire. 
Celui du point M 
] — | 
Qu=5 ins +5 ins +C=.Eini+c. (13.39) 

L'équation d’une ligne équipotentielle dans le champ de deux axes 
chargés est : = const. 

Donc la ligne équipotentielle est un ensemble des points, dont le rap- 
port de la distance jusqu'aux deux points donnés est constant. 
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On connaît en géométrie le théorème d'Apollonios. Conformément 
à ce théorème, le lieu géométrique des points, dont le rapport des distan- 
ces à deux points donnés est constant, est une circonférence. Par consé- 
quent, une ligne équipotentielle dans le champ de deux axes chargés est 
également une circonférence. Examinons la manière de la construire. 
Réunissons le point M aux deux axes. Traçons les bissectrices des angles 
interne (aMb) et externe (pMa). Les 
points { et 2 de l'intersection de ces 
bissectrices avec la ligne passant par Îles 
axes chargés, ainsi que le point M, seront 
trois points de la circonférence cherchée. 
Pour déterminer le centre de cette 
circonférence (du point O) divisons par 
deux la distance entre les points 7 et 2. 
$ 406. Champ d’une ligne à deux 
conducteurs. Désignons par d l'entraxe 
des deux conducteurs de la ligne (fig. 410) Fig. 409 
et par r le rayon de chacun d'eux. Si on 
communique par exemple au conducteur gauche la charge linéique * 
et si on confère la charge —— % au conducteur droit, un champ électrique 
apparaît dans l’espace entre les deux conducteurs. Les charges des con- 
ducteurs sont distribuées sur leurs surfaces avec une densité inégale. 
La surface de chaque conducteur, prise séparément, est équipoten- 
tielle. À l’intérieur des conducteurs E = 0. Le problème d'un champ 
d'une ligne à deux conducteurs se 
ramène au problème du champ de deux 
axes chargés, qu’on vient d'examiner. 
Plaçons deux axes chargés de manière 
que les surfaces des conducteurs soient 
équipotentielles. 
Les points O, et O: sont les axes 
géométriques des conducteurs. Admet- 
Fig. 410 tons que les axes chargés soient dis- 
_ posés aux points m et n. Du fait de 
la symétrie ces points sont situés à la même distance x des axes géo- 
métriques. | 
Ecrivons la condition d'égalité des potentiels des points / et 2 du 


conducteur gauche. Le rapport ? pour le point / n'est autre chose que 


d—r—x b. : e , d+r—x 
——;—. Le rapport - pour le point 2 est égal à pe 
En partant de l'égalité 
d—r—x __d+r—x 
Lx + x. 
nous avons 
d d \2 
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Dans cette dernière expression le signe —, figurant devant le radical, 
correspond à la position du point n et le signe + à la position du point "”. 

Au lieu d’être calculer à partir de l'expression (183.40), la position 
des axes chargés (qu’on appelle souvent axes électriques des conducteurs) 
est trouvée à l’aide des constructions graphiques suivantes. 

Traçons une tangente commune aux conducteurs (droite pg), divisons 
par deux la distance entre les points de tangence (point s) et traçons 
à partir de ce point une circonférence de rayon ps. Les points d’intersec- 
tion (m et n) de cette circonférence avec la ligne 0,0: donnent les posi- 
tions des axes électriques, c.-à-d. des axes sur lesquels on peut concentrer 
mentalement les charges des conducteurs, afin que les surfaces de ces 
conducteurs soient équipotentielles. Le champ dû aux deux axes chargés, 
satisfaisant à l'extérieur des conducteurs à l’équation de Laplace, et 
les conditions aux limites étant satisfaites (la surface de chaque con- 
ducteur est équipotentielle et pour elle Æ; = 0), la solution ainsi trouvée 
est vraie en vertu du théorème d'unicité. 

II est facile de constater que si d © r, x devient nettement inférieur 
à r. Dans ce cas les axes électriques et géométriques coïncident prati- 
quernent. | 

$ 407. Capacité. Si deux conducteurs quelconques sont séparés par 
un diélectrique et portent des charges Q de valeur égale et de signes 
contraires, un champ électrique est créé dans l’espace entre ces conduc- 
teurs. Soit U la différence de potentiel entre ces corps. 

On appelle capacité C entre deux corps, portant des charges égales 
et ayant des signes contraires, la valeur absolue du rapport de la charge 
sur l’un de ces corps à la tension U entre eux. Elle s'écrit comme suit : 


+. (13.41) 


L'unité de mesure de la capacité : 1C/V = 1F, découle de la défini- 
tion de cette dernière. C’est une unité très grande et, par conséquent, dans 
la pratique on emploie habituellement des unités plus petites, sous- 
multiples de cette dernière : le microfarad (uF) et picofarad (pF) : 


luF—10"6F, 
1pF—10"1%F, 


Les dispositifs, destinés à obtenir une capacité d'une valeur déter- 
minée sont appelés condensateurs. Maïs il ne faut pas en déduire que la 
capacité est une propriété uniquement des dispositifs créés spécialement 
pour l’obtenir. Deux corps conducteurs quelconques séparés par un 
diélectrique possèdent une capacité *. 

Du fait que la tension entre deux corps dans un champ électrosta- 
tique peut être exprimée linéairement en fonction de la charge Q (à 


* On rencontre quelquefois dans les publications spécialisées l'expression 
capacité d’un corps isolé. Cette capacité correspond au rapport de la charge de ce 
corps à son potentiel, en supposant que le deuxième corps soit éloigné à l’infini 
et que son potentiel soit nul. 
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l'exception des dispostifs dans lesquels on utilise les seignetodiélectri- 
ques, substances pour lesquelles & est une fonction de E), le rapport #- 


s'avère indépendant de la valeur Q comme de la valeur U. 

La capacité dépend seulement de la configuration des corps, de leurs 
dimensions, de la distance entre ces corps, et des propriétés électriques. 
du diélectrique (de la valeur de e). Examinons à titre d'exemple le calcul 
de la capacité d’une ligne à deux conducteurs. 

$ 408. Capacité d’une ligne à deux conducteurs. Exprimons la tension 
entre deux conducteurs en fonction de la charge linéique t. Le point 1 
(fig. 410) appartient à la surface du conducteur gauche et le point & 
à celle du conducteur droit. La différence de potentiel entre eux 


T d—r—x T T—X 
Cas lo Ma 
Pour d>r,x<r 
Us=52n$=%ine. (13.49} 


Par conséquent, la capacité d’une unité de longueur de la ligne, 
à condition que d ÿ r, est déterminée de la manière suivante : 


C7"... (13.43) 


On voit en effet, qu’elle dépend seulement des dimensions géométri- 
ques et des propriétés du milieu et ne dépend pas de la valeur de la charge 
+ et de celle de la tension U,:. Lorsque la distance entre les deux conduc- 
teurs augmente, la capacité diminue. 

$ 409. Méthode des images symétriques. On utilise largement pour le 
calcul des champs électrostatiques et, en particulier, des champs limités 
par une surface conductrice quelconque, de forme régulière, ou des champs. 
dans lesquels il existe entre les deux diélectriques, une surface de sépara- 
tion de forme géométrique régulière, une méthode de calcul qu’on appelle 
methode des images symétriques. 

C'est une méthode de calcul artificielle. Dans cette méthode on uti- 
lise en plus des charges données également des charges auxiliaires, dont 
les valeurs et l'emplacement sont choisis de manière à satisfaire aux 
conditions aux limites du champ considéré. Si la frontière entre les deux 
milieux est plane, les charges auxiliaires (« fictives ») sont placées là 
où se trouvent les symétriques (dans le sens géométrique) des charges 
données. La méthode des images symétriques est largement utilisée non 
seulement pour le calcul des champs électrostatiques. Elle est également 
employée pour le calcul des champs électriques dans un milieu conduc- 
teur, ainsi que des champs magnétiques. L'emploi de cette méthode, 
ainsi que la solution obtenue à l’aide de cetie dernière reposent. sur 
le théorème d’unicité. | 

Examinons deux exemples d'utilisation de la méthode des images 
symétriques. | 
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$ 410. Champ d'un axe chargé, disposé auprès d’un plan conducteur. 
Un axe chargé (dont t est la charge linéique) est placé parallèlement 
à la surface d’un milieu conducteur (fig. 411, a). Ce milieu conducteur 
peut être constitué par une paroi métallique quelconque ou par la terre, 
par exemple. On demande de déterminer le caractère du champ dans 
le demi-plan supérieur (dans Île diélectrique). 

Des charges apparaissent sur la surface du corps conducteur en vertu 
du phénomène d’induction électrostatique. Leur densité varie en fonc- 
tion de la coordonnée x. Le champ dans le diélectrique est créé non 
seulement par l’axe chargé, mais également par les charges apparues sur 
la surface du corps conducteur par suite du phénomène d'induction 


Fig. 411 


électrostatique... Quoique la répartition de la densité superficielle de 
charges soit inconnue, ce problème peut être résolu assez facilement à 
l’aide de la méthode des images reflétées. 

Plaçons au point m une charge fictive de signe contraire (—+) par 
rapport à la charge donnée +. La distance A entre le point m et la surface 
de Séparation des milieux est la même que la distance entre la charge 
réelle et cette surface. L'image est réalisée justement pour satisfaire 
à cette condition. Dans le problème considéré la charge fictive est numé- 
riquement égale à la charge donnée, mais a un signe contraire. Ceci n’est 
pas toujours vrai, autrement dit ce n’est pas dans tous les problèmes que 
la charge introduite artificiellement est numériquement égale à la charge 
donnée et a un signe contraire. 

Assurons-nous que l'intensité du champ, due aux deux charges (+) 
et (—v), en un point quelconque de la surface de séparation a Seulement 
une composante normale à cette surface et n'a pas de composante tangen- 
tielle. En effet, les composantes tangentielles des deux charges ont des 
directions opposées et leur somme est nulle en un point quelconque de 
la surface. | 

On peut se rendre compte facilement, que le potentiel dû à chacun 
des axes, et déterminé par l'expression (13.38), satisfait à l'équation 
de Laplace (13.30). Pour le vérifier il faut substituer le second membre 
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de (13.38) dans (13.30) et s'assurer que V'@ est nul 
Le ré(me)] =0: 


Tr Ôr Or \2xe 7 

Puisque le potentiel dû à chacun des axes satisfait à l’équation de 
Laplace et qu’en même temps la condition aux limites est satisfaite, 
la solution obtenue est juste en vertu du théorème d'unicité. 

L'image du champ d’un axe chargé, placé parallèlement à un plan 
conducteur, est représentée sur la fig. 411, b. Les lignes de force sont 
perpendiculaires à la surface du conducteur et à la surface du plan con- 
du teur. Les signes —, figurant sur la surface du plan conducteur, dési- 
gnent les charges négatives apparues sur cette surface par suite de l’induc- 
tion électrostatique. | 

$ 411. Champ d’un axe chargé, disposé auprès d'une surface de sépara- 
tion plane entre deux diélectriques à permittivités différentes. Le demi- 
espace supérieur est rempli de diélectrique à permittivité &, et le demi- 
espace intérieur de diélectrique à permittivité e2 (fig. 412, a) ; ab est 


> Croquis pour le calcul du champ Croquis pour Le calcul du cha 
Champ donné dns Le demi-plan supérieur d dass Le demi-plan inférieur. 


Fig. 412 


la surface de séparation des deux milieux. Par suite de la polarisation 
des diélectriques, des charges liées apparaissent sur cette surface. Ces 
charges liées exercent une influence sur les champs dans les deux milieux. 
Pour tenir compte de l'influence des charges liées sur le champ étudié, 
on introduit deux charges fictives auxiliaires v2 et va. Ce problème 
diffère du précédent par l'utilisation non pas d’une seule charge fictive, 
mais de deux. En effet dans le problème précédent il ne fallait satisfaire 
en fait qu’à une seule condition (Æ; = 0) et ceci pouvait être obtenu 
à l'aide d’une seule charge. Par contre, dans le problème considéré il faut 
satisfaire non pas à une seule, mais à deux conditions aux limites. On ne 
peut satisfaire à deux conditions qu’à l’aide de deux inconnues. 

Le champ en un point que'conque du demi-espace supérieur est 
calculé à partir des deux charges : la charge donnée +. et la charge auxi- 
liaire tv: ; le demi-espace supérieur, comme le demi-espace inférieur, 
sont remplis (pour les besoins du calcul) d’un diélectrique à permittivité 
es (fig. 412, b). 
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Le champ en un point quelconque du demi-espace inférieur est cal- 
culé comme un champ dû à une certaine charge auxiliaire +3, placée 
au point cü se trouve déjà la charge 7,. Dans ce cas, le demi-espace infé- 
rieur, comme le demi-espace supérieur, sont supposés remplis de diélectri- 
que à permittivité €2 (fig. 412, c). 

Ecrivons deux équations pour calculer les valeurs, inconnues jus- 
qu'ici, de To et T3. | 

Il découle de la condition d'égalité des composantes tangentielles 
de l’intensité du champ à la limite de séparation que 


Ei+E; =Ei 
ou 


. [T1 + To] COS à — 


©. 
2TE4r 13508 


2HEor 
Il s'ensuit 

UHR TS. (13.44) 

Il résulte de la condition d'égalité des composantes normales du 


vecteur D à la surface de séparation et en prenant comme sens positif 
pour cette normale le sens descendant, que 


I I I 
D =D — D} . 


Ecrivons cette dernière ligne sous sa forme développée : 


1 : I s 
EE (Ti —V)sin a = 71,sin ce. 


2rr 

Par conséquent, 

Ti T2 — T3: (13.45) 
La solution en commun de (13.44) et de (13.45) donne 

Ta = ee Ti (13.46) 
et 

do 
Ur Ti (13.47) 


Le signe de r, est le même que Île signe de la charge wi, si & >> 8. 
Le signe de x: est toujours le même que celui de v:. 

Si le champ est créé non pas par un axe chargé, mais par une charge 
ponctuelle, la méthode de calcul reste tout à fait la même et les expressions 
(13.46) et (13.47) peuvent être utilisées pour les charges ponctuelles éga- 
lement. Seulement, dans ce cas on désigne par x la valeur de la charge 
ponctuelle. | 

$ 412. Champ électrostatique d’un système de corps chargés, disposés 
auprès d'un plan conducteur. Prenons comme système de corps chargés 
une ligne à plusieurs conducteurs, constituée par n conducteurs très 
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longs à charge linéique x; (l’indice de la charge correspond au numéro 
du conducteur), tendus parallèlement à la surface de la terre *. La hau- 
teur de la suspension et le rayon de chaque conducteur.sont connus. On 
connaît également la permittivité s du milieu environnant. | 

Prenons dans le. diélectrique un point arbitraire quelconque M 
(fig. 413) et trouvons le potentiel de ce point. Le potentiel du point M 
est égal à la somme des potentiels créés 
par chaque conducteur et par son image 
symétrique. La composante du poten- 
tiel du point M due au conducteur / et 
à son image symétrique réfléchie s'écrit, 
conformément à (13.39), de la manière 
suivante (nous omettons la constante 
a dans l’expression du poten- 
tiel) : 


ay À Cr T3 
\ Lu 


Pa —= T; = in as : 
Ici bi — distance entre le point M et 
l’image symétrique du premier con- 
ducteur, aix — distance entre le point M 
et le premier conducteur. 
Supposons que la hauteur de Ja 
suspension des conducteurs au-dessus Fig. 413 
de la terre est nettement plus grande 
que les rayons des conducteurs. Dans ces conditions leurs axes élec- 
triques coïncident pratiquement avec leurs axes géométriques. 
Composante du potentiel du point M, due au deuxième conducteur 


et à son image réfléchie symétrique : 


sn "2 bou 
Pme = T5 LE 
Ainsi, 
| 1; bin 
Pur = Qui + Pure + Ps +. SUITE _ 
| l bou ] bsm 
ETagne Man FT ne Mon te 


$ 413. Coefficients potentiels. Premier groupe de formules de Maxwell, 
Le point M peut être placé sur la surface du premier conducteur. Dans 
ces conditions DEV: EE 1 ; bi —= 2h > dim = Fi ; bye = bio est la dis- 
tance entre le premier conducteur et l’image symétrique du deuxième 
conducteur ; Gy2 = &y — distance entre le premier et le second conduc- 


teurs, etc. 
PU: In — TE Int; — În —* 
12 


* Ou dans le cas le plus général, parallèlement à la surface d’un milieu conduc- 
teur quelconque. 


557 


Les coefficients des charges tx, 7%, etc. dépendent uniquement des 
dimensions géométriques des corps, de leur disposition réciproque et 
des propriétés du milieu. Ils ne dépendent ni de la valeur, ni du signe 
des charges et des potentiels. 

_ Pour simplifier l'écriture, écrivons la dernière ligne et Îles autres 
lignes analogues de la manière suivante : 


Pa = Ti + Too + Ta +... 
Vars He tale Tia ou (13.48) 
Pa = Tidss Toi + TaUas + .. 


17% + 4 9 2 9 0 2 0% 0 + + ”- 


Ici 
Fam 3 aim * 13.48’ 
= In 2 bé. 
RAT One re : 
Le coefficient Gzm — In 2e. Puisque bmx = Dim €t Omk = im ON 


4 Gym — Emx. Le système d'équations (13.48) est habituellement appelé 
premier groupe de formules de Maxwell (qu’il ne faut pas confondre avec 
la première équation de Maxwell ; cette dernière sera examinée au $ 460). 

Les coefficients « sont appelés coefficients potentiels. Leurs dimen- 
sions sont égales aux dimensions d’une unité de longueur, divisée par 
un farad. 

Du fait que tous les coefficients a ont sous le logarithme une fraction 
dont le numérateur est toujours supérieur au dénominateur, tous les 
coefficients & sont positifs. | 

Les coefficients a peuvent être interprétés comme suit : supposons 
que les charges de tous les conducteurs, sauf le premier, soient nulles : 


th... —0'et = 1: 


Alors mi = ay, c’est-à-dire que co, est numériquement égal au potentiel 
du premier conducteur, s’il est porteur d'une charge unitaire et s’il 
n'y a pas de charges sur tous les autres conducteurs. De même dans les 
mêmes conditions &», est numériquement égal au potentiel du deuxième 
conducteur. Le système (13.48) permet de calculer les potentiels des 
corps chargés en partant des charges totales connues de ces corps. 

On peut parfois rencontrer le problème inverse : en partant des poten- 
tiels connus des corps trouver leurs charges totales. 

$S 414. Coefficients capacitifs. Deuxième groupe de formules de Maxwell. 
Résolvons le système (13.48) par rapport aux charges, en supposant 
les potentiels q et les coefficients à connus , 


Ti = Bai + Pa2Pe + Pise + . 
Ta = PaiPa + Pa2Pe + BasPa + +. | (15.49) 
Ta = PaiPs + PsoPe + PasPs +... ; 
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Les coeîficients Byn — 2e. Ici on désigne par A le déterminant du 
système (13.48) 
Ls12Xg + 
À — | Gr,O22os |, 
Lg1U32X3g + - « 


Le complément algébrique A, est obtenu à partir du déterminant du 
système À en biffant la ligne À et la colonne n et en multipliant le déter- 
minant ainsi obtenu par (—1)**+*. 

Le système (13.49) est le deuxième groupe de formules de Maxwell. Les 
coefficients B sont appelés coefficients capacitifs. Leurs dimensions sont 


Fig. 414 


inverses aux dimensions du coefficient &. Du fait que le déterminant 
du système À est symétrique par rapport à la diagonale principale, on 
a Aun — Ana et par conséquent, fan — Ph4. Tous les f ayant deux indices 
identiques sont positifs et tous les B à deux indices différents sont néga- 
tits. 

Assurons-nous, par exemple, que f1, est positif et que B:, Ba sont 
négatifs. À cette fin effectuons l'expérience suivante : mettons tous 
les conducteurs, sauf le premier, à la terre à l’aide de fils fins (afin de 
ne pas perturber le champ). Supposons que le potentiel de la terre soit 
nul. Il résulte alors de (13.49) que 


Ti = PuiPas | 
To = Pair | (13.49/) 
Ts — PsiP1- 


Portons le premier conducteur à un potentiel positif par rapport à la 
terre en le raccordant à la terre par l’intermédiaire d’une pile, par exem- 
pile (fig. 414, a). La charge du premier conducteur est positive et le poten- 
tiel du premier conducteur est également positif (qi > 0 ; wi >> O0). 
La charge négative s'écoulera dans la terre et dans tous les corps qui 
lui sont raccordés électriquement. Tous les conducteurs, sauf le premier, 
du fait qu'ils sont raccordés électriquement à la terre, acquerront des 
charges négatives 


P2 = 0 T2< 0, 
ps—=0 T3<<0. 
999 


Il résulte du système (13.49”) que Pa = O0, Bas = —. < 0 et 
1 


Pas — HO. 

Les coefficients fm et B:: peuvent être déterminés par voie expéri- 
mentale également. Examinons à titre d'exemple comment on peut cal- 
culer les coefficients B:1 et Bo. 

Après avoir porté la charge du conducteur Z à un certain potentiel 
1 (la clé K de la fig. 414, a étant enclenchée) ouvrir la clé K, enlever 
la pile, brancher les galvanomètres G, et G2 (fig. 414, b) et, ensuite, 
fermer à nouveau la clé K ; le système se déchargera de ce fait ; G: 
mesure la charge v, ; G: mesure la charge +2. Trouvons ensuite 6,, — A 

1 
et Par — 2. 

$ 415. Capacités partielles. Troisième groupe de formules de Maxwell. 
Le système (13.49) peut être écrit sous une autre forme également ; 
on fait figurer comme deuxième membre de chaque ligne non pas les 
potentiels, mais les différences de potentiel entre le corps considéré et 
tous les autres, y compris la terre. 

Conformément à (13.49) la charge du corps k est 


TR = ParPr + 2 PamPme 
n ER 
Le terme : 
PamPm = Pam (Pme — Pa + Pa) = — Pam am + PamPz- 


Par conséquent, 


M=n M=R M=N mM=n 
Ta = Pare + qu D Bam— D BemUim=@x D Bam+ D (—Bam) Uxm. 
M=1 m—=1 m=i1 m=1 
mMm£k mMm£kh MR 
Désignons par 
m=n 


Cr = Pay + Pro +. Han + ee. Hrn 2 Pam, (13.50) 


et 
Cim = — Prime (13.51) 
On a alors 
Ta = PaCar + UnaCns + UnoCno + == DCR + 2 UxmCame (13.52) 
m£k | 


£n conférant à k successivement les valeurs 1, 2, 3... on obtient 


Ta = PCs + UaoCio + UisCis + . | 
Ta = PoC 22 + UoCos + UosCos + (É (13.53) 


9 4 + 5» + 2 2 2% 5% % 7 ee ee ee  » 
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Le système (13.53) est le froisième groupe de formules de Maxwell. Les 
coefficients Cz, sont appelés capacités partielles propres et les coefficients 
Crm Capacités partielles mutuelles. On omet souvent les mots « propre » 
et « mutuelle». Du fait que 


Pam FT Pre 
On à 
Cam = Cr 


Les dimensions des capacités partielles sont les mêmes que celles des 
coefficients capacitifs B. Toutes les capacités partielles sont positives. 
Du fait que Cim = — Prm et que Pam << 0 il est évident que Crn >> 0. 
Pour s'assurer que C7, est positif effectuons l'expérience suivante : 
raccordons par des fils métalliques fins tous les autres conducteurs au 
conducteur À. Tous les U;,, — 0 et il découle de (13.52) que t: = Cyr. 

Si on communique au conducteur k un potentiel positif par rapport 
à la terre (le potentiel de cette dernière étant considéré comme nul), 
en le raccordant au pôle + d’une pile, dont le pôle — est mis à la terre, 
T: et y: sont positifs et leur rapport est 


_"%; 
Cyr = … > 0. 


Ca S'avère positif bien qu’un grand nombre des coefficients négatifs 
Pam puissent entrer dans sa composition (voir 13.50) (le coefficient fzx 


étant plus grand que Ÿ Ban). Conformément à (13.53) la charge totale 
mMm—i | 


m£R 

du corps k est égale sn somme des charges. La charge p,C:2 est due 
à la différence de potentiel entre le corps À et la terre ; UrmCam est 
la charge due à la différence de potentiel entre les corps À et m. Par 
conséquent, la capacité partielle C;, entre les corps À et m peut être 
interprétée comme suit : C:n est le rapport de la composante de la charge 
du corps À, due à la différence de potentiel U;:, entre les corps À et m,' 
à la valeur de cette différence de potentiel. 

Pour rendre plus compréhensible le Système (13.53) on peut se repré- 
senter que dans un système de trois conducteurs (fig. 415, a) le premier 
conducteur est en quelque sorte raccordé aux armatures de trois conden- 
sateurs Cyr, Cio et C13. Les charges aux armatures de ces condensateurs, 
orientées Vers le conducteur /, sont respectivement égales à piCu ; 
UyoCie 5 UiaC1s3. Les charges aux autres armatures sont notées sur la 
fig. 416, a. 

- Les trois groupes de formules de Maxwell sont vrais pour un système 
de corps chargés de forme quelconque ; cependant si ces corps ont une 
forme arbitraire, les coefficients potentiels ne peuvent plus être calculés 
à l’aide des expressions (13.48) ; ces expressioris sônt vrâies seulement 
pour un système de conducteurs linéaires parallèles, suffisamment longs. 

Les coefficients capacitifs et Îles capacités partielles doivent être 
déterminés dans ce dernier cas par voie expérimentale. 
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Les capacités partielles sont utilisées non seulement dans les calculs 
des champs électrostatiques, mais sont également employées dans les 
calculs des phénomènes se déroulant très rapidement dans les circuits 
électriques, ainsi que dans les calculs de certains processus dans Îles 
circuits électriques, mettant en jeu des capacités partielles ; on peut 
citer comme exemple, la prise capacitive de puissance à partir d’une 
ligne de transport à haute tension. On doit en outre tenir compte des 


Fig. 415 


capacités partielles entre les électrodes des tubes électroniques, ainsi 
qu'entre les électrodes des transistors lorsqu'on calcule des phénomènes 
trés rapides. 

$ 416. Sphère dans un champ uniforme. Si dans un champ uniforme * 
E (voir fig. 415, b) on introduit une sphère métallique ou diélectrique 
(£ de la sphère étant différente de e du milieu ambiant) le champ électrique, 
au voisinage immédiat de la sphère surtout, perturbe et cesse d’être uni- 
forme. Le caractère de la perturbation du champ dépend des dimensions 
de la sphère, de son & et de la charge de la sphère. | 

Si la sphère est métallique les lignes de force doivent s’approcher 
de sa surface sous un angle droit. Si la sphère métallique n’est pas char- 
gée, il s’y produit une séparation des charges due au phénomène d’induc- 
tion électrostatique. Les lignes des forces partent de ces charges ou abou- 
tissent à elles. | | 

Une sphère métallique peut aussi être chargée, c’est-à-dire porter 
une charge excédentaire répartie sur sa surface. 

Si la sphère est en diélectrique, elle se polarise sous l'effet du champ 
extérieur. Les charges apparaissant sur la sphère par suite de'sa polarisa- 
tion perturbent lé champ uniforme précédemment (avant l'introduction 
de la sphère). Les lignes de force s’approchent de la surface de la sphère 
de manière que les deux conditions aux limites (mentionnées au $ 401) 
soient satisfaites. 


* Dirigé de haut en bas (le long de l’axe des — 2). 
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Ce problème est l’un des problèmes « classiques » les plus typiques. 
Si la sphère est métallique, £ = 0 et @ = const à l’intérieur de la sphêre. 
Que la sphère soit métallique ou diélectrique, il n'existe pas de charges 
libres dans la région extérieure par rapport à la sphère et, par conséquent, 
le champ dans cette région est décrit par l'équation de Laplace. 

Si la sphère est en diélectrique et si sa charge libre est nulle, le champ 
à l’intérieur de la sphère est également décrit par l’équation de Laplace. 
Ainsi, pour résoudre l’un ou l’autre de ces deux problèmes, il faut intégrer 
l'équation de Laplace Vo — 0. N'importe quel problème concret con- 
cernant l'intégration de l’équation de Laplace comprend comme première 
étape un choix judicieux du système de coordonnées. Le système de coor- 
données doit être choisi de manière que les surfaces de séparation, existant 
dans le champ, puissent être décrites d’une manière commode. Dans 
notre problème la surface de séparation est une sphère. La sphère est 
décrite de la manière la plus commode dans un système de coordonnées 
sphériques. Par conséquent, nous utiliserons un système de coordonnées 
sphériques. | a 

La deuxième étape de la solution consiste à rechercher si le champ 
étudié comporte une symétrie quelconque. L'existence de symétrie 
dans un- champ facilite nettement la solution du problème. Dans le 
problème examiné le champ ne dépend pas de la coordonnée «. Procédons 
comme suit pour s’en assurer. Coupons mentalement le champ par un 
plan perpendiculaire à l’axe des Z du système cartésien et traçons dans ce 
plan une circonférence, de manière que son centre soit situé sur l’axe 
des. Z. Pour tous les points de circonférence Île rayon R, réunissant le 
point considéré à l’origine des coordonnées, a la même valeur ; en outre, 
l’angle 6 situé dans le plan méridien entre le rayon R et l’axe Z est 
le même. L 

Tous les points de la circonférence se trouvent dans le champ dans 
des conditions identiques. Par conséquent, leur potentiel est le même. 
Mais la valeur de l’angle à caractérisant la position des points de cette 
circonférence diffère. Si, pour l’ensemble des points dont R — const et 
8 = const et pour des valeurs différentes de l’angle a, œ est le même, 
cela veut dire que dans le champ considéré @ ne dépend pas de l’angle a. 
Par conséquent, ce champ est décrit par l’équation suivante (Voir équa- 
tion 13.31) : | 

Î 0 


ôp 1  df. a es 
re or (RSR) pre 20 (sin0 0 (13:54) 
F2 s 

(la composante REETO Ra étééliminée, puisque y est indépendant de a }. 
L'équation (13.54) est une équation aux dérivées partielles. Utilisons 
la méthode de Fourier — Bernoulli pour intégrer les équations aux 
dérivées partielles. Conformément à la méthode de Fourier — Bernoulli 
la solution pour la fonction cherchée (@ dans notre cas) est supposé être 


le produit de deux fonctions M et. N. inconnues dont l’une M dépend: 
de R seulement et l’autre N de 6 seulement : 


p=M(R)N (8) = MS. (13.55) 
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La forme des fonctions M et N doit être trouvée. L'adaptation d'une 
solution sous forme de produit de deux fonctions (13.55) permet de décom- 
poser l'équation aux dérivées partielles (13.54) en deux équations diffé- 
rentielles SE dont l'une est établie par rapport à M et l'autre 
par rapport à 

Substituons 8. 55) dans (13.54) 


op _y0M, Ôg ON 
3R =N FR 30 =M =. 
Par jar 
(RE) + -ax0 eo 26 (sin 0%) — 0 (13.56) 
A OR | OR R2sin 6 06 ” 080 ° ° 
Multiplions (13.56) par ns 
1 à fs noN\ r 
58 (RSR) + se 20 (sin 055) —0. (13.57) 


L’'équation (13.57) a ceci de particulier que son premier terme n’est 
fonction que de R et que son second terme n’est fonction que de @. La 
somme des deux fonctions, dont l’une dépend de R seulement, et l’autre 
de 0 seulement, est nulle pour un nombre infini de couples de valeurs 
de. R et de 8 [l'équation (13.57) est valable pour tous les points du champl. 
Ceci ne peut être vrai que si-chacune de ces fonctions est nulle 


fe) | _R7/ 
8 (RSR) 0 et VF 5 (sino% p)=0. CEE 
où Si à à 
] M 
or (RER) —P  . 
ds . (13.57”) 
N sin 6 09 (sin0) = —p 


Ici p — certain nombre inconnu pour l'instant. 

Ainsi le problème a été réduit à l'intégration des équations (13.57') 
et (13.57”). La solution générale pour est égale, conformément à (13.55), 
au produit des solutions des équations 13.57’) plus le produit des solu- 
tions pour M et N obtenus à partir de l'éalation (13.57). Trouvons 
la solution des équations (13.57’). Du fait que dans (13.57’) M dépend 
uniquement de R et N uniquement de 6, on peut passer des dérivées partiel- 
les aux dérivées simples : 


Fr ar (RER) 0. 


Le df, ndN\ 0 
N sin 6 dû (sin 8% ) = 0. 


L'intégrale de la première d’entre elles 


M=+A,. (13.58) 


Trouvons l'intégrale de la deuxième équation 


_adN y. dN As 
sin0 = = 4; d8 sinô 
ou 
N = Asintg + Ai. (13.59) 


Démontrons que À, est nécessairement nul, car ce n’est qu’à cette 
condition que le terme suivant ne figure pas dans la solution 


Aslntg + 


Le potentiel est une fonction continue et ne peut devenir une grandeur 
infiniment grande sur un tronçon fini. [1 est évident, que pour des raisons. 
physiques le potentiel des points de l’axe Z au voisinage de la sphère 


ne peut être égal à l’infini. Or, si A3 0 le terme À, In tg .. figurerait 


dans l’expression du potentiel ; ce terme est égal à œ pour tous les 
points pour lesquels 6 — 0 Ge 8—0 ; In tg0 = — co). 


0—0 pour 6—0 
Ainsi la solution partielle pour æ, résultante de (13.57), est 
p= + CC AA; Ca= AA). (13.60) 
Trouvons la solution des équations (13.57”) 
1 d dM 
mar (RR) =? 
d2M 
2R TR D RIDE — = pM. 


Utilisons la substitution d’'Euler: M —CR" : 


dM__ hpns. dM 
ar CRT pe nm — 1) CRT. 


Substituons ces dérivées dans l'équation précédente 
2Rn CR" 1 + R2(n— 1) nCR°2 = pCR" 


OU 


ou 
n+n—p—0., 
La solution de l'équation du deuxième degré 


] ] 


Calculons la valeur de p en ca la deuxième équation (13.57”) 


1 a fs gd 
Nsnu 26 (Sn 7 )= Re < 
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Sa solution est donnée par l'expression N — B cos 8. Assurons-nous ei 
effectuant une substitution et trouvons en même temps la valeur de p : 


aN a ee Ne 20. 

= —Bsin0; sin0 ZT — —Bsin?0; 

1 FH (sino +) — smic 9 - 
Nsin0 dû d0 }  Bcosësnp + —P- 


Par conséquent, 
P = 2. 
Après avoir trouvé le nombre p substituons-le dans (13.61) et trouvons 
Pi — | et Fo — — 2, 


.- Ainsi, la solution en commun des équations (13.57”) donne l’expres- 
sion suivante pour  : 


La solution complète | 


p= + Cort (CR+ 4) cos 8 (13.62) 


Quatre constantes inconnues Ci, C2, Cs, Ci figurent dans (13.62). La 
valeur de ces constantes dépend de la nature de la sphère (conductrice 
ou diélectrique) introduite dans le champ. 

$ 417. Sphère conductrice dans un champ uniforme. Pour déterminer 
les quatre constantes en question il faudra avoir recours non seulement 
à la condition à satisfaire à la surface de la sphère, mais également aux 
conditions à réaliser à une très grande distance de cette sphère, théori- 
quement à une distance infinie ou, comme on l’appelle habituellement, 
«conditions à l'infini ». 

L'ensemble de tous les points très éloignés de la sphère est considéré 
par convention comme « l'infini ». Si la sphère n’est pas chargée, tous 
les points du plan XOY passant par le centre de la sphère ont le même 
potentiel. Désignons-le par o. 

Lorsqu'on s'éloigne de la sphère à une très grande distance Z = R 
cos 0, par rapport à laquelle le rayon a de la sphère est très petit, l'effet 
perturbateur, exercé par la sphère sur le champ, ne se manifeste pas du 
tout (si la charge globale de la sphère est nulle) ou se manifeste comme 
une perturbation due à une charge ponctuelle (si la sphère porte une 
charge globale libre Q). Et le potentiel @ « à l'infini » s'exprime comme 
suit : 


pr + Po+ EoR cos 8. (13.63) 
Le premier terme du second membre donne la composante du potentiel, 
due à la charge de la sphère Q, tandis que le terme ER cos 0 tient compte 
de l’accroissement du potentiel dû à l'intensité du champ uniforme E£, 
sur le long du parcours Z = R cos 8. Du fait que la solution (13.62) est 


066 


valable même pour les points du champ très éloignés de la sphère (« infi- 
niment » éloignés), on peut comparer les expressions (13.62) et (13.63). 
Elles doivent donner le même résultat. Ceci n’est vrai que lorsque Îles 
termes respectifs des deux équations sont égaux l’un à l’autre. Il résulte 
de la comparaison que 
C2 =; G= 7; C3— Eo- 

La comparaison « à l'infini » ne permet pas de trouver la valeur de C;, 
car il n'existe pas dans (13.63) de terme variant en raison inverse du 
carré de R. Pour trouver C; utilisons le fait qu’en électrostatique tous 
les points de la surface de la sphère ont le même potentiel, autrement 
dit que la composante tangentielle de l'intensité du champ sur la surface 
de la sphère est nulle. Pour R = a 


o= const = + (Fa+%) cos Ô + Po. 


4nea 
I! est évident que le second membre peut rester constant lorsque 8 
varie seulement, lorsque (Eoa — a) — 0. Il en découle que 


C —n Eoa. 
Ainsi pour tous les points du diélectrique 
Q _ a 
p= ge + Pot Eo (R—25) cos 8. (13.64) 


Puisque le potentiel dépend seulement de R et 8, l'intensité du champ 
électrique n'a que deux composantes : 


En= = — Es (147%) cos, 


Per (13.64°) 
Ô0p Ce bé 
E°o —= TR 66 £; (15 }sine. | 
Si Q—=0, on a sur la surface de la sphère (pour R—a) 
Er = —3E, cos 0. 


Pour 6 = 0 Ex=— 3%, ; pour 6 = 180° Ex = 3Eo, c'est-à-dire qu’en 
tous ces points l'intensité du champ est devenue trois fois plus grande 
que l’intensité du champ uniforme Æo, dans lequel cette sphère a été 
pans Par contre, à l’«équateur » pour 8 — 90° l’intensité est devenue 
nulle. 

Ainsi, une goutte d'eau ayant pénétré dans la cuve d’un transformateur 
remplie d'huile provoque un accroissement local notable de l'intensité 
du champ. | 

$ 418. Sphère diélectrique dans un champ uniforme. Si une sphère 
diélectrique non chargée est placée dans un champ uniforme, puisqu'il 
n'y a pas de charges libres à l’intérieur de cette sphère ni à l’extérieur 
de cette dernière, le champ peut être décrit par l’équation de Laplace. 
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Alors la solution générale (13.62) est valable pour résoudre ce problème 
également. Attribuons l'indice i aux grandeurs utilisées pour décrire 
le champ à l’intérieur de la sphère et utilisons l’indice e pour les grandeurs 
à l’aide desquelles on décrit le potentiel dans la région extérieure à la 
sphère. Ainsi nous aurons pour la région « intérieure » 


qu = + Cu + (CaR+ Si) cos 0 (13.65) 
et pour la région «extérieure » 
Pe— Se + Cre +(CsR 1 me) cos 6. (13.66) 


I1 faut trouver 8 constantes d'intégration. 
Le potentiel « à l'infini » est dans ce cas 


p=®po+ ER cos 6. 
Comparons cette dernière expression à (13.66) : 
Cre = Po Et Ce — Eo. 
Nous avons examiné au $ 392 le champ d’une charge ponctuelle. 
Nous y avons montré que le potentiel dans le champ d’une charge ponc- 
tuelle varie en raison inverse de R. Par conséquent, la composante Cie 


n’est autre chose que la composante du potentiel, due à la charge globale 
de la sphère considérée comme une charge ponctuelle. Du fait que la 
charge globale de la sphère est nulle, cette composante ne doit pas figurer 
dans l'expression de .. En d’autres termes 

GC; = 0. 


Par conséquent, 


Pe= o+ (EoR + is) cos 0. (13.66’) 


Dans cette dernière expression seule la constante C;. est restée inconnue. 
Examinons l’expression du potentiel w, pour la région intérieure. Elle 
doit donner. une valeur finie pour tous les points à l’intérieur de la sphère. 
Ceci ne peut être vrai que lorsque C;,;, = 0 et Cris — 0 (si C1 0, Île 


terme Ci au centre de la sphère pour R = 0 seraït infiniment grand). 


La constante C2, figurant dans le calcul du potentiel dans le champ 
considéré, est égale à la constante analogue C2: — q pour la région 
extérieure. 

Ainsi pour la région intérieure 


Pi = Pot CR cos 6. (13.65') 


Les deux constantes C. et Cs, demeurées inconnues, sont trouvées 
à partir des conditions aux limites. 


568. 


H résulte de l’égalité des potentiels æ; et ®..pour R = a (cette condi- 
tion, comme il est facile de le constater, est équivalente à la condition 
Eur = Ex), que 


Caia = Eoa fe CR 


Il résulte de l’égalité des Ps normales du vecteur D à la 
limite des deux régimes, que 


0; . Pa : 
—a (5 OR }ae = un. ÔR Le 


2C 
1Csi = 8e ( Eo— RE ]: 


c’est-à-dire 


La solution en commun de ces deux dernières équations donne 


Ci en + E; ; Cie = aŸ Ex De. _. ‘ 
Potentiel de la région intérieure 
Pi — = Lo + ER — dE. Le; — cos 0 — Po + Eo 3 <— Dee ee Z; (13.67} 
z = R cos 06. 
Potentiel de la région extérieur 
8 ee—E; 
Pe = Po+ Fo (R+ 55 pe) cos 0. (13.68) 
L’intensité du champ à l’intérieur de la sphère 
- 0Pi. de ; 
ÊE;— gd — — Eo DE +E; ? (13.69) 


E est dirigé le long de l’axe des z et ne dépend pas des coordonnées du point. 
Ceci indique que le champ à l’intérieur de la sphère est uniforme. 


Les lignes du vecteur D et les lignes équipotentielles (« l’image du 
champ ») sont représentées sur la fig. 416 pour les trois cas suivants : 

a) lorsqu'on introduit dans un champ uniforme (avant l'introduction 
de la sphère) une sphère conductrice non chargée ; 

b) lorsqu'une sphère diélectrique, dont &; est plus grand que &, du 
milieu ambiant, est introduite dans un champ uniforme (avant l’intro- 
duction de la sphêre) : 

c) lorsque e; de la sphère diélectrique est inférieure à &. du milieu 
ambiant. 

Nous avons déjà indiqué précédemment (voir $ 393) que les lignes. 


du vecteur D partent des charges libres. Ces lignes s'arrêtent à la sur- 
face d’une sphère métallique (fig. 416, a) et passent sans solution de 
continuité à travers une sphère diélectrique (fig. 416, b et c). 
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Si on traçait sur la fig. 416, b et c les lignes du vecteur de l'inlensité 


du champ E, à la placé des lignes du vecteur D, les lignes E subiraient 
une rupture à la surface des sphères. 


Image d'un champ conle- Image du champ Image du champ 
nant üne sphère conducérice Pour EE pour <Èe 


++ 
Th 
(1 


BIFJiRt 


S 419. Cylindre diélectrique dans un champ uniforme. Les expres- 
sions permettant de déterminer le potentiel et l’intensité d’un champ 
uniforme perturbé par l'introduction d’un cylindre diélectrique (dont 


+ 
l'axe est perpendiculaire à Æ) sont établies d'une manière analogue. 


Supposons que l'intensité Eo d’un champ uniforme (avant l’intro- 
duction du cylindre) soit dirigée parallèlement à l’axe des x d’un système 
<artésien (fig. 417, c). Plaçons dans ce champ un cylindre diélectrique, 
de manière que l’axe du cylindre coïncide avec l'axe z. 

En résolvant les équations de Laplace dans un système de coordon- 
nées cylindriques, nous obtenons les expressions suivantes pour détermi- 
ner le potentiel (p;) à l’intérieur du cylindre et (p.) à l'extérieur de ce 
dernier : 


D = — _—— Eor cosa = — — Ex, (13.70) 
pe= Fo (He Sr) cos a. (13.71) 


Le champ uniforme à l’intérieur du cylindre est dirigé suivant l’axe 
des x et est égale à 


EL dm; _ 2e 
Es — <= TE En, (13.72) 


En terminant ce paragraphe signalons, que si on introduit un cylin- 
dre conducteur dans un champ uniforme £,, en le plaçant de manière 
que son axe longitudinal soit perpendiculaire à Æ9, le potentiel dans Ja 
région extérieure au cylindre 


De = Ëo (Sr) COS &. 
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$S 420. Notion sur les champs plan-parallèle, plan-méridien et uni- 
forme. On utilise parfois dans les ouvrages spécialisés les termes de champ 
plan-parallèle, champ plan-méridien et champ uniforme *. | 

On appelle champ plan-parallèle un champ dont l’image (c’est-à-dire 
l'ensemble des lignes de forces et des lignes équipotentielles) se répète 
dans tous les plans perpendiculaires à un axe quelconque d’un système 
de coordonnées cartésien. 

En d’autres termes, dans un champ plan-parallèle l’image du champ 
ne dépend pas d’une quelconque des coordonnées du système cartésien. 

A titre d'exemple d’un champ plan-parallèle, on peut citer le champ 
d’une ligne à deux conducteurs (de deux conducteurs chargés). Si on 
oriente l’axe z du système cartésien le long de l’axe de l’un des conduc- 
teurs, le potentiel @ sera indépendant de la coordonnée z. 

On appelle champ plan-méridien un champ dont l’image se répète 
dans les plans méridiens ; autrement dit dans un champ plan-méridien, 
l’image du champ ne dépend pas de la coordonnée a du système cylin- 
drique ou sphérique de coordonnées. On rencontre dans les ouvrages 
spécialisés une autre définition encore du champ plan-méridien, qu’on 
décrit comme un champ créé par des corps de révolution, à axe commun. 

On peut citer comme exemple de champ plan-méridien le champ 
résultant de l’introduction d’une sphère métallique dans un champ uni- 
forme {avant l'introduction de cette sphère) ($ 417) ou le champ d'un 
doublet, dont il était question dans l’exemple 192. Dans les deux cas 
le potentiel dépend seulement du rayon R et de l’angle 6 du système 
sphérique de coordonnées, mais ne dépend pas de l’angle a. 

Un cas particulier de champ plan-méridien est un champ dans lequel 
le potentiel dépend seulement d’une seule coordonnée quelconque d’un 
système sphérique ou cylindrique de coordonnées. | 

Dans un champ uniforme l'intensité est la même en tous les points 
du champ, autrement dit sa valeur ne dépend pas des coordonnées du 
point. 

Un champ uniforme existe, par exemple, entre les armatures d’un 
condensateur plan, lorsqu'il n’y a pas de charges libres dans l'espace 
entre ces armatures, à condition qu'on néglige l’effet perturbateur des 
bords du condensateur. 

Il y a lieu de rappeler qu’un très grand nombre de champs, qu'on 
rencontre dans la pratique, est dépourvu de symétrie de toutes les caté- 
gories énumérées ci-dessus et, par conséquent, ne peut être classé comme 
champ plan-parallèle, plan-méridien, ni comme champ uniforme. 


$ 421. Densité volumique de l'énergie d'un champ électrique et expression de 
la force mécanique sous forme de dérivée de l’énergie de ce champ par rapport à une 


* Il y a lieu de signaler qu'en physique et dans les mathématiques le terme 
champ est souvent interprété dans un sens propre à ces disciplines (« professionnel »). 
Lorsqu'on parle du champ dans le sens physique (électromagnétique, de gravita- 
tion, thermique, champ de forces nucléaires) on entend sous ce terme une forme 
de la matière. Lorsqu'on parle du champ dans le sens mathématique, on a en vue 
le champ de la grandeur qui le décrit. Au point de vue purement mathématique, 
les champs peuvent être vectoriels et scalaires, rotationnels et irrotationnels, plan- 
parallèles, plan-méridiens, etc. j 
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coordonnée variable. Supposons qu’à un certain instant la tension aux armatures 
d'un condensateur soit égale à u. Lorsque cette tension augmente de la valeur du, 
la charge à l’une des armatures du condensateur augmente de la valeur dQ et à 
l’autre de la valeur — dQ: | 


dQ —C du. 


Ici © — capacité du condensateur. 

Pour transporter la charge dQ, la source d'énergie doit dépenser un travail 
égal à udQ —= Cudu. Ce travail est dépensé pour créer un champ électrique dans 
le condensateur. 

L'énergie fournie par la source pour charger un condensateur de la tension 
u = 0 jusqu’à la tension # = U, et convertie en énergie du champ électrique du 
condensateur, est l 

U 


Wa=C ( u du — 
Ù 


cos, 0e 
3 2: 


ÆExaminons la notion de ia densité volumique d’énergie d’un champ électrique. 
A cette fin prenons un condensateur plan et supposons que la distance entre ses 
armatures soit égale à x, tandis que Îa surface d’un seul côté de chaque armature 
soit égale à S. La permittivité du milieu entre les armatures est égale à e. La ten- 
sion entre les armatures est égale à U. Négligeons l’effet perturbateur, exercé par 
les. bords du condensateur sur ‘le champ entre les armatures. Le champ peut être 
considéré comme uniforme sous cette réserve. Le module de l’intensité du champ 
électrique E est . 


E—. 
À 


Le module du vecteur de l’induction électrique est D = &E — ? . La capacité 


d’un condensateur plan est C — . Pour trouver la densité volumique d’éner- 
2  eSU2 
gie du champ électrique, divisons l’énergie W,r — D = se par le volume 


V = Sx, occupé par ce champ. Nous obtenons 


ER  ——— ————— — 


2 
Ainsi, la densité volumique de l'énergie d’un champ électrique est 5. 
Si le champ n'est pas uniforme, son intensité varie lorsqu’on passe d'un point du 


champ au point voisin, mais la densité volumique de l’énergie du champ est 
| 2 
toujours égale à —_. puisqu'on peut considérer que le champ est uniiforme 
à l’intérieur d’un volume infiniment petit. 
Isolons dans le champ le volume élémentaire dV. L'énergie du volume dV 
est | 


— dV. 


L'énergie, contenu dans un volume V de dimensions quelconques, est 
* eE2 
\ = dv. 
V 


. Au $ 77 de la première partie de ce cours nous avons examiné l’expressson 
d'une force mécanique agissant sur un circuit parcouru par ün courant et placé 
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dans un champ magnétique, sous forme de la dérivée de l'énergie du champ magné- 
tique par rapport à la coordonnée variable. 

Dans un champ électrique des forces mécaniques agissent également sur les 
corps chargés et on peut les exprimer sous forme de la dérivée de l’énergie du champ 
par räpport à la coordonnée variable. Pour étudier cette question, rapportons-nous 
à la fig. 417, a. On y voit un condensateur plan, branché à la source de tension U. 
Appelons, comme nous l’avons fait plus haut, x la distance entre les armatures et 
S leur surface. Une force F agit sur chacune des armatures du condensateur. Sous 


£ AXE 
électrique” 
| 


ua p 


) 


Fig. 417 


l'effet de cette force, les armatures du condensateur tendent à se rapprocher. La 
force agissant sur l’armature inférieure est dirigée vers le haut et celte, appliquée 
à l’armature supérieure est dirigé vers le bas. 

Supposons que, sous l'effet de la force F, l’armature inférieure se déplace très 
lentement, infiniment lentement au point de vue théorique, vers le haut de la dis- 
tance dx et prend la position indiquée en pointillé sur la fig. 417, a. 

Ecrivons l’équation du bilan d'énergie pour ce déplacement de l’armature. 
En vertu de la loi de conservation d’énergie, l’énergie dW, fournie par la source 
d’alimentation doit être égale à la somme de trois termrs: 


1) travail de la force F sur le parcours dx: Fdx=F dx, 
2) variation de l'énergie du champ électrique du condensateur : dWh, 
3) pertes thermiques dues au courant i, circulant dans les conducteurs à résis- 
tance R pendant le temps compris entre 0 et co: 
dWy=Fdx+dWa+- | Rädt. 
© 


Puisque, conformément aux conditions de l'exécution de l’essai, l’armature 
du condensateur se déplace vers le haut avec une vitesse théoriquement infinitésimale. 
la variation des charges aux armatures se fait également très lentement et, par con 


séquent, le courant de déplacement circulant dans le condensateur est infiniment 
O0 


petit. En d’autres termes, les pertes thermiques | RE dt peuvent être négligées dans 


0 
l'équation du bilan énergétique comme étant très petites; on a alors 
dWu=Fdx+dWe. 
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D'où.on déduit que la force est 
p 4 OWu—Wei) | 
| dx 


Ainsi la force F peut être exprimée sous forme de la dérivée de la différesice 
d'énergie W, — Wa par rapport à la coordonnée variable x. | 

Dans le cas général la tension entre les armatures ÜU, ainsi que la charge Q 
peuvent varier lorsque les armatures se déplacent. 

Examinons maintenant deux cas particuliers typiques de déplacement des. 
armatures d’un condensateur. 

Dans le premier d’entre eux le condensateur est coupé de la source de tension 
et le déplacement de l'armature a lieu à charges invariables à ses armatures. 

Dans le deuxième cas, le déplacement de l’armature a lieu à tension invariable 
He les armatures (le condensateur reste branché à une soûrce de tension inva- 
riable 

Premier cas. Du fait que le condensateur est coupé de la source d'énergie, 
cette dernière ne fournit pas d'énergie et, par conséquent, dW, — 0. On a alors 


_ We 


FU dx 
Ainsi, dans ce cas la force, agissant sur l’armature, est égale à la dérivée de 
l'énergie du champ électrique du condensateur par rapport à la coordonnée varia- 
ble, prise avec un signe contraire. Le signe -— indique que, dans le cas considéré, 
Je travail de la force a été accompli aux dépens de ia diminution d'énergie dans 
le champ électrique du condensateur. 
Etant donné que l'énergie du champ électrique du condensateur est 


2  Q2x 
Wal =5C %s" 
la force F en module est 
| F OP = 0e ___eE?S 
dx .2eS 2 


‘Deuxième cas. L'énergie fournie par la source d’alimentation: à 
U = const est — | 
| dW,=U dQ=U?dc. 
Ici dC — accroissement de la capacité due à la diminution égale à dx, de la 


distance entre les armatures. 
‘Variation de l'énergie du champ électrique du condensateur 


CU2\ _U? 
ava=d()=S dc 
La différence entre ces dernières équations : 
U2 U? dC 


dWu—dWer=U?dC— dC = Wu. 


2 
Par conséquent, dans le deuxième cas 


et U2 ac. 
dx 2 dx 


Ainsi, dans le deuxième cas également la force est égale à la dérivée de l'énergie 


du champ électrique suivant la coordonnée variable. 
La capacité d'un condensateur : 
ce 
x 


574 


par conséquent, 


dC eS 
dx x? 
2 2 
Fi=es (=) ES. 


La force agissant sur l’armature du condensateur dans le deuxième cas est 
exactement égale à {a force agissant sur son armature dans le premier cas. 


La force agissant sur l'unité de surface du condensateur est Li Cette force est 


: S 
égale à 2e 


2 ; - 1: 
Remarquons que la grandeur _ exprime non seulement la densité d'énergie 


du champ électrique, mais est encore numériquement égale à la force agissant sur 
l'unité de surface de l’armature d'un condensateur. | 

Les forces agissant sur les armatures d’un condensateur peuvent être consi- 
dérées comme le résultat de la manifestation des forces de compression longitu- 
dinale (le fong des tubes de force) et des forces d’expansion latérale (en travers 
des tubes de force). Les forces de compression longitudinale tendent à raccourcir 
le tube de force, tandis que les forces d'expansion latérale tendent à l’élargir. Une 


| 2 
force numériquement égale à ee agit sur l'unité de surface latérale du tube de 


force. Toutes ces forces se manifestent non seulement sous forme de forces agissant 
sur l’armature du condensateur: Elles agissent également à la surface de sépara- 
tion des deux diélectriques. La force qui agit à surface de séparation de deux di- 
électriques est dirigée dans le sens du diélectrique à permittivité moindre. 


Exemples  ! 


Exemple 177. Soit deux conducteurs de /0 mm de diamètre, 
disposés parallèlement (fig. 417, b). L'entraxe des conducteurs est de 
20 mm. La charge linéique d’un conducteur par mêtre courant est de 
10-8 C. Le conducteur gauche porte une charge positive et le conducteur 
droit, une charge négative. Trouver les densités maximale et minimale de 
la charge sur la surface du conducteur. 

Solution. Trouvons la position des axes électriques: x — 
— 1,35 mm. La densité de la charge sur la surface du métal o = D = &8£E. 
Par conséquent o sera plus grand là où E est maximal. 

Le champ créé par la charge positive est dirigée en dehors de cette 
charge, tandis que le champ créé par une charge négative est dirigée 
vers cette charge; par conséquent, le champ est maximal au point À 
et minimal au point B. On a pour le champ au point À 


Q Q 
Êa= “Ga (rx) Tel (D—r—x) ? 
et au point B 
_ @ 1 
En = ner (rx Dr): 
Le champ au point À est égale à la somme des champs dus aux deux 
charges et au point B il est égal à la différence de ces champs. 
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Par conséquent, 

10-8 1 | 
Da=oa=tEa TT (6: 008—0,00135 Ÿ 0,020, = 0 is) = mA CIRE 
D Op—=tEn— 

10-8 ] 1 : 
— nl 0,005-+-0,00135 0,02 0,005 —0,00135 )=0,186 p Ci. 
Ainsi la densité de la charge au point À est de 2,92 fois plus grande, 
que la densité de la chargé au point B. 
* : + 
En partant des données du problème précédent, trouver le gradient 


du potentiel au point M (placé au milieu entre les conducteurs sur une 
ligne raccordant les centres de ces derniers). 


Puisque Ê = — grad , le module du grad œ est égal au module E 
et la direction de grad œ est contraire à la direction de É. Au point M 


À OO UN DO 
Eu = re (2 ea D } — 2n.8,86-10-12. 1 -0,00865 — 41600 V/#1. 


La direction de E et de grad œ est donnée sur la fig: 417, b. 
Exemple 178 Calculer les capacités partielles par mètre de 
Jongueur d’une ligne à deux conducteurs. Les dimensions géométriques 


Fig. 418 


sont indiquées en mètres sur la fig. 418, a. Les rayons de conducteur 
sont de 6 mm. 


Solution. Conformément à (13.48) 


Pa — ŒaTa + Does Po == AT + UooTo. 


D'où 
Pidi2 
__ 1 P2U22 2 to 
'œheRE cae à oh er 
Ou 
| Ti = Pabaa + Paie. 
Ici 
7 Goo. ; hr œ42 ‘ __ | 340. 
Ba À ? Pro = A A — 94 Q99 ° 
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Ainsi 


Ta = BP + Pie (De — Pi + Ps) = Ua (Ba + Pis) — ByoU42 — 
= UiCus + UC io (m1 = VU). 


Par conséquent, pour une ligne à deux conducteurs 
| Uz2— G12 . 
Cis = Pia + Bio == À ; 
12 
Cie = Bio == À * 
A 44 — so. 
De même nous avons Co = Bo2 + Bio — Ce 


Conformément à (13.48’) trouvons 


Fe =. In 21 — D 
#e2ñe 0 Es 8,86-10712 


2 = 12,9-1010 m/F: 


7 


In = 12,410 m/f. 


12— Au — Dre ay  2n-8,86-.10-12 : LE PTE 


A=|%4%42| 2 1020 (12,4.12,9— 2,92) —151,6- 102 m2/F°, 


G2%o. 


Ci = Sms — 0,659: 10-11 F/m : 


— 2,9.1010 m/F; 


C == CE = 0,626 - 1071 Fim à 
Ci = 212 __— = 0,191.10"1 F/m. 


Exemple 179. Le conducteur Z de l’exeéemple 178 est raccordé à 
la terre par l’intermédiaire d’une source de F.E.M. E = 127 V. Le con- 
ducteur 2 est raccordé à la terre par ‘un fil métallique, de manière que 
son potentiel soit nul (fig. 418, b). Calculer les charges par mêtre cou- 
rant, sur les conducteurs 7 et 2. 

Sol ution. Il découle de (13.49) que pour g> — 0 on a 


Ti Pibu et To = pib ; 


_… 12,9:1010 . 
Pas = 2 = 51,6.1020 == 0,852.10"11 F/m ; 


Bio = — Cio = —0,191-10"10 Fm. 
Charge du premier conducteur. 
ti = 127-0,852. 10-11 = 1,08-10- C/in. 
Charge du deuxième conducteur 
t= — 0,191. 101.127 = — 0,242. 10 Ciin. 


C2 Ke] : " Fr 2, 
t JI, À. Secconor Dr 


Exemple 180. La charge linéique rx, du conducteur 7 de a 
fig. 418, a est égale à 2:10-? C/m. La charge linéique T2 du conducteur 
2 est égale à — 10-° C/m. 

Calculer le potentiel du point M, en supposant que le potentiel de 
la terre soit nul. 

Solution. 


___ bim T2 bem 
PM 2ne in dim GS 27e In 2M . 
.10-9 LI —9 2-9 
210 VTAR. 10 |; Verre 30,6 V. 
27r-8,86: 10712 V2 2nr:8,86:10-12 2 | 


Exemple 181.Calculer la densité de la charge induite sur la surface 
de la terre au point N (fig. 418, a), en supposant que les charges sur Îles 
conducteurs soient les mêmes que dans l’exemple 180. 

Solution. Conformément à l’expression (13.33) la densité de 
la charge sur la surface d’un conducteur est égale à la valeur du champ 
en ce point, multipliée par €. | 

Le champ au point W (fig. 418, c) est égal à la somme géométrique des 
champs dus à quatre charges : à la charge t: (désignons-le par ÆE:), à la 
charge 12 (E2) et aux images symétriques de ces charges (FE; et E;) 


E=E;+E:+E;+E,. 
Les champ É, et E: sont dirigés suivant la même droite (suivant la 


verticale) et s’ajoutent. Pour trouver les projections FE, et E; sur Îa 
verticale, multiplions E> et E; par cos a 


— de — D ha . —8, 2 
o—=2 Gnekr © PV ra 0,1375-10"°.C/m2. 
a — l ; ho = 4. 


Exemple 182. Deux plaques métalliques (théoriquement de 
Jongueur infinie} placées dans l'air (fig. 419) en forment sans se tou- 
cher l’angle dièdre «>. Le potentiel de la première 
plaque est p, et celui de la deuxième est 2. Etablir 
l’expression pour calculer @ et E en un point quel- 
conque du champ à l’intérieur de l'angle dièdre, 
ainsi que l'expression pour calculer la densité de la 
charge sur les plaques. Trouver le résultat numérique 
pour 4 = 0, po — 100 V, a — 30°. 

Solution. Du fait que les surfaces aux 
limites peuvent être décrites Île plus simplement dans 

Fig. 419 un système de coordonnées cylindriques, la solution 

sera cherchée dans ce système. Les charges libres 

n'existent pas dans l'espace entre les deux plaques et, par conséquent, 
ce champ obéit à l'équation de Laplace (13.30). | 
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Le potentiel @ dépend seulement de langle à et des conditions de 
symétrie et ne dépend pas de la coordonnée z et du rayon r du système: 
des coordonnées cylindrique. Par conséquent, 


La solution de cette dernière équation donne 
p = Cia + Co. 


D'après les conditions imposées, pour à = 0 @ = q4, et pour a - @, 
Par conséquent, | 
C2 =0; (= 0.20 etp=T a. 


n/6 nn 
L'intensité du champ n’a qu’une seule composante, en: 
__ Ci _ 600 


_ _._4p _ 
Ex = — A — MORE Vim. 
La densité de la charge 
D ne ne _ __ 6008 


Par exemple pour 
r—2cm o—=D— —8,48.10"8 Cim°. 


Exemple 183. Deux entonnoirs coniques métalliques, se trou- 
vant dans l’air, sont dirigés par leurs sommets l’un vers l’autre, mais 
ne se touchent pas (fig. 420). L’angle 0, — 30°, 8, — 135°, le potentiel 
du premier entonnoïir q1 = 0, le potentiel du deuxième 
Po — 1000 V. | 

Etablir l’expression pour calculer @ et ÆE dans 
l'espace entre les entonnoirs, et à l’aide de cette 
expression trouver Æ et @ au point M de coordonnées 
R = 2 cm et 8 — 120°. ; 

Solution. Utilisons le système sphérique de 
coordonnées, puisque la surface des entonnoirs peut être 
décrite le plus simplement justement dans ce système 
de coordonnées. Il n'existe pas de charge volumique 
dans l’espace entre les entonnoirs et, par conséquent, le  : Fig. 420 
champ peut être décrit par l'équation de Laplace (13.31). 

Par raison de symétrie, @ dépend seulement de l’angle 8 et ne dépend 
pas du rayon R et de l’angle a, autrement dit, des deux autres coordon- 
nées du système sphérique. Ainsi | 


ee (sino 2) —0, d'où sin0 Cr 


d6 
®—C; In tg Ÿ + Ce. 


37* 54à. 


Trouvons les constantes d'intégration C1 et C2 pour 6 — 30° m—t1 
et pour 0 — 135° ®@ = 1000 V. Par conséquent, 
0—=C,lntg15°+C:, 

1000 —C, In tg 67° 30° +C:, 

d'où | 
Ci; = 461 V, C> — 608 V. 
Potentiel au point M 
Om = 461 In tg 60° + 608 — 856,5 V. 


Le champ n'a qu’une seule composante, celle suivant 6 


À = 0 — — 
L R d6 Rsin0 ‘ 
L'intensité au point M 
461 
Egm = 7 0,02 sin 120° 120° = — 26,6 kV Im. 


Exemple 184 Deux électrodes plates sont disposées dans Île 
vide à une distance de 2 cm l’une de l'autre (fig. 421). L'électrode de 
droite est mise à la terre et l’électrode gauche est raccordée au pôle + 
d'une batterie dont la F.E.M. est égale 
à 200 V. La borne négative de la batterie 
est mise à la terre. 

Une charge volumique. est répartie dans 


T=û z l'espace entre Îles électrodes ; sa densité est 
+ 0 = — a&oX, 
où a — 30 kV/cm°. 
Fig. 421 On demande de trouver la loi de variation 


. du potentiel dans l’espace entre les électrodes. 
Solution. Supposons. que les dimensions des électrodes sont 
nettement plus grandes que la distance entre ces dernières. Orientons 
l'axe des x comme ceci est représenté sur la fig. 421. 
Le potentiel ne dépend que de x; dans le problème considéré il es1 
indépendant de y et de z. Par conséquent, 
di _ _»e 


D Ce 


Procédons à une double intégration suivant x: 
dp … ax? 
| Ag + 
et : 
P = + Cix + Co. 

Calculons les’ constantes d'intégration en partarit des conditions aux 
fimites : | | 

pour x = 0 œ@ = 200 = C2, 
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pour #=2 o— 0 — 200 + 20 + “TE ; C,= 20100 V/cm. 


Par conséquent, 
30-103x3 : | ; 
p——{— — 20 100x + 200 — 5000x$ — 20 100x + 200 V.. 


Exemple 185. Dans un condensateur cy- 
lindrique isolé à l’air, il existe autour de l”élec- 
trode intérieure de rayon r, une charge, sous 
forme de couronfe, à densité volumique p C/cm. 
Le rayon extérieur de la couronne est r; (fig. 422). 
Le rayon de l’électrode extérieure r2. Le potentiel 
de l’électrode intérieure est mo, et le potentiel 
de l’électrode extérieure est nul. 

Etablir l’expression pour calculer œ@ dans 
l’espace occupé par des charges volumiques (ap- 


Fig. 422 


pelons-le région 1} et dans l’espace non occupé par des charges libres 
(région Il). 
Solution. Dans la première région 


ne ()--2 


r dr 
Une double intégration par rapport à r donne 
2 
Pr — — +0 Inr+Co... 


Dans la deuxième région — 
D Lei) 0; 
r dr FT EEE. 


_ En =Csinr+Cs | L 

Ecrivons quatre équations pour. déterminer les quatre constantes 
d'intégration (C1, Co, Ca, Ci). 
Pour r = ro mi = .Po. Donc, 


Ep 


d'où 


Po= — + Ci in ro + C2. (2) 
) 
Pour r=r; =, par conséquent, 
ras tC: Inri+Cr=Csin ri + Cie (b) 


Pour r = r2@y —0. Donc | 
O—Cslnro + Cu. (c) 


Pout r — r; les composantes normales du vecteur déplacement élec- 
trique D sont égales: 


e, | 491 _£ | dprr 
0 dr Y=—r 0 dr r—=r4 
où , | 
__#m _ Przï. 
C=Ci— LE. (d) 
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à La résolution en commun des équations (a), (b}), (c) et (d) (omise) 
donne 


Ryan PTE 2 
c 4e) (ri r6) + 289 In r Po 
a 
in —+— 
fo 


On détermine ensuite C; en partant de l’équation (d), C; en partant 
de l’équation (c) et C2 en partant de l’équation (a). 

Exemple 186. Un nuage d'orage, chargé en électricité positive 
se trouve au-dessus de la surface de la terre. L'espace entre ce nuage et 


Nuage Nunge 


HI RRRREEE 
. 1 Cable de garde 


CS LS 
Terre Terre 
Fig. 423 Fig. 424 


la terre peut être considéré comme un condensateur plan de très grandes 
PS Le champ Æ dans ce condensateur est dirigé du nuage vers 
la terre. 

Trouver le potentiel du point À situé à une distance de 8 m de la 
surface de la terre pour les deux cas suivants: 1) lorsqu'il n’existe pas 
de câble de garde au-dessus de la surface de la terre (fig. 423) et 2) lors- 
qu’un câble de garde en acier de 10 mm de diamètre, mis à la terre, est 
tendu à une hauteur de 10 m au-dessus de la terre (fig. 424). 

Solution. En cas d'absence du câble 


ph=—Ehs, où ha=8m. 


En présence du câble le potentiel au point À est créé non seulement par 
le champ uniforme « du condensateur plan», mais également par la 
charge du câble qas : 


PA = Eh a + Qoavai2. 
Désignons ici par a le coefficient potentiel 


__ 1, bia _ ] 10 +8 
M2 Dre l'a ne M—. 


ÆEcrivons l'équation pour calculer la charge du câble: 
Peab = Ehcar + Gcaraus = 0. 
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Par conséquent, 
Eh 
cûb 
Jcêb — — Gui 


e{ 


pi ET 5) (ha — hoar _ }- 
La variation du potentiel au point À, rapportée à la valeur de ce poten- 
tiel avant le placement du câble: 


Apa _ PAPA LE Una (tata dE) } root sja 
LE. I Eh, 8 ds 4 


In — | 
= 2 __ 2: 08 0 95] 


Exemple 187. Une sphère “éhtihnes non chargée, de rayon 
a = 1 cm est introduite dans un champ uniforme d'intensité Eo — 
— ]® kV/m. | 

Trouver EA et Es au point À. Coordonnées du point A: R =2 cm 
et 0 — 30°. 

Solution. Conformément aux expressions du $ 417 nous avons: 


ER = 0 — Ep cos (1 + _ )= 
— 105-0,866 (1 ++) — — 1,082. 105 V/m ; 


Ré = Eosin8 (12) — 109.5 (1—+)—0,4375.105 V/m. 


L’intensité résultante du champ en module est : 
E = V Eh + E% — 1,168-10° V/m. 


Exemple 188 Un champ électrique uniforme d'intensité 
Eo = 10% RV/m a été créé dans l’air. Un cylindre diélectrique (£; = 4) 
a été placé dans ce champ de manière que l’axe du cylindre soit per- 
pendiculaire au champ. L’intensité du champ à l’intérieur du cylindre 

Solution. Utilisons l'expression (13.72) 


= 


2 2-1 
E= En nl LÉ = —4.10 kV/m. 

Exemple 189. Un champ, dont le potentiel dépend uniquement 
de la coordonnée x d'un système cartésien, existe dans une certaine 
région de l’espace 

p = 5x? — 60 x?,. 
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Trouver la loi de variation de la densité des charges libres dans ce champ. 
Solution. Ecrivons ainsi l'équation de Poisson, décrivant ce 
champ : 
Ep". 
dx? < & 


Cérivons-la deux fois par ne et x 


= 155 — ” = 
dx 


Par conséquent, Orib = L (30% 4 + pi €. 


E xemplé 190. Etablir l'expression pour. déterminer l'intensité et le 
potentiel du champ, créé par un axe chargé de longueur £ (fig. 425). La charge 
linéique de l'axe est égale à +. 

Solution. Calculons ÆE et @ en un point 
arbitraire K. Disposons les axes du système de coor: 
données cartésien conformément à la fig. 425. Isolons 
un tronçon de l’axe de longueur dx et portant la 
charge t dx. Du fait que dx est très petit, on peut 
. considérer cette charge comrne ponctuelle ;’ à l'aide du 
théorème de Gauss nous pouvons trouver l'intensité 
du champ créée par cette charge au point. K : 

T dx 


dE — AnekR AneR?° 


La projection de dÉ sur l'axe des x est : 


: __+cos B dx 
| —dEx=dE cosf= Ts: 
Projection de dË sur l'axe de y 
reg TSinpdx 
dEy= dE Sifl P=— Re - , 
Substituons k 8 
hd 
” sinf : x=hctgf; de — np à 
"Be 
T 
Ex=7r \ cos BB a (sin 62 —sin fi); 
pa 
Fe 
By ane À inf gp (608 Bé—cos Bu; 
Bi 
E = VÉHEÉ. 
La composante du potentiel K, dû à da charge ponctuelie t dx, est 
Bo Ba 
= Tax | —Ttdf . _ _df_ _ 
PER — Anesinf ” \ sinf ATARAGE |: 
1 1 
Pr (ar sh — L+ar sh +). 
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Exemple: 191..Par suite d’un échauffement inégal la permittivité de 
l'isolement d’un câble coaxial (fig. 426) varie en fonction du rayon r de la manière 


suivante: € — me Etablir les expressions pour “calculer l'intensité du champ E 


et de déplacement D. Le rayon d’un conducteur du câble est r1, le rayon intérieur 
de la gaine r2. U est la tension entre le conducteur et la gaine. {1 n’y a pas de char- 
ge volumique. 

“: Solution. Utilisons le théorème de. Gauss (13.20) dans sa forme diffé- 
rentielle (on ne peut pas appliquer à ce cas l'équation de Laplace, puisque celle- 
ci a été établie pour e — const (voir $ 393). Dans 


l° expression (13.24) substituons. D à E, en tenant compte 


que D n’a qu’une seule composante suivant r et du fait 
e la symétrie ne dépend pas des coordonnées r et &. 
Nous. avons ainsi 


{l en découle que 
rD}=rD= c: D=<, 


où C —_ constante d'intégration. : 
Ainsi D. varie en raison inverse du rayon. L inten- 
sité du cha mp est 


pare © | Fig. 426 


autrement dit, l'intensité du: champ est une grandeur constante. Calculons la 
constante d' intégration à À cette fin utilisons’ le fait que: 


ra ro 
\ E dr =U — | art», 
T1 T1 


=—<—— |, 
fol 


Les courbes de variation de Æ, Det ® sont représentées sur la fig. 496 *. 
j dE xempl e 192. Etablir les équations pour le calcul du champ d’un 
oublet, 

Solution. Soit un doublet représenté sur la fig. 427. Désignons par | 
l'entraxe des charges. Utilisons pour la solution un système de coordonnées sphé- 
rique. Désignons par R; la distance entre le point arbitraire a.et la charge +-q, 
par R2 celle: jusqu’à la charge —g et par À celle jusqu'au milieu du doublet. 
L' ‘angle entre la verticale et le rayon R est égal à 9. Calculons fe potentiel du point 


* Ilya fie de remarquer que si la permittivité e de l'isolement du câble 
coaxial & l'exemple 191 était une grandeur constante (et non pas une fonction 
de r) on ‘aurait les relations suivantes : 


U in2 
;s D=eE; pa" 


RE 
r In Z In -< 
T1 rt 


U. 


E — 


autrement dit, dans ce cas, l'intensité du champ ne serait plus constante mais 
varierait en raison inverse du rayon.r, tandis que le potentiel @ ne serait plus une 
fonction linéaire de r mais une fonction logarithmique. 
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a comme le potentiel d’un champ de deux charges ponctuelles 
p=-1- C—s) ES | 
ATE R: Ra _ 4e 3 RiRe ° 

SiR SI, on a RiRo& R? et Ro—R4 cos 8, et par conséquent 


… glcos 8 
7 AneR? 


À l'aide de l’expression du $ 386 trouvons 


(13.70) 


= de glcos8 


IR Des (ess 
Ôp _glsinO. nE 
0 — 506 — ARS HorE 
Ea=0; 
EVER TE le VIFS 0050. (13.76) 


Ainsi dans le champ d’un doublet pour R 5 { le potentiel @ varie en raison 
inverse du carré de la distance R entre le point considéré et le doublet, tandis 
que l’intensité varie en raison inverse du cube de cette distance; @ et E sont des 
fonctions de l’angle 6. 

L'image du champ du doublet est représentée sur la fig. 428. L’intensité du 
champ en un certain point arbitraire a est égale à la somme géométrique des inten- 


Lignes éguipotentielles 


Fig. 427 Fig. 428 


sités Ë, et Es, dues aux charges + g et — g. Si on utilise un système sphérique de 
coordonnées, l'intensité du champ au même point a pourra être écrite sous forme 


de la somme des intensités Ex et Eo: Ex est dirigé le long du rayon R et Ea est 
dirigé suivant 0. 


Exemple 193. Etablir les équations pour calculer l’intensité 
du champ et la capacité d’un condensateur plan à deux couches de la 
fig. 429 et construire les courbes de variation du module du vecteur 
champ électrique, du module du vecteur induction électrique D et du 
potentiel œ@ en fonction de la distance x. 

L’épaisseur de la première couche du diélectrique est d, et celle de 
la deuxième couche d:. Permittivité de la première couche &,, celle de 
la deuxième couche 8. Posons &, = 2e, et do = 1,5 di. 
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Solution. Attribuons l'indice 1 à toutes les grandeurs se rap- 
portant à la première couche et réservons l'indice 2 à celles de la deu- 
xiême couche. Supposons que la différence de potentiel entre les ar- 
matures du condensateur est égale à U. 

Négligeons l’influence perturbatrice sur le champ des bords du con- 
densateur. Sous cette réserve, le champ dans chacune des couches est 
uniforme. Du fait que la composante normale 
du vecteur D est continue, nous avons Din= Don. d 

Mais Din — 81E1, Don = 82E 0. Par coti- 
séquent, 

EE; —= EE 0. (a) #4 E2 
Ë 
3 


fÿÿ2s 


Ainsi, le rapport des intensités du champ est 


Ë 
inversement proportionnel au rapport des per- PA NT 
mittivités. Y/RR 

£Z 


L'équation (a) donne une relation entre 
deux grandeurs inconnues pour l'instant Æ; 4 
et E2. Ecrivons la deuxième équation pour E; 
et E: en partant du fait que £ 

di ditde 


\ E, dx + \ E, dx =U 


PR 
Ô di 


Ed, + Eds = U. (b) 2 
La solution en commun de {a) et de (b) donne e— 
E,— U ê 1 
= 


Frs 7 À Fig. 429 
“2 

Les courbes des valeurs D, E et @ en fonction de x sont représentées sur 
la fig. 429. | 

Pour que le condensateur puisse fonctionner normalement, il faut 
que l’intensité du champ électrique dans la première, comme dans la 
deuxième couches du condensateur n’atteigne pas une valeur donnant 
lieu au percement du diélectrique considéré. 

* L’intensité d’un champ uniforme donnant lieu au percement du 
diélectrique est appelée intensité de claquage ou de perforation. L'intensité 
de claquage, surtout pour les diélectriques gazeux, dépend nettement 
de la température et de la pression. L’intensité de claquage de l'air 
est égale à 30 kV/cm pour une pression atmosphérique normale et pour 
une température de 18° C. 

Afin d'établir l’expression de la capacité d’un condensateur plan 
à deux couches, plaçons mentalement à la surface de séparation des deux 
diélectriques un feuillet métallique infiniment mince. C'est une opéra- 
tion parfaitement admissible, puisque la surface de séparation des diélec- 
triques était une surface équipotentielle avant le placement de ce feuillet 
et reste une surface équipotentielle après ce placement, la valeur du 
potentiel ne s'étant pas modifiée du fait de cette opération. 
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Après l'exécution de cette opération, la capacité d’un condensateur 
à deux couches peut être calculée comme la capacité de condensateurs 
C, et C2, couplés en série; €, — capacité de la première couche du con- 
densateur et C2 — capacité de sa deuxième couche: 


LAS. #8 
Ici S — l'airé d’une face de l’armature du condensateur. La capacité 
des deux condensateurs couplés en série est : 
CEE 
G+G Da 
L £. E 
2 | 


CHAPITRE XIV 


CHAMP ÉLECTRIQUE DE COURANT CONTINU DANS 
UN MILIEU CONDUCTEUR 


$ 422. Densité de courant et courant. Si un champ électrique dû aux 
sources extérieures est créé dans un milieu conducteur (dans des con- 
ducteurs métalliques, la terre, les liquides, etc.) un courant électrique 
circule dans ce milieu. Le courant électrique est un mouvement ordonné 
des particules chargées, sous l'effet d’un champ électrique. 

Les porteurs des charges dans les métaux sont les électrons libres 
et les porteurs des charges dans les liquides sont les ions. 

On appelle courant de conduction le mouvement ordonné, sous l’effet 
d'un cha p électrique, des électrons libres dans un métal et des ions 
dans un liquide. 

Dans leur mouvement ordonné les porteurs des charges subissent 
de nombreuses collisions avec d’autres particules de la substance, ani- 
mées d’agitation thermique. Ces collisions gênent le mouvement ordonné 
des porteurs des charges et sont la cause de la résistance opposée par le 
milieu conducteur à la circulation du courant. 

La propriété du milieu, caractérisant sa capacité de conduire le 
courant est appelée conductivité et est désignée par y. La conductivité 
dépend des propriétés physiques du matériau conducteur et de sa tem- 
pérature ; y a les dimensions suivantes: Q-1.m-1 — s/m. 

Le champ électrique dans un milieu conducteur est régi par des 
lois déterminées et la tâche immédiate du présent chapitre est justement 
d'examiner ces lois. 

La grandeur essentielle dans un champ électrique d’un milieu con- 


ducteur est la densité du courant 6. C'est une grandeur vectorielle, 
dirigée suivant l'intensité du champ. Elle est numériquement égale 
au rapport du courant Ai, traversant un élémerit de surface As (perpen- 
diculaire à la direction de l'intensité du champ au point considéré), 
à l’aire As de cette surface. 

Si cette surface a des dimensions finies, la direction du vecteur ce 
la densité du courant pour tous les éléments, en quels on peut diviser 
cette surface, et la direction des éléments de cette surface peut varier 
de sorte que le courant doit être calculé comme suit : 


= | Sds ds. 
É 


Ainsi le courant est le flux du vecteur de la densité du courant. 

Contrairement à sa densité, le courant lui-même est une grandeur 
scalaire. 

Lorsque des ouan Es continus circulent _. des corps conducteurs 
il existe à l’intérieur de ces corps, comme à l'extérieur de ces derniers, 
des champs magnétiques continus (invariables en fonction du temps). 
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Du fait de l’invariabilité de ces champs en fonction du temps, des phé- 
nomèêries d’induction électromagnétique ne s’y manifestent pas. En 
d'autres termes, un champ magnétique créé par un courant continu 
n'exerce pas d'influence sur le champ électrique de courant continu. 
Grâce à ceci, on peut examiner séparément les champs électrique et ma- 
gnétique de courant continu. 

Le champ électrique de courant continu est examiné au chapitre 
présent et son champ magnétique sera étudié au chapitre XV. 

$ 423. Loi d’Ohm sous forme difiérentielle. Deuxième loi de Kirch- 
hoîff sous forme différentielle, Isolons dans un milieu conducteur un 
petit parallélépipède de volume AV. Désignons par A! la longueur de 


Charge {milieu 
conducteur) 


Fig. 430 


l’arête de ce parallélépipède et par As l’aire de sa coupe transversale. 
Plaçons ce volume de manière que l’intensité du champ dans ce dernier 
soit dirigée parallèlement à son arête (fig. 430, a). Ce volume étant 


très petit, on peut estimer que l'intensité du champ électrique E est 
la même dans l’ensemble de ce volume élémentaire : 


AÏ= Ain. 
As = Asn°, 
où n° — vecteur unitaire dans la direction A, Aset É. 
Le courant 7 — \ ô ds — 6As. 


La tension appliquée à l'élément de volume U = ÉAÏ = RI. 
Résistance de l’élément de volume 
At 
Substituons les équivalents de R et.{ dans l'expression RI — EAÏ: 
on obtient: 

AE $ Asn° — EAIR. 

YAS 


5 


D'où 


Ô—YE. (14.1) 


La relation (14.1) est appelée loi d’'Ohm sous forme différentielle. Cette 
relation établit le lieu entre la densité du courant au point considéré 
d’un milieu conducteur .et l'intensité du champ au même point. 

L’équation (14.1) est vraie pour toutes les régions en dehors des 
sources de F.E.M. Dans les régions occupées par les sources de F.E.M. 
il existe, en plus du champ électrostatique (« coulombien »}), également 
un champ électrique dit champ électrique étranger, assurant le mouve- 
ment continu des charges dans le circuit électrique. 

‘On appelle champ électrique étranger un champ électrique de nature 
non électrostatique (dû par exemple aux phénomènes chimiques, électro- 
chimiques, thermiques, thermo-électriques, mécaniques ou électro- 
magnétiques). 


Désignons par Éa l’intensité du champ étranger. Dans les régions 
occupées par les sources de F.E.M. Ïa valeur totale de l'intensité du 
champ est égale à la somme géométrique de l'intensité des champs « cou- 


lombien » et étranger PE 


Un circuit électrique à courant continu est représenté schématiquement sur 
la fig. 430, b. Ce circuit comprend une source d’alimentation et une charge. 

Une source de F.E.M. étrangère crée à l'intérieur de la source d'alimentation 
une intensité de champ étrangère E;,.. 

L'intégrale de ligne de l’intensité du champ étrangère à l’intérieur d’une 
source de F.E.M. est appelée F.E.M. de la source E;: 


5 
1 


Une séparation des charges électriques s'effectue continuellement dans la source 
sous l'effet du champ étranger. Les charges positives se déplacent vers le pôle +- 
de la Source, et les charges négatives se dirigent vers son pôle —. 

Ces charges créent à l’intérieur, comme à l’extérieur de la source, un champ 
électrique, dont l'intensité de même que l'intensité du champ électrostatique 
(coulombien), est dirigée des charges positives vers les charges négatives. 

Lorsqu'un courant continu circule dans un circuit, les charges électriques 
sont continuellement remplacées par d'autres charges, identiques à celles qui 
y existaient aux instants précédents. Ainsi, l’image du champ dans son sens macro- 
scopique se répète aux instants contigus. Le champ a pour ainsi dire un caractère 
statique. C’est pour cette raison qu’un champ créé dans un milieu conducteur par 
les charges, qui se sont séparées, est appelé champ coulombien et l'intensité E de 
ce champ est appelée intensité du champ coulombien. 

À l'intérieur d’une source le champ coulombien est dirigé à l’encontre du 
champ étranger. La valeur totale de l’intensité du champ à l'intérieur d’une source 


est égale à Ë HE En dehors de Îa source, le champ coulombien est dirigé de 


l'électrode positive vers l’électrode négative. C’est sous l’effet de ce champ qu'a 
lieu le mouvement ordonné des charges dans la région extérieure à la source. Lors- 


qu'un courant circule dans un circuit | Eu, [=> LÉ |. A circuit ouvert | Ésir [= l'É LE 


Conformément à ce qui vient d’être dit la loi d'Ohm sous forme diffé- 
rentielle s’écrit de la manière suivante pour les régions occupées. par les 
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sources de F.E.M.: 
Ô—=Y(E + Er). (14.1) 

Dans les ouvrages spécialisés l’équation (14.1”) est appelée loi géné- 
ralisée d'Ohm sous forme différentielle. 

Si on prend dans les deux membres de l’équation (14.1”) l'intégrale 
suivant le circuit fermé, comprenant une source de F.E.M., on obtient 
à partir de (14.1’) la deuxième loi de Kirchhoîf. 

De ce fait on appelle également l'équation (14.1") deuxième loi de 
Kirchhoff sous forme différentielle. 


La fig. 430, c représente un circuit fermé, parcouru par le courant /. Une source 
de F.E.M. étrangère FE; est intercalée dans le tronçon 123. I1 n’y a pas de sources 
de F.E.M. étrarigères dans le tronçon 341. Désignons par R\ la résistance du tron- 
çon 123 et par R celle du tronçon 341. Admettons que l'aire de la section transver- 
sale de tous les tronçons du circuit fermé soit suffisamment petite pour qu'on 
puisse estimer que la direction de la densité du courant et la direction de l’inten- 
sité du champ en un certain point toïncident avec la direction de l'élément de 


parcours df au même point. 


Multiplions Îes deux membres de (14.1°) par ol et écrivons la circulation le 
long du circuit fermé 12841 de la fig. 430, c: 


v 
L'intégrale d'une somme étant égale à la somme des intégrales, on a: 


& É di = O du fait du caractère potentiel du champ « coulombien ». 


À son tour À Estr dl = ( É di + \ Es di. 
123 341 | 
Mais \ Éyyr di est égale à la F.E.M. étrangère E et \ y di = 0, puisqu'il 
. _ 123 341 

n'v a pas de F.E.M. étrangère dans le tronçon 341. 

Pour calculer ia valeur de & Le multiplions et divisons l'expression figurant 
sous le signe somme par l'aire de la section transversale S, passons de la densité 

> ; di | | 

du courant à au courant / et substituons à YS la résistance dR du tronçon parcouru, 

Nous obtenons alors 


SdS lai 
PL De 
Sd. ,£ | | 
ee &ar=1 \ dR+] \ dR+IRi+ IR. 
Y 125 34] 
Ainsi 
L(Ri+R)=E, (a 


Par conséquent, nous avons formé à partir de l'équation (14.1) l'équation 
{a), écrite en vertu de la deuxième loi de Kirchhoff. ; 
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$ 424. Première loi de Kirchhoff sous forme différentielle. Si dans 
un milieu conducteur on isole un certain volume parcouru par un cou- 
rant continu, invariable en fonction du temps, on peut dire que le cou- 
rant qui pénètre dans ce volume doit être égal au courant qui en sort ; 
autrement une accumulation de charges électriques se produirait dans 
le volume considéré, ce qui n’est pas confirmé par lexpérience. La somme 
des courants entrant dans un volume et sortant de ce dernier s'écrit 
comme suit: 


— 0. (14.2) 


Si on divise le premier et Île second membres de l'équation (14.2) 


par le même nombre (par le volume déjà mentionné), l'égalité reste 
satisfaite 


ô ds 
V 


Il va de soi que cette dernière relation est satisfaite également lorsque 
le volume se trouvant à l’intérieur de la surface fermée tend vers zéro 


— 
re 


Ainsi nous avons pour un champ permanent, invariable dans le temps 
dans un milieu conducteur 


div 8 —0. (14.3) 


Cette relation s'appelle première loi de Kirchhofîff sous forme différen- 
tielle. Elle indique qu'en régime permanent en un point quelconque du 


champ, il n’y a pas d'accumulation, ni d'évanouissement de lignes 8. 


$ 425. Equation de continuité. La relation (14.3) n’est vraie que pour des 
champs permanents, invariables en fonction du temps. Pour les champs électriques 


. ° à - La ’ : È 
non permanents, lorsqu'ils varient en fonction du temps, div Ô = 0. Dans ce cas, 
le courant sortant d’un volume quelconque est déterminé par la vitesse de variation 
de la charge g, se trouvant à l’intérieur de ce volume: 


 ds=—" . (14.4) 


Le signe — dans cette dernière expression s’explique par le fait qu'un courant 
sortant d’un volume, ne peut le faire qu’aux dépens de la diminution de la charge 
dans ce volume. 

Divisons les deux membres de l'équation (14.4) par le volume V, se trouvant 
à l’intérieur de la surface fermée s, et trouvons la limite du rapport ainsi obtenu 
lorsque V tend vers zéro 


8 ds d 
my) 
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div RS . (14.5) 


‘p — densité volumique de la charge au point corisidéré. 

$S 426. Forme différentielle de la loi de Joule — Lenz. Comme il 
a été indiqué dans la section consacrée au courant continu de la pre- 
miére partie de ce cours, lorsqu'un courant continu / circule dans un 
conducteur quelconque, de résistance R,ils’y dégage par unité de temps 
(par seconde) une énergie égale à /?R. Calculons l'énergie dégagée par 
unité de temps dans l’unité de volume d’un milieu conducteur. À cette 
fin, utilisons la fig. 430, a. 


JR _ (GAS)? (A!) _ 8? _ re . 
DT ae as à Ve nn 
Ainsi une énergie, numériquement égale à yE*, se dégage par unité 
de temps dans l’unité de volume d'un milieu conducteur. 
$ 427. Le champ électrique dans un milieu conducteur est régi par 
l'équation de Laplace. De même que dans un champ électrostatique, 


l'intensité du champ électrique dans un milieu conducteur Ë — —grad ®. 
On a pour un champ invariable dans le temps 


div ô = divyE—0. . (14.7) 


Lorsque y du milieu ne varie pas d'un point à l’autre, c’est-à-dire 
lorsque le milieu est homogène et isotrope, y, étant une grandeur cons- 
tante, peut être placée « devant le signe de Ia divergence et, par consé- 


quent, au lieu de div yE — — 0 on peut écrire ÿ div Ë = 0 ou 


div E=0. (14.8) 
En d’autres termes 
div (— grad œ) — 0 
ou 
V2o — 0, (14.9) 


Ainsi le champ dans un milieu conducteur homogène est régi par 
l'équation de Laplace. L'équation de Laplace décrit les champs poten- 
tiels. Par conséquent, le champ d’un courant continu dans un milieu 
conducteur dérive d’un potentiel. Dans ce champ, pour les régions ne 


comprenant pas de sources, ÊE É dl = 0. 


$ 428. Passage du courant d'un milieu ayant une certaine conductivité 
À. dans un milieu avec une autre conductivité À. Conditions aux limites. 
Recherchons quelles sont les conditions aux limites à satisfaire lors du 


* Nous allons parler au $ 460 de l'équation de continuité comme de l'équation 
exprimant la continuité du courant total (du He de conduction et du courant 
de déplacement électrique). 
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passage du courant d’un milieu avec une certaine conductivité dans un 
milieu ayant une autre conductivité. 

La ligne CO delaïig. 431 est la surface de séparation (la limite) des. 
deux milieux. Prenons sur cette surface de séparation un contour plan 
fermé 1234. 

Ecrivons la circulation le long de ce contour. 

Les côtés 12 et 34 sont très petits par rapport aux côtés 23 et 41. 
(Désignons par « dl la longueur de ces derniers). 


Puisque É di le long d’un contour fermé quelconque est nul, il 


est nul également pour le contour 1234. 

Du fait que les tronçons 12 et 34 sont très petits, on peut négliger 
les composantes de l'intégrale le long de ces tronçons ; on obtient alors 
Er dl — FE di=0 où Es = = 

Cette relation concorde avec ) 
la relation (13.34). 


Les 45 Le 
Fig. 431 Fig. 432 


À la surface de séparation les composantes normales des densités des 
courants sont égales les unes aux autres. Démontrons-le. 
Isolons sur la surface de séparation un ‘parallélépipède aplati 


(fig. 432). Le flux du vecteur $ entrant dans volume à travers sa face 
inférieure est égal à —6:,AS. Le flux du vecteur 8 sortant de ce volume 
à travers la face supérieure est ô2,AS. Du fait que € ds = — (, on a 


— OinAS + Êan AS = 0 
et 
Ôin — Ôon. (14. | 1) 
Ainsi, lorsque le courant passe d’un milieu avec une certaine conduc- 
tivité dans un milieu avec une autre conductivité, la composante tari- 


gentielle du vecteur Ë (Er — — E mais Ein % Eon) ne subit pas de solu- 
tion de continuité, ainsi que la composante normale de la densité du 
courant Oin = Oon. (Mais O1: 5 Vos). 


T1 en découle que les valeurs totales du vecteur. et du-vecteur 8 
varient en général par saut à la surface de séparation. 
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Recherchons la relation entre l’angle d’incidence f4 et l'angle de 
réfraction 3: 


À E Ô E 
te Bi — a. _ 1iY1 tee 282 


ou 17 din 2n 
el (14.12) 
tee V2 | 


Si le courant passe d'un milieu à conductivité plus grande (constitué 
par du métal, par exemple) dans un milieu à conductivité plus petite 
(dans la terre, par exemple), la tangente de l’angle de réfraction tg f; — 


= Îg P: 2 est plus petite que la tangente de l’angle d'incidence et, 


par conséquent, l'angle f, est plus petit que l’angle 4. Si y> est très 
petit, l'angle B; — 0. 

$ 429. Analogie entre un champ dans un milieu conducteur et un 
champ électrostatique. Un champ électrostatique et un champ de courant 
continu dans un milieu conducteur sont différents par leur nature même. 
Le champ électrostatique est créé par des charges électriques, invariables 
dans le temps et fixes dans l'espace, tandis que le champ électrique 
dans un milieu conducteur est un champ dans lequel les charges électri- 
ques sont animées d’un mouvement ordonné sous l'effet d'une source 
extérieure. Malgré ceci une certaine analogie formelle peut être constatée 
entre ces deux champs. En effet, un champ électrostatique dans les 
régions non occupées par des charges satisfait à l’équation de Laplace. 
Le champ électrique de courant continu dans un milieu conducteur, en 
dehors des sources étrangères, satisfait également à cette équation. 


On a affaire dans les deux champs au vecteur d'intensité du champ Ë. 
Le vecteur densité du courant 5 = yE peut être comparé au vecteur 
déplacement électrique D —eE. 

D'autre part,.on peut comparer au flux du vecteur D (désignons-la 
par Îa lettre 1) v — \ D ds, le vecteur’ densité du courant électrique 


—+ > 
= \ ô ds. 
Les conditions aux limites sur la surface de séparation des deux 
diélectriques s’écrivent comme suit: 
Ey; = Ex et Din = Don 


Les conditions aux limites sur la surface de séparation des deux 
milieux à conductivité différente : 
Et = Est et in = Oon. 
Mais si deux champs. satisfont à la même équation V? = 0 et lorsque 
les conditions identiques aux limites y sont satisfaites pour des gran- 


deurs semblables, on peut dire, pour la même forme des surfaces de sépa- 
ration et en vertu du théorème d’unicité, que l’ensemble des lignes de 
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force et des lignes équipotentielles pour ces deux champs (autrement dit, 
l’image du champ) est le même. | 

Cette analogie formelle est largement utilisée dans la pratique. 
Ainsi, par exemple, si un champ électrostatique quelconque a déjà été 
étudié, toutes les renseignements obtenus sur ce champ peuvent être 
appliqués également à un champ géométriquement semblable, se trou- 
vant dans un milieu conducteur. 

La réciproque est évidemment vraie. 

$ 430. Etude expérimentale des champs à l’aide d’une cuve élec- 
trolytique. Si la forme des surfaces de séparation (des électrodes) est 
compliquée, le calcul analytique des champs est souvent très difficile. 
On a alors recours à l’étude expérimentale des 
champs. Les champs sont habituellement étudiés 
dans une cuve électrolytique. Supposons qu'on désire 
construire l’image d'un champ électrostatique plan- 
parallèle. On n'arrive pas à mesurer directement les 
potentiels du champ électrostatique en plaçani des 
sondes aux divers points du champ, car ces sondes, 
même lorsque la puissance absorbée par les indicateurs 
est faible,. introduisent une perturbation dans le 
champ rien que par leur présence. Elrtiodes 

Par conséquent, on a recours à la méthode de 
simulation. À cette fin on place des électrodes dans Fig. 433 
une cuve électrolytique (contenant de l’eau acidulée 
par exemple) (fig. 433). La forme et la disposition réciproque de ces 
électrodes doivent être exactement les mêmes que dans le champ 
électrostatique étudié. Afin que les parois du bain n’apportent que des 
perturbations minimales au champ étudié, les dimensions linéaires de 
la cuve doivent être de plusieurs fois supérieures aux dimensions linéaires 
respectives du champ étudié. | 

Les électrodes sont raccordées à une source de F.E.M. à basse îré- 
quence (50 Hz habituellement). On ne peut pas utiliser une F.E.M. 
continue comme source d'alimentation, car une électrolyse de l’eau aci- 
dulée va se produire en courant continu et les bulles de gaz, en se dépo- 
sant sur les électrodes, vont perturber le champ examiné. Il faut donc 
qu'un courant alternatif circule dans l’électrolyte. 

On peut relever la famille des lignes équipotentielles de ce champ 
à l’aide d’un rhéostat auxiliaire, d’une sonde et d’un indicateur de zéro. 
À cette fin on amène le curseur du rhéostat en une position quelconque 
déterminée et, en déplaçant la sonde de manière à lire zéro sur l’indica- 
teur, on trouve la totalité des points, dont le potentiel est égal au poten- 
tiel du curseur du rhéostat. Ensuite on amène le curseur du rhéostat en 
une nouvelle position et on détermine les coordonnées des points de la 
deuxième surface équipotentielle, etc. Après ceci, en partant de la famille 
des courbes équipotentielles ainsi obtenues on construit le réseau des 
lignes de force. En construisant ce dernier, il faut partir du fait que Îles 
lignes de force en un point quelconque du champ doivent être perpendi- 
culaires aux surfaces équipotentielles, y compris les surfaces des électrodes. 
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Dans un champ électrostatique les lignes de force sont perpendicti- 
laires aux surfaces des électrodes. Dans un champ d'un milieu conduc- 
teur, les lignes de force, rigoureusement parlant, s’écartent quelque peu 
de la normale aux surfaces des électrodes. Mais si la conductivité des 
électrodes est nettement supérieure à celle. de l’électrolyte, on peut 
estimer (voir expression 14.12) avec une précision suffisante, que les 
lignes de force s’approchent de la surface des électrodes pratiquement 
sous un angle droit. : 

$ 431. Relation entre la conductance et la capacité. Lorsqu'on place 
des électrodes quelconques dans un milieu conducteur et lorsqu'on 
les raccorde à une source de F.E.M., un courant circule dans ce milieu 
conducteur. Si la tension entre les électrodes 7 ét 2 est égale à U;2 et 
lorsqu’un courant / traverse le milieu, la conductance de ce milieu est 


Puisque le courant 7 — \ 5 ds Le \ Éds et Us = \É l, on à 
1 


À son tour dans un champ électrostatique, à électrodes de même confi- 
guration, la capacité entre les deux parties des électrodes sur lesquelles 
sont réparties des charges Q de grandeur égale et de signes contraires, 
créant le flux 1 du vecteur d’induction électrique D | 


est calculée comme suit: 
E \z is . 
C=$= + — (14.14) 
\ E di 
1 : 
Si on divise (14.14) par (14.13) on obtient, après simplification, 
C E 
Thor (14.15) 


autrement dit, la capacité C entre deux corps, séparés par un diélectrique: 
à permittivité e se rapporte à la conductance G entre les mêrnes corps, 
placés dans un milieu à conductivité +, comme & se rapporte à y. 

La relation (14.15) permet, en connaissant la capacité entre deux 
corps quelconques, de trouver l'expression pour la conductivité ou de 
réaliser l'opération inverse. 
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Ainsi, par exemple, la capacité d’une ligne à deux conducteurs 


= . (14.16) 


Ici / — longueur des conducteurs, d — leur entraxe et r — rayon d’un 
conducteur. | 
Pour obtenir l’expression de la conductance entre deux conducteurs 
parallèles: (deux cylindres), immergés dans un milieu à conductivité , 
il faut conformément à (14.15) 
substituer y à e dans (14.16). Nous 
obtenons ainsi | 
Ge, (1417 


In — 
dl 


Voici un autre exemple encore. 
La capacité d'un câble coaxial 
(fig. 434, à) est où 


LL le Fig. 434 
F4 _ NN. | 
La conductance entre deux cylindres Coaxiaux de longueur séparés. 
par un milieu à conductivité y (fig. 434, b) est 


_ Cette analogie peut être appliquée même à des champs plus compli- 
qués. Ainsi, par exemple, sion place dans un champ uniforme, créé dans 
un milieu à conductivité y., une sphère à conductivité y;, conformément 
à (13.67), le potentiel à l’intérieur de la sphère peut être calculé comme 
suit : 

a sci 3Ye 

L Pi Pot Éo 2: 

S 432. Généralités sur les problèmes de calcul d’un champ électrique 
dans un milieu conducteur et les méthodes de leur solution. De même 
que les problèmes d'électrostatique, les problèmes de calcul d’un champ 
électrique dans un milieu conducteur peuvent être classés suivant le 
caractère de la grandeur, qu’on désire calculer ; nous avons ainsi des 
problèmes dans lesquels on recherche les caractéristiques ponctuelles 
(densité de courant, potentiel) et des problèmes à l’aide desquels on 
détermine les caractéristiques intégrales du champ, comme par exemple 
la résistance entre électrodes. | | 

Suivant les grandeurs données et à trouver, tous les problèmes de 
calcul d’un champ électrique dans un milieu conducteur peuvent être 
répartis en deux grandes catégories. 

Dans la première de ces catégories la forme et la disposition des 
électrodes, les caractéristiques géométriques du champ, les propriétés 
du milieu et l’intensité des sources, créant le champ, sont données. On 
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demande de trouver soit les caractéristiques ponctuelles, soit les carac- 
téristiques intégrales du champ. 

La seconde catégorie de problèmes est inverse de celle dont nous 
venons de parler. Comme exemple de problèmes de cette deuxième caté- 
gorie on peut citer le problème suivant: en partant de la caractéristique 
ponctuelle du champ, de la nïme et de ‘a disposition des électrodes, 

ainsi que des propriétés du milieu données trouver 
l'intensité des sources créant ce champ. 


Les problèmes de calcul d'un champ électrique 
CS dans un mi'ieu conducteur peuvent être résolus 
par les méthodes suivantes : 
| 1. Par intégration directe des équations dé- 
Al crivant ce champ (voir exemples 195 et 198). 


2. En utilisant les solutions analytiques pour 
d’autres champs statiques irrotationnels. (voir 
Fig. 435 exemples 194 et 200). 
3. Par voie expérimentale ($ 430) ou graphique. 
La méthode graphique de construction de l’image d’un champ est 
examinée au $ 456 pour un champ magnétique plan-parallèle. 
La méthode exposée dans ce paragraphe est également applicable 
à la construction de l’image d’un champ électrique plan-parallèle dans 


un milieu conducteur. 
+ + 


[2 

Examinons en conclusion le problème du calcul d’un champ électri- 
que dans un diélectrique, entourant les conducteurs parcourus par des 
courants. . | 

Il est admis que l’image d'un champ électrique dans un diélectrique, 
entourant les conducteurs parcourus par des courants, soit similaire à l’image 
d’un champ électrique en électrostatique. 

Rigoureusement parlant, ceci n’est vrai qu'avec une certaine appro- 
ximation, puisque en électrostatique la composante tangentielle de 
l'intensité du champ électrique à la surface d’un corps conducteur est 
nulle, alors que pour un courant continu circulant dans un conducteur, 
la composante tangentielle du champ électrique à la surface de ce con- 
ducteur, tout en étant très petite par rapport à la composante normale de 
l'intensité en ce point, n’est pas nulle cependant. Assurons-nous, à l’aide 
d'un exemple numérique, que la composante tangentielle de l'intensité 
du champ £}; est nettement plus petite que la composante normale du E;. 

Supposons que la différence de potentiel U entre deux barres en 
cuivre, parcourues par le courant (fig. 435), soit égale à 100 V, que la 
distance b entre ces barres est de 2 cm et que la densité du courant ô — 
— 2,5:10$ A/m°. On a alors 


Er=£=4,46.107 V/m, 
E, = =5.10 V/m, 
Ex . 
Er PS 1,12- 105. 
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Exemples 


Exemple 194. Calculer le courant de fuite d’un câble coaxial 
d’un kilomètre de longueur. L’espace entre le conducteur et la gaine est 
rempli d'un diélectrique imparfait, ayant une certaine conductivité, 


y—105091:mti, 


Le rayon du conducteur est r, le rayon de la gaine ro — er;, où e — 
base des logarithmes naturels. La tension entre le conducteur et la gaine 
est de 10 RkV. | 

Solution. Le courant de fuite / — UG. La perditance 


g_ 22! _ 2x-108-103 
RES en 


Fo 
| 


—6,28-.1068, 


In 


Le courant de fuite à travers une isolation imparfaite : 
[= 104-0,628.-10"4— 0,628 A/km. 


Exemple 195. Examinons Île problème le plus simple de calcui 
du champ d’une prise de terre. L'écoulement du courant à la terre se 
fait à l’aide de prises de terre enfouies. Le courant s’écoule à la terre: 
à travers cette prise et se répartit 
dans l'épaisseur de la terre, pour 
se rassembler auprès de l’autre 
électrode de la prise. La terre 
joue ici le rôle du conducteur 
de retour. 

_ Si on enfouit dans la terre un 
hémisphère métallique, à travers 
laquelle le courant / s'écoule dans  Zemi-sphère 
la terre (fig. 436) et si on suppose de rayon. R. 
que la deuxième électrode, vers 
laquelle ce courant est dirigé, se 
trouve très loin, la densité de | 
courant dans la terre à la surface de l'hémisphère de rayon R est 


Z 


Prise de lsrre 


Fig. 436 


ô — — (surface de la sphère 4x R°, surface de l'hémisphère 21R°). 
L'intensité du champ 
eo 
Ov 2nvk? 


La tension entre deux points à la surface de la terre (points 7 et 2: 
Ro Ra | | 
L. (4R BRL LN TL ET 
Un ÜEdR= EE À Re — En Per ne (r; R) 
Bi 1 


La courbe de variation du potentiel à la surface de la terre est repré- 
sentée sur la fig. 436. 
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À titre d'exemple trouvons la tension entre {es points Z et 2, placés 
ne distance égale environ au pas d’un homme (R, = 22 m, R: — 
— 23 m). Un courant Z — 1000 À (un courant de court-circuit} s’écoule 
par la prise de terre, la conductivité de la terre étant y = 10-2 Q-1.m-1: 


D fi  1\. lo LIN. 
Ve (R Rio (er 55) 819 V. 


Exemple 196. Deux tubes métalliques de 50 cm de diamètre 
extérieur et de 3 m de longueur sont placés verticalement dans l’eau de 
mer à y = 0,1 Q-1.m-t | 

Trouver la conductance G entre ces tubes. Les axes des tubes se trou- 
vent à une distance d == 25 m l’un de l’autre. | 


Solution. 
_. vi _m1071.3 _ x.0,3 
ns ne RS 
| r 0,25 


Exemple 197. Etablir l'expression pour calculer la conductance 
G entre les plans S; et S, d’un corps conducteur, ayant la forme d’un 
coin (fig. 437). 


Fig. 438 


Solution. La conductance de la bande hachurée de hauteur ra, 
d'épaisseur dr et de largeur best 
_ vbdr 
dG —= ar À 


ici y—conductivité 


r2 | 
GE | ce AO LE 
r œ r4 


Exemple 198. L'espace entre deux tubes cylindriques coaxiaux 
en métal de longueur / et de rayons r; et r. contient deux milieux con- 
ducteurs différents (fig. 438). Le milieu 7 a urie conductivité y; et la 
conductivité du milieu Z1 est y2. Trouver la conductance G entre ces 
tubes. 
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Solution. Pour établir l'expression cherchée, supposons qu’une 
différence de potentiel U existe entre les tubes, que le courant circulant 
dans le premier milieu sous l’effet de la tension Ü soit J , et que le cou- 
rant /, circule dans le deuxième milieu. Les lignes de densité du courant 
Ô sont dirigées radialement,. 

Désignons par S la surface égale à la moitié de la surface cylindrique 
de rayon courant r | 
| S=nrli(ri<r<to), 
ici 64 — densité du courant dans le premier milieu et 6 — densité dans 
le deuxième : 

H=ûs= YiEanrl, Ei=—— ACT , 
| Lo 
l3 = 838 — YeEonri, E= are ’ 
T2 


U=.\ E dr — i Es dr; 


7 fa na 
D HY1/ In Fi AY "1° 
I=li4h= a Y2) 7 
in —<- r° 
—.— r{ 
RL CERN 
Ê— U r 
In 
TA 


Exemp 1 e 199. Utilisons les résultats de l'exemple 198 et écri- 
vons l'expression pour le calcul de la câpacité d’un condensateur cylin- 
drique coaxial, doit les armatures 6nt respectivement les rayons r 
et r2. L'espace entre les armatures est rempli de deux diélectriques diffé- 
rents, conformément à la fig. 438 (où il faut lire cette f6is e, au lieu de 
V: et &> au lieu de yÿ2). 

‘Solution. En vertu de l analogie dont il était question au $ 431, 
TOUS avons 

c= (ei 82) | 


Exemple 200. On a créé sur une plaque en aluminium (y, — 
—3,57.107 Q-1:m-1) un champ électrique uniforme d’intensité Æç — 
= 0,1 V/m. Calculer la densité du courant dans une inclusion en cuivre 
(y: = 5,6-107 Q-1-m-1), ayant une forme cylindrique et disposée per-. 
pendiculairement au champ. 
Solution. Utilisons l'expression (13.72) et l’analogie examinée. 
au $ 431: 
= Eye pp 2957 - 
Ei= Es = : 1071 5,57-L5.6 — 0,78: 1071 V/m; 
Ô = YiE; = 5,6-107:0,78.-1071— 436.104 A/m°. 


CHAPITRE XV 
CHAMP MAGNÉTIQUE DE COURANT CONTINU 


$S 433. Introduction. Nous avons exposé au chapitre « Circuits ma- 
gnétiques » de la première partie de ce cours les méthodes de calcul des 
circuits magnétiques et les notions fondamentales caractérisant un champ 
magnétique. Nous y avons indiqué qu’un champ magnétique est carac- 


térisé par l’induction B, l’aimantation J et l'intensité du champ magné- 
tique H. | 

Ces trois grandeurs sont liées entre elles par la relation 

. B=u0 (A+ J) = hour, (15.1) 
où o — perméabilité du vide. Dans le système MKSA 
do == 47 + 10°" H/m= 1,256. 107$ H/m. 

L'une des manifestations essentielles d’un champ magnétique est 

l'effet qu'il exerce sur un conducteur parcouru par un courant, placé 


dans ce champ. L'expérience a montré que la force F, 
F1 avec laquelle un champ magnétique agit sur l’élément 


— 
d'un conducteur de longueur df, parcouru par Île 
courant /, est déterminée de la manière suivante : 


7 Z M 
al F=1 [di x B]. (15.2) 
F Cette force est perpendiculaire à l'induction au 
Fig.. 439 point considéré du champ et en même temps perpen- 


| diculaire à l'élément du courant / di (fig. 439). 
Il découle de l'expression (15.2) que l'induction peut être définie 
comme une force agissant sur un conducteur de longueur di, égale 
à l'unité, lorsqu'il est parcouru par un courant 7 égal à l'unité. 

Dans le système d'unités international MKSA, l'unité de mesure de 
l'induction est appelée tesla (1 T = 1 V:s/m°). 
Dans le système CGS l'unité de mesure de l’induction est le gauss. 


Si l'induction B et l'élément d/ sont parallèles, l'élément de courant 
n'est soumis à aucune action mécanique de la part du champ magnétique. 
L'action mécanique d’un champ magnétique sur un élément de courant 


est maximale lorsque B et dl sont respectivement perpendiculaires. 

$ 434. Définition d’un champ magnétique. Un champ électromagné- 
tique est un ensemble de champs électrique et magnétique liés l'un à 
l'autre. Ainsi, le champ magnétique est l’un des aspects du champ élec- 
tromagnétique. Au chapitre présent, nous allons examiner le champ 
magnétique de courant continu; il est caractéristique pour ce champ 
qu'un conducteur, qui s’y trouve, lorsqu'il est parcouru par un courant, 
subit l’action d'une force directement proportionnelle à l'intensité de 
ce courant. 
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Du fait que cette force dépend de l’orientation de l'élément du cou- 
rant dans l’espace, on peut se faire une idée complète du champ au point 
considéré seulemént lorsqu'on connaît les forces agissantes pour trois 
positions perpendiculaires de l’élément de courant (une grandeur vec- 
torielle est définie par ses trois projections). 

$ 435. Relation entre un champ magnétique et le courant. Un champ 
magnétique est créé par un courant. Partout où circule un courant élec- 
trique, il y crée obligatoirement un champ magnétique. La notion con- 
traire est vraie également : si en un point quelconque ou en des points 
quelconques il existe un champ magnétique, ce champ a été engendré 
par un certain courant. Il n’est pas nécessaire que ce courant circule 
à proximité immédiate des points de l’espace où il existe un champ ma- 
gnétique. 

Un champ magnétique est créé à même titre par le courant de con- 
duction, comme par le courant de déplacement électrique. Bornons-nous 
ici à mentionner le courant de déplacement électrique, comme courant 
dû à une variation de l’intensité du champ électrique en fonction du 
temps. Dans la présente section, comme nous l’avons déjà dit, nous 
examinons le champ magnétique de courant continu, et dans ces con- 
ditions, il n'existe pas de courant de déplacement. 

$ 436. La loi fondamentale d'un champ magnétique est la loi du 


courant total. Le lieu quantitatif entre la circulation du vecteur H le 
long d’un circuit fermé et le courant traversant ce circuit est donné par 
la loi du courant total 


£H dl 1. (15.3) 


Cette loi peut être énoncée comme suit : l'intégrale de ligne du champ 
magnétique le long d’un contour fermé quelconque est égale au courant 
total embrassé par ce contour. 

On entend par courant total la totalité des courants (le courant de 
conduction et le courant de déplacement) embrassé par le contour d’inté- 
gration. | 

L'écriture mathématique de la loi du courant total sous forme d’une 
équation (15.3) a été appelée forme intégrale de la loi du courant total. 
Le terme « forme intégrale » signifie ici que l’expression (15.3) donne 
une relation de nature intégrale, c’est-à-dire une relation entre l’inté- 


grale H, suivant un certain contour fermé, et le courant et non pas une 
relation entre l'intensité du champ en un point quelconque de ce champ 
et la densité du courant au même point (cette dernière relation est appe: 
lée relation différentielle). 

La forme intégrale de la loi du courant total est utilisée lorsqu'on 
peut se servir de la symétrie du champ. Ainsi, par exemple, l'intensité 
du champ en un certain point À dans le champ d’un conducteur droit 
unique, parcouru par le courant 7 (fig. 440), est déterminée, en vertu de 
la loi du courant total, de la manière suivante: traçons par le point À 
une circonférence de rayon À, située dans le plan perpendiculaire à 
l’axe du conducteur, de manière que le centre de cette circonférence se 
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trouve sur cet axe. En vertu de la symétrie, l’intensité du champ en tous 
les points de la circonférence est numériquement la même. La direction de 
l'intensité coïncide avec la tangente à la circonférence. Par conséquent, 

$H di =$ H dicos0°= HÉ di = H-2nR=1, H—-. 
Lorsque le rayon À augmente, l’intensité du champ magnétique décroit 
suivant une loi hyperbolique. 

Si un champ quelconque a un caractère compliqué, et si on n'arrive 
pas à établir un contour fermé, dont tous les points se trouvent dans 
des conditions symétriques, la forme intégrale 
d'écriture de la loi du courant, tout en restant 
vraie même pour un tel contour, ne peut pas 
être utilisée pour trouver l'intensité du champ 
en un point quelconque de ce dernier (4 ne 
peut être mis en facteur devant le signe d'inté- 
gration). 

$ 437. Foïme différentielle de la loi du 
courant total. La relation (15.3) peut être 
utilisée pour un contour de dimensions quel- 
conques, y compris un contour très petit. 

Isolons dans un milieu quelconque un contour 
: de petites dimensions (représenté en gros traits 
sur la fig. 441) et écrivons pour ce dernier la circulation du vecteur H. 
La circulation de l'intensité du champ le long de ce contour est égale 
au courant transperçant l'aire délimitée par de gros traits. 

Si cette aire est très petite on peut supposer que la densité du 


. | 
courant & à l'intérieur de cet élément de surface soit partout la 
même, alors Île courant qui la traverse est 


À; DE SAS — ÔhÂÀS. 
Ici ô, — projection du vecteur de la densité du 


courant ô sur la normale à l'élément de surface, 
LE - L] L 1 mé 
c'est-à-dire sur la direction As: 


& H di = 6 As. Fig. 441 


On prend comme sens positif pour la normale à l'élément de surface, 
le sens de déplacement d'un tire-bouchon, qu’on tourne dans le sens, 
considéré comme positif pour le parcours du contour lors de l’établisse- 
ment de la circulation. 

Divisons les deux membres de l’équation par As et écrivons que As 
tend vers zéro. Ceci correspond au resserrement jusqu’à zéro de l'aire 


_— en gros traits sur la fig. 441. La limite de la relation ainsi obtenue 
es 


Fig. 440 
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La grandeur figurant comme premier membre de cette égalité est 


appelée en mathématiques « projection du rotationnel du vecteur H 
sur la direction de la normale à l'aire As ». La projection du rotationnel 
sur la direction de la normale est désignée comme 


ES 
TOtn H, 
Par conséquent, 


rOt: H —=0;. 


Si on oriente l’aire As dans l’espace de manière que la direction de la 
normale à cette aire coïncide avec la direction du vecteur densité du 


— 
courant à au point considéré du champ, on peut écrire à la place de l’éga- 


= r . e . me gra # 0 #? 
lité des projections des deux vecteurs (rot, # et 6,) l'égalité des vec- 
teurs eux-mêmes, à savoir 


rot H — 6. (15.4) 


Cette dernière équation représente justement la loi du courant total 
sous sa forme différentielle. Elle sera fréquemment utilisée par la suite 
pour le calcul des champs magnétiques. | 

Le rotationnel peut être défini comme une fonction caractérisant le 
Es au point considéré en tant que son aptitude à la formation de tour- 

illons. 

L’équation (15.4) est écrite sous sa forme générale, sans se référer 
à un système de coordonnées. quelconque; par conséquent, pour chaque 
système de coordonnées particulier elle 
doit être exprimée sous une forme dif- 
férenté. 


$S 438. Expression de rot H = $encoor- 
données cartésiennies. L'égalité des deux 


vecteurs rot À et ô signifie que leur pro- 
jection sur l'axe des x, leur projection 
sur l’axe des y et leur projection sur 
l'axe. des. 2 sont égales respectivement. 


La projection de rot H sur l’axe des z 
d Hd! 
AS; 


du vecteur 6 sur l'axe des z est Ô.. 

Un petit contour rectangulaire mnpg est représenté dans un système 
de coordonnées cartésien sur la fig. 442. Parcourons ce contour dans le 
sens contraire à celui des aiguilles d'une montre et écrivons la circu- 


lation du vecteur H. En l'écrivant, il faut tenir compte de la variation 


est égale à rot, H — , la projection Fig. 442 


du vecteur À d'un point à l’autre. Désignons la projection de H sur l’axe 


des x et des y au point m respectivement par H z et H,, Au point n la 
‘projection sur l’axe des x n'est plus la même que la projection au point 
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m et devient égale à F7. + Tax; la projection sur l’axe des y: H,, +- 
+ Tu dx. 
On a de même au point q: 
1e PRE LL Se dy et Hy+-4 d 
£t au point p: 
Ha+ dy + 


En écrivant la ES ‘ long des sn mn : pq il ne faut 
tenir compte que des composantes de Æ suivant x (les composantes sui- 
vant y sont perpendiculaires à l'élément du parcours). 


+ — 
La composante & H di suivant le tronçon mn va être trouvée comme 


produit de la valeur moyenne de la composante suivant x de l’intensité 
sur ce tronçon par la longueur dx du tronçon, c’est-à-dire 


_ . 


dx et Hy+ 4 dy +8 dx. 


ie E dx) ne (4. PU dx) e 


La composante 2 suivant le tronçon np est 


7 + ar) + (Hu + Sax de + TE dy pa), 
JT — 


oH | 0H 
= (H,+ dx + dy) dy. 
Suivant le tronçon pq 
x Ô x x 
(ae + dv) + (na + Le dy + SE dx) 
D En = 


0H» 1 Az 
= (H, + . dy+ ee dx) (— dx). 


Et, enfin suivant le tronçon gm 


HE + à 
Hit to 4) dy) = (44 +5 dy) (— dy). 


Si on additionne toutes les composantes de Îa circulation le long du 
contour mnpq on obtient 


SES ae. TE) dx dy. 


_ Conformément à la définition : la projection du rotationnel sur 
Taxe des z, divisons la circulation par l’aire ds, — dx dy; alors cette 
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projection s’écrit de la manière suivante : 


rot, H = Tu Tee, 
De même 
rotx À = Se _ ai = Ô 
et 
rot, À ze. es, 
Ainsi 
ot HF Du) ÿ( 0e 06e) LRU de) (55 


$ 439. Expression du rotationnel sous forme du produit vectoriel 


(v X H). Au point de vue formel rot FF peut être représenté sous forme 
de produit vectoriel de l'opérateur différentiel dans l’espace V (nabla) 


par le vecteur F1 c'est-à-dire: par rot 4 = (VX À). 
Il est facile de s'en assurer en multipliant directement V par H: 


[AE La Dr 2) dun, in] - 


_?(0H, O0Hy\ +p0on, 0H,\  »"[0H4 0H, 
si (TE )+i(S-) + (ie) 


$ 440. Expression du rot #7 sous forme d'un déterminant dans un 
système de coordonnées cartésien. Le rotationnel d’un vecteur quelconque 
utilisé dans la théorie du champ électromagnétique peut être représenté 
sous forme de déterminant de troisième ordre. 


— 
Ainsi rot A s'écrit dans le système de coordonnées cartésien sous 
forme du déterminant suivant 


À j E& 
d à Do 
Hz Hy Hi 


Le calcul direct de ce déterminant montre qu'on obtient l’expres- 
sion (15.5). 

$ 441. Expression des projections du rotationnel dans un système 
de coordonnées cylindrique. Donrons sans l’établir l’expression des 
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projections du rot H dans un système des coordonnées cylindrique 


rot, À 2 0H: He 
r O0 x 
+ 0H, ÔH, 
TOta Hs (15.7) 


rot, H=+[ (rHe) _ |. | 


$ 442. Expression des projections du rotationnel dans un système de 
coordonnées sphérique. Projection du rotationnel dans un système de 
coordonnées sphérique : 


TOtR H — ET EE (sin 0H3) — 22e ? | 
= 1] OH 1 à 
rot {1 = LE FT TR OR (Rio); | LL 
PR 
rote À = 26: (RH6) — | - 


S 443. Principe de continuité du flux magnétique. On appelle flux 
magnétique le flux du vecteur d’induction magnétique à travers une 
surface quelconque 

D= | Bas. 
L'indice s figurant sous le signe d'intégration montre qu’il s'agit 
d'une intégrale prise suivant la surface s. Si cette surface est fermée 


sur elle-même (comme l’est, par exemple, la surface de la terre) le flux, 
traversant une surface fermée, s'écrit comme suit : 


D=É Bas. 


L'expérience montre que le flux magnétique pénétrant à l’intérieur d’un 
 olume quelconque est égal au flux magnétique sortant du même volume. 
Par conséquent, la somme des flux entrant dans un volume et co 
de ce dernier est nul: 


$Bds=—0. (15.9) 


Cette dernière expression est l’écriture mathématique du principe de con- 
tinuité du flux magnétique. 

$ 444. Forme différentielle du principe de continuité du flux ma- 
gnétique. Divisons les deux membres de l’expression (15.9) par le volume 
V se trouvant à l’intérieur de la surface fermée $ et trouvons la limite 
du rapport ainsi trouvé lorsque le volume V tend vers zéro: 


RE 
li ÿ , ® =0ou div B=0. (15.10) 
V- 
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La relation (15.10) peut être considérée comme forme différentielle du 
principe de continuité du flux magnétique. Elle est vraie pour n’importe 
quel point d’un champ magnétique. Par conséquent, il n'existe pas en 
un point quelconque d’un champ magnétique ni accumulation, ni dis- 
position de lignes du vecteur d’induction magnétique. Les lignes du 


vecteur B ne sont interrompues nulle part et sont des lignes fermées 
sur elles-mêmes (la circonférence est un exemple d’une ligne fermée sur 
elle-même). 

$ 445. Dans les régions « occupées par un courant continu » le champ 
magnétique est un champ rotationnel tandis que dans les régions « non oc- 
cupées par le courant », il peut être considéré comme un champ de potentiel 
(irrotationnel). On appelle rotationnel un champ dont le rotationnel 
n’est pas nul. Puisque pour un champ magnétique de courant continu 


rot H—6 
en tous les points de l’espace, où 8 Z 0, le champ du vecteur H en ces 
points est un champ rotationnel. 


Dans les régions de l’espace où 8 — 0, lerot H—0et le champ ma- 
gnétique peut y être considéré comme un champ de potentiel (irrotation- 
nel). 

‘$ 446. Potentiel scalaire d'un champ magnétique. Pour l’ensemble 


des points où & = 0, le rot H — 0 et le champ magnétique peut y être 
considéré comme champ de potentiel, c'est-à-dire comme un champ. dont 
chaque point a un certain potentiel magnétique scalaire æ,. Par consé- 
quent, on peut écrire pour ces régions 


H= — grad on. (15.11) 
Puisque div B — div uA — 0 on a pour um — const div H = 0. Subs- 
tituons dans. cette dernière expression — grad q, à H; il vient: 
div grad ®» = 0. 
Ainsi, le potentiel scalaire du champ magnétique o,, dont on peut 


parler seulement pour Îles régions non occupées par le courant, est régi 
par l'équation de Laplace 


V?Qm = 0. (15.12) 


La difiérence de potentiel magnétique scalaire entre les points 7 et 2 
est appelée chute de potentiel magnétique entre les points / et 2: 


2 
Unie = Qui — Pue = \ H di. 
1 
La chute de potentiel magnétique entre les points /{ et 2 le long d’un 


parcours quelconque (par exemple, le long du parcours /82 de la fig. 443,a) 
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est exactement égale à la chute de potentiel magnétique entre les mêmes 
points, prise le long d’un autre parcours quelconque (le parcours 142 
par exemple), dans tous les cas où ces parcours constituent un contour 
fermé à l’intérieur duquel le courant est nul. | 

Si, par contre, un contour fermé, constitué par deux parcours diffé- 
rents, embrasse un certain courant, la chute de potentiel magnétique 
le long du premier parcours n’est pas égale à la chute de potentiel ma- 
gnétique le long du deuxième parcours; ces chutes diffèrent l’une de 
l’autre de la valeur du courant embrassé par le circuit. Cette constation 


pire parcou- 
Tue par un 
courant 2 


Fig. 443 


découle de la loi du courant total. Ainsi pour la fig. 443, a \ H di 


162 
a \ H di (car, en vertu de la loi du courant total \ H di + \ Hdi 
132 132 251 


een | Hdt= —1 1 \ Hd). 


132 152 

Il faut distinguer les notions de chute de potentiel magnétique et 
le potentiel magnétique lui-même. La première n’est définie que par 
l'intégrale de ligne de H sur di, le long du parcours choisi. La deuxième 
notion dépend non seulement de cette intégrale, mais également de la 
F.M.M. rencontrée sur le parcours. Une analogie complète existe ici 
avec les notions de chute de tension et de tension pour un circuit élec- 
trique. 

Ke 447. Conditions aux limites. De même que certaines conditions 
aux limites étaient satisfaites dans un champ électrostatique et dans un 
champ en un milieu conducteur, des conditions aux limites qui lui 
sont propres existent dans un champ magnétique. Ces conditions sont 
au nombre de deux : 

Hy= Ha, (15.13) 


Bin = Bon. (15.14) 


La condition (15.13) indique qu’à la surface de séparation de deux 
milieux homogènes et isotropes, différents au point de vue magnétique 
(dont les u sont différents), les composantes tangentielles des vecteurs 
du champ magnétique sont égaux. 
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La condition (15.14) témoigne de l'égalité des composantes normales 
des vecteurs d’induction magnétique à la surface de séparation. 


L'expression (15.13) est établie en écrivant l'intégrale H di sui- 
vant le contour plan mnpq (fig. 443, b), de même qu'on écrivait dans 
la section du champ électrostatique l'intégrale É di = 0. Les côtés 


np et gm sont infiniment petits par rapport aux côtés mn et pq. Dési- 
gnons par dI la longueur du côté mn, ainsi que la longueur du côté pq, 
égale à cette dernière. On a alors }, sin 
1 di — H, sin œ2 dl = 0, mais A, sin & = H,;, B, 
H: sin ao = Ho, et par conséquent, H:, = Hu. 

Il y a lieu de remarquer que la condition 
(15.13) n'est pas satisfaite, si un courant, dit 
« courant surfacique » circule sur la surface de 
séparation des deux milieux. On appelle courant 
surfacique un courant circulant dans un con- 
ducteur plan, infiniment mince, placé sur cette 
surface. 


Dans ce cas À dl n'est plus nulle, mais Fig. 444 


égale au courant surfacique © di, ayant pénétré 
à l’intérieur du circuit fermée: H, sin a, dl — H, sin @&2 di = 6 di, 
et de ce fait His — Hoy = 6. 

En d’autres termes, en présence d’un courant surfacique à densité o, 
la composante tangentielle de l'intensité du champ subit une disconti- 
nuité. Cependant en général il n'existe pas de courant surfacique et 
l'égalité (15.13) est satisfaite. 

L'égalité des composantes normales des vecteurs d’induction magné- 
tique découle du principe de continuité du flux magnétique 


$ Bds=0. 


Pour s’assurer que (15.14) est satisfaite, isolons sur la surface de 


séparation un petit parallélépipède plat et caleulons les flux du vecteur B 
à travers sa face inférieure (fig. 444) — B;,As et sa face supérieure 
BonAs. 

La somme de ces flux est nulle: 


Par conséquent, 


Bin = Bon. 
La relation suivante découle de (15.13) et de (15.14) 
Je dr 15.15 
ge be , 


Elle donne le rapport entre l'angle d'incidence a, et l'angle de ré- 
fraction a, (voir fig. 443, b}. Si les lignes de force magnétiques quittent 
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un milieu à perméabilité élevée, par exemple pu — 104 bo pour pénétrer 
dans un milieu à perméabilité faible, l'air, par exemple, ue — Lo, on à 


te 10% et tga—104tg a. 
Par conséquent, l’angle a: est nettement plus petit que l’angle a. 
Exemple 201. Trouver l’angle « sous lequel les lignes de force 
pénètrent dans un milieu à perméabilité u2, lorsque l’angle a, — 89°; 
a = 10 ho, LU: = Mo. 
Solution. te oi = tg 89° — 57,29. 


tg do = tg a = 1074 tg a — 0,005729 : 
(8 #] — 20. 


$S 448. Potentiel vecteur d’un champ magnétique. Dans le calcul des 
champs magnétiques on fait largement appel au potentiel vecteur du 


champ magnétique. I1 est désigné par À. C'estune grandeur vectorielle 
artificiellement introduite, variant continûment d'un point à l’autre 
et dont le rotationnel est égal à l'induction magnétique : 


B= rot À. (15.16) 


La représentation de l’induction sous forme de rotationnel du poten- 
tiel vecteur est parfaitement justifiée, parce que la divergence d’un rota- 
tionnel quelconque est identiquement nulle. 


On sait que dans un champ magnétique div B = 0. En substituant 


se cette égalité le rot À à B, on obtient une expression identiquement 
nulle : 


div rot À — 0*, 


Si le potentiel vecteur est connu en fonction des coordonnées, l’induc- 
tion en un point quelconque du champ est calculée en prenant le rota- 
tionnel du potentiel vecteur conformément à (15.16). Contrairement au 
potentiel magnétique scalaire w, qu’on peut utiliser seulement pour les 
régions « non occupées par le courant » (voir $ 446), on peut employer le 
potentiel vecteur pour les régions « non occupées par le courant » comme 
pour celles « occupées par le courant ». 

Dans les calculs électrotechniques le potentiel vecteur est employé 
à deux fins. 


—_——_—_—— 


* Le fait que div rot À est nulle peut être expliqué à l’aide de l'opérateur VW. 
À cette fin écrivons V X À au lieu de rot À. Alors div rot ÀÂ=Y [V X A]. Le 
produit vectoriel V X À est perpendiculaire à V et à À. Le produit scalaire de Y 
par (V X À), c'est-à-dire A [A X A] est nul, parce que le cosinus. de l’angle 
entre V et V X À est nul. 
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Premièrement: pour le calcul de l'induction magnétique à laide 
de l’équation (15.16). 

Deuxièmement: pour le calcul du flux magnétique, embrassé par un 
circuit fermé quelconque (voir $ 450). 

Le potentiel vecteur en un point arbitraire du champ est lié à la 
densité du courant au même point par l’équation de Poisson. 

$ 449. Equation de Poisson pour le potentiel vecteur. Multiplions 
les deux membres de (15.4) par la perméabilité u du milieu: 


u rot À = pô. 


Convenons que nous aurons affaire aux milieux, pouvant être répartis 
en plusieurs régions distinctes, de manière que les perméabilité u Soient 
constantes à l'intérieur de ces régions. Si u est constant, il peut être 
placé sous le signe rotationnel 


rot u H — - rot B— Lô. (15.17) 


Substituons rot À à B dans (15.17) et nous aurons 


rot rot À — ué. (15.18) 


Le rotationnel d’un rotationnel est un double produit vectoriel : 
on a * : 
rotrot AV xX (VX A)=graddiv ÂA— V?A—u8 (15.19) 
Jusqu'ici nous n'avons imposé aucune condition complémentaire 
au potentiel vecteur, sauf qu’il doit être une fonction ayant des dérivées 


spatiales. Du fait que À est une fonction théorique, utilisée dans les cal- 
culs, nous avons droit d'écrire qu’elle satisfait à la condition suivante 
pour un champ magnétique de courant continu 


Ediv Â—0. (15.20) 


En vertu de cette condition les lignes du vecteur À sont des lignes 
fermées sur elles-mêmes. En tenant compte de (15.20), l'équation (15.19) 
peut être écrite sous la forme suivante: 


VA = —uô. (15.21) 


L’équation (15.21) n’est autre chose que l’équation de Poisson. 
Contrairement à l'équation (13.26) elle est écrite pour ‘une grandeur vec- 


* On sait qu’un double produit vectoriel peut être développé comme suit 
ax bx c)—b (a x c)—c (a x b). 
Dans notre cas le rôle des vecteurs a et b est joué par |” opérateur V et le rôle 


du _vecteur c est joué par le le potentiel vecteur À. Ainsi V X (V X A), (À) — 
1 (VV) = grad div À — À. 
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torielle, alors que l équation (3. 26) était écrite pour la grandeur scalaire 
®. _Substituons FA jA, +'RA, à À _dans (15.21) et substituons 16 + 
+ 8, + k5, à la densité du courant 8: 


VA, + VA + NRA, = —piô, — ujô—uR8.. 
Cette dernière équation peut être décomposée en trois équations 
suivantes, établies par rapport aux grandeurs scalaires À,, À,, À 


V'A, = —HÔx, 
V'Ay= — Lys 
V?A, — — UÔ;. 


Leur solution en commun par analogie avec l'équation (13.26) peut 
être écrite comme suit: 


_H Ôx dV 
As = \ E (15.22) 
V e 
e Ôy dV 
u y 
Ay= + \ = (15.22b) 
* Ô, dV 
4,=+ \ a. (15.22c) 


Si on multiplie (15.22a) par £, (15.22b) par j et (15.22c) par Æ et si 
on additionne les produits ainsi obtenus, on a 


La + jAy + RAe = = | Gba Fo, + F9 av 
ou 
*_ bd 8 dV. 
AE. (15.23) 


L’équation (15.23) est la solution générale de (15.21). Le potentiel 
vecteur en un point quelconque du champ peut être déterminé en cal- 
culant l'intégrale de volume (15.23). L° intégrale de volume doit être 
calculée pour l’ensemble des régions occupées par le courant. 

$ 450. Expression du îlux magnétique à partir de la circulation du 
potentiel vecteur. Le flux magnétique traversant une surface s quel- 
conque est 


(15.24) 


Puisque B = rot À, on a D — \ rot À ds. 
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En vertu du théorème de Siokes, l'intégrale de surface peut être 
transformée en une intégrale: 


\ rot À ds = d) À ai. (15.25) 
Ainsi _ 
D=& À ai. (15.26) 


En d'autres termes pour déterminer le flux magnétique, traversant 
une certaine surface s, il suffit de calculer la circulation du potentiel 
vecteur le long du circuit fermé sur lequel prend appui la surface s. 

Le calcul du flux à l’aide de (15.26) est souvent plus avantageux que 
le calcul du flux à partir de l’induction magnétique à l'aide de (15.24). 
En effet, la relation (15.24) ne peut être utilisée 


que Îorsqu’on connaît la valeur de B en un 
point quelconque de la surface s, alors que pour 
le calcui du flux à l’aide de la relation (15.26), 


US 
il suffit de connaître la valeur de À suivant le 
contour délimitant la surface et on n’a pas besoin 
de connaître sa valeur en tous les points situés 
à l’intérieur de ce contour. 
> > Er 

Le passage du \ rot À ds à l'intégrale 

> —> A | e w L] 

À d! peut être expliqué comme suit. 

Décomposons la surface s en un certain nombre d’aires élémentaires 


(fig. 445).. Remplaçons l'intégrale par une somme et substituons sous 
le signe d’intégration, conformément à la définition du rotationnel, 


LE à rot À (en omettant la limite) et nous aurons: 


As 
\ rot À ds > il As & S & À al. 


— : ; 
Ainsi, pour calculer \ rot À ds, il faut trouver les composantes de 
A 
la circulation du vecteur À le long des contours de toutes Îles aires élé- 
mentaires et les additionner ensuite. Du fait qu’en écrivant la circu- 
lation on doit parcourir deux fois les tronçons, communs à deux aires 
contiguës quelconques, et ceci dans deux sens opposés, les composantes 
de la circulation suivant tous les tronçons contigus s’annulent réci- 
proquement et il ne reste que la circulation le long du contour péri- 


phérique mnpq | 
> —- > —> 
D 4 ai=& 4 dl. 
suivant 
mnpq 
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$ 451. Potentiel vecteur d’un élément de courant. Calculons la valeur 


et la direction de la composante du potentiel vecteur À, créé par le 
courant & circulant dans un élément d’un conducteur linéaire, de lon- 
gueur d1. Désighons par R la distance entre l'élément du courant et un 
+ point quelconque de l’espace (fig. 446). Conformément 

à l'expression générale | | 


À M Ca 
dA = 4n R 
k mais 
dË 8 dV = ds di = i di: 

F F sr | de . section transversale du conducteur. 

x ar conséquent, 
— . 7 

Fig. 446 dA=- he. (15.27) 


Le potentiel vecteur correspondant à un élément de courant a la 
même direction dans l’espace que le courant circulant dans l'élément du 
conducteur *. 

$ 452. Correspondance réciproque entre un champ électrostatique 
et un champ magnétique de courant continu. Une correspondance de l’un 
des deux types suivants existe entre l’image d’un champ électrostatique 
et celle d’un champ magnétique de courant continu, dans les régions 
non occupées par le courant. Dans le premier type de correspondance la 
répartition des charges linéaires dans un champ électrostatique est la 
même que celle des courants linéaires dans un champ magnétique. Dans 
ce cas l’image du champ magnétique (le réseau des lignes de ce champ) 
est similaire à l’image du champ électrostatique correspondant. I] diffère 
par le fait que les lignes de force d’un champ électrostatique correspon- 
dent aux lignes équipotentielles d’un champ magnétique, tandis qu'aux 
lignes équipotentielles d’un champ électrostatique correspondent les li- 
gnes de iorce d’un champ magnétique. 

Nous avons représenté à titre d'exemple sur la fig. 447 à gauche 
l’image d’un champ dû à une charge linéaire unique + + et, à droite, 
sur la même figure nous avons tracé l’image d’un champ d’un conduc- 
teur isolé, parcouru par le courant 7 (pour la région extérieure au con- 
ducteur). 

Dans le deuxième type de correspondance la forme des surfaces équipo- 
tentielles limites est la même pour Île champ électrostatique et pour le 
champ magnétique de courant continu. Dans ce cas, l'image du champ 
est exactement /a même. 

La correspondance du deuxième type est expliquée à l’aide de la 
fig. 449, Nous avons représenté sur cette figure l’image d'un champ 


* Notons que l'unité de mesure de À est V-s/m. 
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magnétique dans l’entrefer, d’une machine à courant continu (ses enrou- 
lements n'étant pas représentés). Si on admet que le pôle et l’induit de 
cette machine soient utilisés comme armatures d’un certain condensa- 
teur, l’image du champ électrique dans l’espace entre ces armatures 


Champ électrique d'un Champ magnétique de courant 
Corps chargé linéaire 


Lignes de farce Lignes de force 


QTES Lignes. 
entielles  éguipotencielles 


. Li 

éguipat 

a) ë) 
Fig. 447 


correspond exactement à l’image du champ magnétique; dans les deux 
cas, les lignes de force sortent du pôle et pénètrent dans l’induit. 

$ 453. Quelques types de problèmes de calcul des champs magnétiques. 
Il existe beaucoup de types différents de problèmes de calcul des champs 
magnétiques. Examinons sommairement à titre d'illustration, seule- 
ment certains d’entre eux. 

On est souvent obligé de calculer l'inductance d’un circuit quelcon- 
que ou l’inductance mutuelle de deux circuits. C’est le premier type de 
problèmes. Le deuxième type de problèmes comprend ceux de calcul 
des forces agissant dans un champ magnétique sur un électron en mou- 
vement, sur un conducteur fixe parcouru par un courant, sur des masses 
ferromagnétiques se trouvant dans ce champ magnétique *. Il est sou- 
vent très important de connaître ces forces. Ainsi, par exemple, lorsque 
les appareils électriques fonctionnent en court-circuit, leurs circuits 
peuvent être parcourus par des surintensités telles, que les forces d’inte- 
raction apparaissant entre ces circuits et le champ, peuvent détruire 
l'appareil, sion ne prend pas des mesures de protection nécessaires. 

Le troisième type de problèmes est celui de calcul des blindages ma- 
gnétiques. On appelle blindages magnétiques les dispositifs destinés 
à affaiblir un champ magnétique dans la région considérée de l’espace, 
par rapport au champ magnétique en dehors de ce blindage. On a recours 
au blindage magnétique, par exemple, pour protéger les appareils sen- 
sibles contre l’influence des champs magnétiques étrangers et, en par- 
ticulier, contre celle du champ magnétique terrestre. 


* Voir $$ 77 et 78. 
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Le quatrième type de problèmes comprend ceux de détermination 
du mode de répartition des courants dans un certain volume, pour obte- 
nir le champ magnétique désiré. Ainsi, par exemple, dans la navigation 
la suppression du champ magnétique des navires est très important: 
chaque navire possède une grande masse ferromagnétique et perturbe 
le champ magnétique terrestre non seulement à sa proximité immédiate, 
mais même à une certaine distance. Des capteurs appropriés de la per- 
turbation du champ magnétique terrestre peuvent mettre en marche les 
mines autopropulsées, se trouvant à proximité, et le navire risque d'être 
torpillé. Afin de l’éviter, on installe sur les navires des enroulements 
magnétisants spéciaux, disposés de manière à compenser la perturbation 
du champ magnétique terrestre au voisinage du navire. On rencontre 
beaucoup d’autres problèmes de calcul des champs magnétiques, con- 
cernant l'enregistrement magnétique du son, ainsi que la recherche 
magnétique de défauts. Cette méthode permet de juger d’après l'image 
du champ magnétique de la présence de failles et d’autres défauts dans des 
pièces en matériaux ferromagnétiques. La défectoscopie magnétique 
est très largement utilisée dans les transports ferroviaires pour contrô- 
ler le bon état des rails. 

$ 454. Généralités sur les méthodes de calcul et d’étude des champs 
magnétiques de courant continu. Toutes les méthodes connues de calcul 
et d'investigation des champs magnétiques peuvent être réparties en 
trois groupes suivants : analytique, graphique et expérimental. 

Le groupe analytique comprend tous les modes de calcul purement 
analytiques, à savoir: intégration de l'équation de Poisson (pour. les 
régions occupées par le courant), intégration de l’équation de Laplace 
(pour les régions non occupées par le courant), utilisation des méthodes 
des images symétriques, etc. | 

Du fait des difficultés de nature mathématique, les méthodes analy- 
tiques ne permettent de résoudre qu'un nombre très limité de problé- 
mes. Lorsque le calcul d’un champ par les méthodes analytiques donne 
lieu à des difficultés, on a recours à la méthode graphique de la cons- 
truction de l’image du champ ou à l'étude du champ magnétique sur un 
modèle. Les méthodes graphiques de construction de l’image du champ 
sont utilisables pour les champs irrotationnels à deux dimensions. Il 
existe plusieurs modes différents de ces constructions. L'un d'eux sera 
exposé en détail ci-dessous. 

$S 455. Etude expérimentale de l’image d’un champ magnétique. 
L'étude expérimentale de l’image d’un champ magnétique peut être 
menée par plusieurs méthodes. La première méthode, reposant sur le 
phénomène d’induction électromagnétique, est la suivante: un cadre 
plat de très petites dimensions, portant un enroulement, placé dans 
la région étudiée du champ, est raccordé à un galvanomètre balistique. 
Lors de l’inversion du courant dans les enroulements d’un appareil ou 
d’une machine, dans l’entrefer duquel on étudie le champ, ou en ame- 
nant rapidement Île cadre dans une région où le champ magnétique est 
notoirement faible (dans ce dernier cas il n’y a pas lieu d’inverser Île 
courant dans les enroulements), on mesure la quantité d'électricité 
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ayant traversé le galvanomèêtre balistique et à partir de cette quantité 
on calcule la valeur moyenne de l'induction dans le cadre. On place 
ensuite ce cadre en un autre point du champ, on relève l'induction à 
nouveau et ainsi de suite. Cette méthode permet d'étudier des champs 
magnétiques d'une configuration pratiquement quelconque dans l’espace, 
en dehors des ferromagnétiques. | 

La deuxième méthode expérimentale d'étude d’un champirrotationnel 
est celle de sa simulation par des champs de courants dans un milieu 
conducteur. Elle repose sur l’analogie existant entre un champ dans 
un milieu conducteur et un champ magnétique irrotationnel. Cette 
méthode a été mise au point 
par L. R. Neumann et com- 
prend les opérations suivan- 
tes : pour relever l’image 
d'un champ plan-parallèle, 
existant dans l’entrefer d’un 
appareil ou d’une machine 
quelconque, on exécute 
à l'aide d’une feuille de 
métal (d'une tôle d’acier, 
par exemple) un modèle 
agrandi de la région étudiée | 
du champ. Ainsi, nous avons Indicateur 
représenté sur la fig. 448 \ À 
un modèle établi pour l'étude ST 
du champ de fuite entre 1g- 
les pôles d’une machine 
à courant continu. La F. M. M. étant répartie tout le long du pôle, on 
amène le courant au bord de ce pôle à l’aide de plusieurs conducteurs, 
soudés à la tôle. Les courants circulant dans ces conducteurs peuvent 
être réglés séparément et on peut ainsi établir arbitrairement la loi 
de répartition de la F.M.M. en fonction de la hauteur du pôle. Le 
courant est prélevé de la ligne mn, considérée comme équipotentielle, 
à l’aide d’une pièce conductrice massive. 

Une sonde et un indicateur sont utilisés pour construire Îles lignes 
équipotentielles dans le champ du milieu conducteur. 

Une étude qualitative d’un champ magnétique peut être réalisée 
à l’aide de la limaille d’acier. Cette limaïlle est disposée sur une tôle plate 
en matériau non ferromagnétique, qu’on place dans un champ magné- 
tique et on frappe ensuite légèrement sur cette tôle. La limaille se dispo- 
sera d'elle-même le long des lignes de force. La densité des lignes de 
forces permet de se faire une représentation qualitative de l'intensité 
du champ magnétique. 

On peut également utiliser au lieu de la limaïlle une poudre très fine 
d'oxyde de fer, se trouvant en suspension dans un liquide quelconque, 
le pétrole, par exemple. 

Cette dernière méthode est largement employée dans la recherche 
magnétique de défauts dans les pièces en matériaux ferromagnétiques. 
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$ 456. Construction graphique de l’image du champ et calcul de la 
réluctance à partir de cette image. Examinons à l’aide d’un exemple con- 
cret la méthode de construction graphique de l’image d’un champ magné- 
tique plan-parallèle, on voit sur la fig. 449 le pôle et l’induit d’une 
machine à courant continu. La dimension, normale à la figure, est consi- 
dérée comme suffisamment grande, car ce n’est qu’à cette condition que 
le champ peut être considéré comme plan-parallèle. 

Du fait que la perméabilité de l’acier est nettement supérieure à Îa 
perméabilité de l'air, les lignes de force magnétiques sont pratiquement 
perpendiculaires à la surface du pôle et de l’induit. Par conséquent, les 
surfaces du pôle et de l’induit sont des surfaces équipotentielles. La 
famille des lignes de force et des lignes équipotentielles est construite 
| au jugé, en s'inspirant des règles suivantes : les 
lignes de force doivent être perpendiculaires 
aux surfaces du pôle et de l’induit et doivent 
être disposées les unes par rapport aux autres 
de manière à obtenir, après le traçage des 
lignes équipotentielles, des rectangles curvili- 
gnes pour lesquels /e rapport de la largeur moyenne 
du rectangle (appelons-la b) à sa longueur 
moyenne (a) soit sensiblement le même pour tous 
les rectangles. Il se peut qu'on ne réussisse pas 
à réaliser ceci d'une manière satisfaisante au 
cours de la première tentative, mais après 
plusieurs essais, surtout si on a acquis une 
certaine habitude et en tenant compte de la symétrie du champ (si 
cette dernière existe), on arrivera certainement à construire le réseau 
des lignes du champ, de manière que 


Dans ces conditions, les flux dans tous les tubes de force seront les mêmes. 
Ceci facilite le calcul de la réluctance. 

Supposons que le nombre des rectangles curvilignes dans un tube 
de force soit égal à n et que le nombre de ces tubes soit m (pour la 
fig. 449 n =2 et m= 11). 

Le potentiel magnétique entre le pôle et l’induit : 


> > ds 
Un=\ H die Hia+ Hart Haast = Ÿ Haan. 
k=1 


À son tour, le flux dans un tube de force 
AD — lou Hi = lb: = .. 


Ici { — dimension dans Île sens perpendiculaire à celui de la figure, u — 
perméabilité de l’aire (égale à po). 


622 


Par conséquent, 
Hi — 


Le potentiel magnétique 


Un = (55 ee +...) 


D AD 
A = 20 


To ? Ibn , efc. 


Mais, par construction, tous les termes + _ . F2. , etc. sont égaux. Le 
2 
nombre de ces termes est n. Par conséquent, 
AD a 
Un=- gg 
D'où 
Ad Unulib 
na 


Du fait que pour tous les rectangles 2% const, leur construction 


a été faite de manière que les flux A® soient les mêmes dans tous les 
tubes de force. 
Le flux total entre l’induit et le pôle est 


D=mAD= Unie, 
où m — nombre des tubes de force. 
La réluctance 


Un _ an 
Ra em (15.28) 


La perméance 
Ge = bre" (15.29) 


an 

La méthode graphique de construction de l’image du champ est 
employée non seulement pour le calcul des champs magnétiques, mais 
est également largement utilisée pour le calcul d’autres champs irrota- 
tionnels, en particulier pour le calcul d’un champ électrostatique et 
celui d’un champ de courant continu dans un milieu conducteur. Ainsi, 
la conductance G entre deux corps peut être calculée à l’aide de l’expres- 
sion (15.30), obtenue à partir de (15.29) en substituant y à u 


EE LL (15.30) 


art 


Capacité entre deux corps dans un champ plan-parallèle : 
Ce, (15.31) 


ait 


S 457. Blindage magnétique. Supposons que dans un champ magnéti- 
que uniforme d'intensité Æ, on désire blinder une certaine région de 
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l’espace, cylindrique par exemple, de manière que l'intensité du champ 
dans cette région soit nettement inférieure à l’intensité du champ exté- 
rieur. 

La perméabilité relative du blindage cylindrique à rayon intérieur 
a et à rayon extérieur b est égale à po, (fig. 450, a). 

Désignons par 7 la région intérieure, par 77 la région du corps du 
blindage et par 7/7 la région extérieure àu blindage. 

Dans les régions 7 et 7/71, la perméabilité relative est égale à l’unité. 
Puisqu’il n'existe pas de courant dans les trois régions, le champ magné- 
tique dans ces régions est décrit par l’équation de Laplace V#g,, = 0. 
Le blindage est supposé suffisam- 
ment long suivant l’axe des z 
(l'axe des z est perpendiculaire 
au schéma ; , dépend seulement 
des coordonnées r et a du sys- 
tème cylindrique. Développons 
l'équation Vp, — 0 en coor- 
données cylindriques 

1 0 Om \ : 09m 
Pme (re) ram 0. 

Sa solution par la méthode 
de Fourier — Bernoulli (voir 
section « Electrostatique ») donne : 

pour la première région gl — 


=(cr + <) COS &, 


pour la deuxième région pit — (Cr + “.} COS €, 


Fig. 450 


pour la troisième région qlit — (Cr + Se cos &. 
La constante d'intégration, utilisée dans le calcul du potentiel, est 
considérée ici comme nulle. 


Pour calculer les six constantes (C1, C2, C3, Ci, Ci et Ca) écrivons 
les six équations suivantes : 


1. Comparons qlif à l’expression de ®, à l'infini : ®m = Hor cos à. 
I] résulte de cette comparaison que C; = Ho. | 

2. Dans la première région pour r = 0, w, doit rester fini : ceci n’est 
possible que lorsque le terme = n'existe pas dans l'expression pl. Cet- 


te dernière condition est satisfaite pour C2 — 0. 
3. L'égalité de @! et de lt, pour r = a, donne l'équation 


Cia = C3a +4 . 
Il est facile de s'assurer que la condition de la continuité du potentiel 


est équivalente à la condition de l’égalité des composantes tangentielles 
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de l'intensité du champ à la limite de séparation, pour r = a. En effet * 


ZT rôa 
Par conséquent, 
Hh= —Cisina 
T=a 
et 
HE — —sina (+). 
F—Q 
Ainsi 


Ci Cite 


Cette dernière équation est identique à celle obtenue auparavant. 
+ 4, L' égalité de w} à la surface de séparation entre la deuxième et la 
troisième régions (pour r +" b} conduit à l'équation suivante | 


C5b +- Fe C:b Ee … 
5. L'égalité des composantes normales de l'induction 


ÜPm 
or 


à la surface de séparation entre la première et la deuxième régions (pour 
r — a) donne 


Br=h 


Ci (Co +) per 


6. L'égalité des composantes normales de l'induction. pour r —h 
donne l’équation 


C 
C RE — (Cs—- +) are 
La solution en commun de toutes ces équations permet d'obtenir 
l'expression du potentiel dans la première région : 


PE = Ho 2er cos a . 


ou, en passant en coordonnées cartésiennes (l’axe des x étant dirigé vers 
te haut, x = r cos a) 
2e 


Ph = Ho (15.32) 


Peu Rappelons, que H= — grad @m. Les expressions, nn de calculer 
Ha et H2 à partir de @», résultent de la relation (13.9).. 
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Ici 


2H9r 2 À = b2? 22 
= A —D?—ffa; 
9 (1 + hor)? Uor ? p 
E Lor — 1 SH 1 
Her + 1 


ST | A LE (15.33) 


Le rapport de l’intensité du champ AT à l’intérieur du blindage à celle 
du champ extérieur H, est 


Ï 
7 (15.34) 


L'expression (15.34) n'est qu'approximative { on a pris 8 — 1 et g — 2). 
| r 


Il découle de cette expression que l'effet de blindage est d'autant plus 
efficace, que a, est plus grand et que la paroi du blindage est plus épaisse. 

La représentation qualitative des lignes d’induction magnétique 
en présence d'un blindage est donnée sur la fig. 450, b. On voit sur cette 
figure que les lignes de force du champ magnétique, dans leur très grande 
majorité, tendent à passer le long des parois du blindage et ce n’est 
qu’une très faible partie de ces lignes qui pénétre dans la région blindée. 

Exemple 202. me = 10% ; a = 5 cm; b = 5,5 cm. 

I 


le 
Trouver le rapport A 
I 
EE 0 = (Go 


autrement dit, l'intensité du champ à l’intérieur du blindage n’est que 
de 0,23% de l'intensité H,. 

$ 458. Application de la méthode des images symétriques. Pour cal- 
culer les champs magnétiques créés par des courants linéaires circulant 
à proximité des masses d'acier, on utilise largement 1a méthode des 
images symétriques. Supposons qu’un conducteur parcouru par le cou- 
rant /4, placé parallèlement au plan de séparation de ces milieux, se 
trouve dans l’air ou dans un autre milieu quelconque à perméabilité 
Ua (fig. 451, a). 

La perméabilité du deuxième milieu est 2. On demande de trouver 
l’intensité du champ en des points quelconques du premier et du deuxième 
milieux. À cette fin on introduit dans le calcul les courants fictifs Z, 
et 7/3. Un conducteur parcouru par le courant 7, est placé symétrique- 
ment par rapport au conducteur parcouru par le courant 7, et un conducteur 
parcouru par Île courant 7: est placé au même endroit que le conducteur 
où circule Île courant 71. | 
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Conférons aux deux courants /, et /: encore inconnus des intensités 
telles que les deux conditions aux limites soient satisfaites à la surface 
de séparation des deux milieux. | Pe 

Le champ dans le demi-plan supérieur (là où est placé le courant 7,) 
(fig. 451, b} dépend de deux courants : du courant donné /, et du courant 
fictif Z:, les demi-plans supérieur et inférieur étant remplis d’un milieu 
à perméabilité a. Le champ en un point quelconque du demi-plan infé- 
rieur dépend du courant 73, tandis que pour les demi-plans supérieur 
et inférieur p — u2 (fig. 451, c). Ecrivons les équations pour calculer 

Pour Le calcul Peur Le calcul du 


du champ dans le champ dans LE. 
demnc-plan superieur demé-plan inférieur 


L{Courané donné) Lil Coarant calculé) 


{Courant donné) 
# a 
7 4 
a) A R 
ACT 
L) 
Fig. 451 


les courants /, et 73. Si on prend un point arbitraire quelconque a situé 
à la limite de séparation des milieux, on. peut considérer que ce point 
appartient au premier, comme au deuxième milieu. Si l’on considère 
qu’il appartient au premier milieu, la composante tangentielle de l’inten- 
sité du champ dans ce milieu est représentée par le premier membre de 
l'équation (15.35), tandis que la composante tangentielle de l’intensité 
du champ (15.35”) au même point, considéré comme appartenant au 
deuxième milieu, est donnée par le second membre de (15.35') 


CE - me) cos & — _— COS . (15.35) 
On obtient ainsi la première relation entre les courants 
1, — L —= T3. 


Pour obtenir la deuxième relation, écrivons l'équation exprimant l'éga- 
lité des composantes normales de l'induction magnétique en un point 
arbitraire a, situé à la surface de séparation : 


he nn dé, 
c’est-à-dire 


ht. (15.357) 
La résolution en commun de ces équations donne 
1, 2: , 
2 pe ls 
_ __2M 
LE Hi + le la. 
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Exemple 203. Trouver l’intensité du champ aux points metn 
(fig. 452, a). Les cotes géométriques sont données en centimètres sur 
cette figure. Les perméabilités relatives sont mir = ui = 1, Her = Mo — 
= 999, 7,—104 


1,=0,024. 


î) 


Fig. 452 


Solution. À l’aide des expressions du $ 458, trouvons 
Pr M 
ES hi ue ns 


____?2W _n. 
ls TRE 1, =0,02 À. 


Pour calculer l'intensité du champ au point m, situé dans le même 
demi-plan (milieu) que le courant /,, on utilise la fig. 452, b 


Conformément à [a loi du courant total, nous avons: 
12. _____ 9,98 __- : 
H> = RS = 9n:4,48-10-3 — 3D,4 A/m. 
Trouvons par la méthode graphique H,, — 101 A/m:. 
L’intensité au point n (fig. 452, c) 


H;=H, == D 0,0715 Am. 


L’image des lignes magnétiques de l'induction B est représentée 
qualitativement sur la fig. 453, a pour un conducteur parcouru par le 
courant, placé dans l'air, parallèlement à la surface d’une plaque en 
acier. L'image de Ïa fig. 453, b est celle des lignes B, lorsque le conduc: 
teur parcouru par ie courant passe par un canal étroit, ménagé dans une 
plaque en acier, parallèlement à la surface de cette dernière. 

Exemple 204. Un courant continu 7 circule le long d’un conduc- 
teur bimétallique de grande longueur (fig: 454). Le rayon du brin inté- 
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rieur est r, et celui de la couche extérieur r:. Conductivité du brin inté- 
rieur y:, celle de la couche extérieure Y2. 


Déterminer la loi de variation du potentiel vecteur À et de l'induction 
magnétique à l’intérieur du conducteur (dans la région intérieure 7) 
et dans la région extérieure (77) 
ainsi qu’à l’extérieur du conduc- 
teur (région /77). 

Solution. Calculons la 
densité du courant dans la pre- 
mière région (61) et dans la 
deuxième région (ô2). | 


Fig. 453 


Du fait que Eu = En, .0n a He D'autre part 
1 


dati ++ O2 (aurs — ri) = 1. 


Par conséquent, 


I 
Ô4 = — 
ar + V2 (xrè — nri) 
Y1 
et 
Ô2 == 6, 2. . 
2 | Y1 


En développant l’expression V2 À dans un système de coordonnées 
cylindrique n’oublions pas que dans le problème considéré À n’a qu’une 


seule composante À = PA, —2À, dirigée suivant l’axe du conducteur 
(suivant l’axe des 2), et que cette composante dépend uniquement de r: 


— 1ô1 pour la première région, 
— 120, pour la deuxième région, 


14 f,44) 
0 pour la troisième région. 


r dr dr 


Une double: intégration par rapport à r donne 
A= — UT LC inr+ Ci 


Ân RS ve + Ca In r+C,; 
Arr = C5 nr + Ce. 


Le qe CA in rne doit pas figurer dans l’ expression, car À ne peut 
ss des valeurs infiniment grandes pour r — 0 ; il en découle que 

ss 0 / 

Le ten tiel vecteur est calculé à une constante près ; supposons 
que cette constante soit nulle: €; — 0. Dans ces conditions À =0 sur 
l'axe du conducteur. En partant des conditions aux Îimites, écrivons 
les équations permettant de calculer les quatre constantes restantes : 

1. Pour r=rn À; — Aï in Par jadis: 


3 
2. Pour =» Arr = A c.-à.-d. 


— Bb + Coin ra + Ci = CyIn ra + Coe 


1 Î dA, il dArr . 
3. Pour r=7r: Hi = Ha Me ee ee c.-à.-d 
Ôgri _ or 4 =. . C3 
“DE: Dur à 


4. Pour r = r, les composantes tangentielles de l’intensité du champ 
doivent être égales 


Nous avons donc : 
C= bori 5 — 6): 
= (02 — Ô4) ; 


ec CCEAEUT pe 


Ô Ô 
C=— Hsbsrt + bras —Cslnri; 
:: 2 è 
Ce — — He + Coin re + Ci —Cs In ro. 


Sur la fig. 454, l’une des courbes donne le caractère de variation 


de — À = fr) ; l’autre courbe indique le caractère de: variation de 
B = fr) pour M Êr À et pour Li = Lo = Ds. 
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Exemple 205 En partant de l'expression D — À di et des 


données de l’exemple 204, trouver le flux magnétique coupé par le conduc- 
teur bimétallique de l’exemple 204 sur la longueur À = 1 m. 


Solution. Suivant l’expression (15.26) D — À di. Décomposons 
ie chemin de l'intégration en quatre tronçons. 


Blindage 


AQU 
OL) 


DT y 


Pod 


Fonducteurs 


Fig. 455 


Le premier tronçon va du point / au point 2 (voir fig. 455, a). 
Deuxième tronçon du point 2 au point 8. | 
. Troisième tronçon du point 3 au point 4, et quatrième tronçon du 
point 4 au point 1. | | | 
Conformément à ceci 
> > ie PR PRE ii 
& Ad =\ 44 + | Ad +\ Ad +\ À di. 
2 3 A 
LR —+ — 
\ädi est nul puisque la valeur de À pour r = 0 est nulle. Pour les 
: > — 
deuxième et quatrième tronçons | À d{est également nul puisque l’angle 
entre À et di est égal à +90° et cos 90° — 0. 
À di n'est pas nul seulement pour le troisième tronçon. On a pour 
ce dernier 


A À Csinre + Cas 


r=T2 


tandis que l’angle entre À et dl est égal à 180° (cos 180° — — 1). Par 


conséquent, 
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Exemple 206. En utilisant les constructions de la fig. 449 cal- 
culer la perméabilité de l’entrefer par unité de longueur de l’induit 
(1 m) d’une machine à courant continu. | 

Solution. Conformément à la fig. 449 n = 2 et m=— Il ; 


— 0,9. Suivant l'expression (15.29) 


1,256-10-6.1.0,9.11 
GE 


Exemple 207. Calculer la capacité et l’inductance par metre 
de longueur d’une ligne de câbles à deux fils, à blindage cylindrique con- 
ducteur. La coupe de cette ligne et l’image du champ sont représentées 
sur la fig. 455, b (€, — 2,5) 

Solution. L'image du champ, représentée sur la fig. 455, b, 
est valable pour un champ électrique, comme pour un champ magné- 
tique. En outre, conformément au $ 452, les lignes de force du champ 
ES dE correspondent aux lignes équipotentieiles du champ magné- 

ique. 

Le nombre de tubes de force du champ électrique est m — 
= 10,5-2 — 21. Le nombre de cellules par tube est n — 10 (5 entre 
le conducteur et l’armure et 5 entre les deux armures et le conducteur). 


Le rapport L % 1. Le nombre de tubes de force du champ magnétique 
m = 10, le nombre de cellules par tube étant n — 21. À l’aide de l’expres- 
sion (15.31) trouvons la capacité par mêtre de longueur du câble (/=1m) : 


' +10-12.1.1. ; 
ç = 215"8,86 ù LA 46. jo Fr. 


Par définition, l’inductance L est égale au rapport entre le flux 
magnétique total et le courant ayant créé ce flux, L — + . Dans le 
problème considéré nous avons affaire à une seule spire (les conducteurs 
d’aller et de retour). Par conséquent, le flux total 5 est égal au flux ® 
entre les conducteurs (nous négligeons l’inductance due aux flux magné- 
tiques totaux dans les corps des conducteurs, du fait de leur faiblevaleur). 

Conformément à la loi du courant total, le courant 7 peut être rem- 


placé par ê H di, le long d’un circuit fermé entourant ce conducteur. 


ei> 


= 6,23.10"6 7. 


À son tour o H dl est la chute du potentiel magnétique U,, le long de ce 
circuit. Par conséquent, 


Ainsi, dans l’exemple considéré l’inductance L est égale à la permé- 
ance Gm. Pour calculer cette dernière faisons appel à l’expression (15.29) * 


CRT ELA OC LEPST ESS 


* Lorsqu'on calcule L en utilisant l’expression établie pour G,, le nombre de 
cellules dans le tube de force doit être compté suivant un circuit fermé, 
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Exemple 208. Trouver la différence de potentiel magnétique 
scalaire (la tension magnétique) entre les points À et B, situés dans 
le champ magnétique du courant linéaire 7? = 10 À (fig. 456). 

Solution. 


7 Lé gne de force 


| Po Re: ee À RC eg entiere 
Umas=\ Hdi= \Hdi+ \Ha, Jef 7e 
| À suivant AmC suivant CnB \ 7 6 A] 
\ 7. 
| +1. 25Ra 1 à 
ee - H\ ar 2RRa 4 4. Fig. 456 


suivant AmC 


H di —0, puisque sur ce tronçon l'angle entre H et di est égal 
suivant CnB 
à 90°. Par conséquent, 


Unas="g— 2,5 À. 


Exemple 209. Un champ magnétique uniforme d'intensité 

— 240 A/m a été créé dans l’air. Une petite bille ferromagnétique 
à perméabilité u; —20 est placée dans ce champ. Trouver l'induction 
à l’intérieur de cette bille. 

Solution. Faisons appel à l’analogie entre les champs électros- 
tatique et magnétique irrotationnel. Dans l'expression (13.69) subs- 
tituons À, à E et u à &. 

Nous obtenons ainsi 

= He 
dre ion = 240-255 se TF3 

Induction à l’intérieur de la bille: 
B,=20-32,7.1,256-10-$—8,21-10-47T. 


Exemple 210. Un courant continu / circule le long d’un tube à 
rayon intérieur r;età rayon extérieur 7, (fig. 457). Etablir l'équation 
pour calculer l’intensité du champ Æ à l’intérieur 
du tube, dans le corps du tube et à l’extérieur 

de ce dernier. 

Solution. L’intensité du champ. dans 
l’une quelconque des régions mentionnées est 
trouvée à l'aide de la loi du courant total. 

Si on trace une circonférence de rayon r <r4, 

r dont le centre se trouve sur l’axe du tube, cette 

Fig. 457 circonférence n’embrasse pas le courant. Par 

conséquent, pour r<r; H—0. En d’autres 

termes, il n'existe pas de champ magnétique à l’intérieur du tube. 
La densité du courant dans le corps du tube est : 

Î 
| Ce a (rar a (È—r?) | 
Une circonférence de rayon r,<r<r, embrasse le courant ôn (r?—r?). 
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— 32,7 Am. 


Par conséquent, dans l’intervalle entre r, et re 
T(r2— ri) 
— Qnr (r2—ri) | 


À l'extérieur du tube, pour r>r», l'intensité du champ décroît suivant 
une loi hyperbolique 


I 
| a 
La courbe H = f (r) est représentée sur la fig. 457. 
k * 
C 


Les lois de Biot — Savart et de Laplace ont été exposées au cours 
de physique. DOC Eee à ces lois et en l'absence de milieux erro- 


magnétiques, un tronçon de conducteur linéaire dl, 
parcouru par le courant 7, crée une induction ma- 


gnétique dB en un point se trouvant à la distance R 
de l’élément du courant ; cette induction est cal- 
culée de la maniêre suivante | 


dB = po dix Ro | (15.36) 


: Fig. 458 


Ici Ro — vecteur unitaire mené de d{ au point où on 
calcule l’induction magnétique (fig. 458). Induction résultante en 
ce point est | | : 


RS _ Lo/ di X Ro : 
B— 0 ES (15.37) 
Dans l'expression (15.37) l’ intégration est faite suivant toute la longueur 
du circuit fermé, parcouru par le courant. 

Si dans |” expression (15.36) on introduit le courant Z, puisqu ’il a une 


valeur constante, dans le produit vectoriel et si on substitue ôdV à à 1 di, 


où dV — élément de volume du conducteur à densité du courant 6, 
on obtient: : 


aB= 32 (ô x Fa dv dv (15.38) 
et: cs 


Be { GXRd av. (15.39) 
V 


Dans !’ expression (15. ”) l'intégration se fait suivant le volume « occupé 
par le courant ». 

Dans les ouvrages spécialisés Ja formule (5: 38) est souvent appelée 
doi d'Ampère. 

Dans la pratique, les expressions (15:37) à (15.39) sont employées 
lorsque l” intégration peut être fait sans grosses difficultés. Deux exemples 
“simples d’utilisation de l'expression (15.37) sont donnés à la.p. 635—636: 
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Pour conclure arrêtons-nous sur les deux considérations suivantes : 

t. La structure des expressions (15.36) et (15.38) est jusqu’à une 
certaine mesure similaire à [a structure de l'expression de l'intensité 
du champ électrique dans un champ d’une charge ponctuelle, obtenue 
au $ 382 à partir de la loi de Coulomb. 

2. Il'est intéressant de comparer la loi du courant total avec les lois 
de Biot — Savart — Laplace. Toutes ces lois permettent de calculer 
l'induction magnétique créée par le courant. Cependant la loi du courant 
total n’est applicable qu’à des circuits fermés parcourus par des courants, 
tandis que les lois de Biot — Savart — Laplace sont applicables non 
seulement aux circuits fermés parcourus par des courants, mais également 
aux tronçons des conducteurs parcourus par des courants (aux éléments 
de couränt). Dans ce sens, les lois dé 
Biot — Savart — Laplace sont plus uni- 4# a -C7an" 
verselles. | - 4 

Exemple 211. Calculer à l’aide 
de l’expression (15.37) pour le point. m 


Tail I 
Fig. 460 


l'induction magnétique créée par le tronçon d’un conducteur linéaire, 
parcouru par le courant 7 (fig. 459). Le point mest situé à une distance b 
du conducteur. 

Solution. Désignons par a l'angle entre di et R. En partant des 
considérations géométriques, on a 


R == 


sin & 
b da 
sin? a 
di x Ro]=dl-1-sin oc; 
AB = por 


œ2 
‘ Uo/ 
\ sin & da — 4nb (cos 4 —— COS Go). 


œ1 


, = —bciga. 


Par conséquent, di — 


Ç Sin a da; 


— bol 
4nb 


Le vecteur B est dirigé vers le lecteur. 
Si.le conducteur est infiniment long a; — 0, a = 180°, cos &æ — 
— cos œs — 2 et B — bol ce qui confirme le résultat obtenu à l’aide 


2n6 ? 
de la loi du courant total. 
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Exemple 212 Etablir l'expression pour calculer l’intensité 
du champ magnétique sur l’axe d’une spire circulaire, parcourue par le 
courant { (fig. 460). Appelons a le rayon de cette spire. 


Solution. Considérons l'élément de courant 7 di. L'intensité 
du champ dH’, créée par cet élément au point b, situé sur l'axe de la spire 
et se trouvant à la distance z du plan de la spire, est 


Ia x Ro). 
An (a? + 22) ? 


l'intensité dH’ est perpendiculaire à d/ et à Ro. L'intensité au même 
point b, due à l’élément du courant / di, situé à l’opposé du précédent 
est dH". Les modules de dH” et de dH” sont égaux. 


En effectuant l’addition géométrique de dH' et dH”, nous obtenons 
un vecteur orienté suivant l’axe de la spire 


dl=ad a 
e 1 Bd 1 € Ja? 
a sin a € & | a 
me) ere = RE — 1" | Er 


CS 2 (a2+-2?) 


CHAPITRE XVI 


ÉQUATIONS FONDAMENTALES D'UN CHAMP 
ÉLECTROMAGNÉTIQUE VARIABLE 


$ 459. Définition d’un champ électromagnétique variable. On entend 
par champ électromagnétique variable l’ensemble des champs électrique 
et magnétique, variant en fonction du temps et liés réciproquement 
l'un à l'autre. 

Le champ électromagnétique variable est une particulière forme 
de la matière. Il possède une énergie, une masse, une quantité de mouve- 
ments et peut passer à d’autres formes de la matière. Les perturbations 
quelconques de ce champ, dans un diélectrique, sont transmises à de 
grandes distances avec une vitesse considérable, égale approximative- 
ment à 3-10% m/s. 

: Les équations utilisées dans l’étude des phénomènes se déroulant dans 
oh électromagnétique variable, sont appelées équations de Max- 
well. 

Le système des équations de Maxwell comprend quatre équations : 

1. L’équation exprimant la relation entre le rotationnel du champ 
magnétique et la densité du courant au même point du champ. Cette 
équation est appelée première équation de Maxwell. 

2. L'équation donnant la relation entre le rotationnel du champ 
électrique et la vitesse de variation du champ magnétique au même point 
du champ. Cette équation est appelée deuxième équation de Maxwell. 


.. 8. L’équation div B=0 exprimant le principe de la continuité du 
flux magnétique. 


4. L'éqüation div Ë — _ exprimant la relation entre la diver- 


gence du champ électrique et la densité des charges libres au même point 
du. champ. 

Lorsqu'on étudie les relations énergétiques existant dans un champ 
électromagnétique, on a recours également au théorême d'Oumov —. Poyn- 
ting qui sera examiné par la suite au $ 463. 

$ 460. Première équation de Maxwell. La première équation de 
Maxwell s'écrit de la manière suivante 


rot H—8+e. (16.1) 


Deux densités de courant figurent au second membre de cette équa- 
tion : la densité du courant ( de conduction & et fa densité du courant de 


‘déplacement ectriéte Æ. Le courant de déplacement électrique 


apparaît dans un diélectrique quelconque, y compris lé vide, lorsque 
l'intensité du champ électrique varie en fonction du temps. Le courant 
de déplacement donne naissance à un champ magnétique, comme le fait 


637 


le courant de conduction. Quoique la nature du courant de conduction 
et celle du courant de déplacement ne soient pas identiques, les courants 
de ces deux espèces possèdent la même propriété, celle de donner naïis- 
sance à un champ magnétique. 

Le sens physique de la première équation de Maxwell est d'exprimer 


ôt 
un point quelconque du champ fait apparaître au même point un rotation- 


nel du champ magnétique (rot H). 

Le mérite de l'introduction du courant de déplacement dans les 
équations fondamentales du champ électromagnétique variable revient 
à James Maxwell. Maxwell a fait paraître en 1873 un ouvrage fondamental, 
portant le titre « Traité d'électricité et de magnétisme ». C’est dans cet 
ouvrage qu'il a introduit le courant de déplacement dans les calculs 
électrotechniques. 

Nous avons déjà en affaire maintes fois au courant de déplacement 
dans les sections précédentes de ce livre (et en particulier dans celle, 
intitulée « Phénomènes transitoires », dans Îa deuxième partie de ce 
cours). 

où sait que pendant la charge d’un condensateur quelconque, ce 
dernier est parcouru par un courant. Ce courant, qui traverse le diélec- 
trique n’est pas autre chose, que le courant de déplacement. 

Ainsi, lorsque le champ électrique dans un diélectrique varie en fonc- 
tion du temps, ce diélectrique est traversé par un courant. Si, par exem- 
ple, on prend un condensateur à air, plan, non chargé et si on le branche 
par l’intermédiaire de la résistance R, à une source de F.E.M. à tension 
U, la tension aux armatures du condensateur va croître conformément 


que toute variation du champ électrique en fonction du temps (5) en 


? 
à la loi suivante : u=U (1 — 1) Du fait que le champ électrique 
dans un condensateur plan est : 
_, UC 
En 
où d-—distance entre les armatures, on a 
4 
U — ——— 
E=—(1—e RC), 
La capacité des condensateurs plans est C — _ Le courant de 


déplacement traversant un centimètre carré, dans une section du diélec- 
trique, pris perpendiculairement aux lignes de force, est 


Courant de déplacement à travers la surface s est 


t 
pe 
Re 
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c’est-à-dire qu’il est exactement égal au courant de conduction, circulant 
dans les conducteurs raccordant les condensateurs à la source de F.E.M. 
Il y a lieu de souligner que les lignes du courant sont des lignes fermées. 
Pour terminer l’examen de la première équation de Maxwell, remar- 
quons qu’en réalité cette équation n’est autre chose que la loi du courant 
total, écrite sous forme diflérentielle. 


Assurons-nous que de la loi du courant total découle l'équation (16.1). À cette 
fin prenons un circuit fermé quelconque et écrivons pour ce dernier l'équation 
de la loi du courant total. Le courant total traversant l’aire délimitée par le circuit 
est égal à la somme du courant de conduction et du courant de déplacement. Par 
conséquent, 

+ — — OE\ — 
Ÿ # di \ (5+e 7) s. 
8 


Conformément au théorème de Stokes d H di = \ rot H ds. Par conséquent, 
| 5 
\ rot H ds— \ (ô+e) ds 
— à s. 
8 S 


Cette dernière égalité doit être satisfaite pour toutes les aires s, quelles qu’el- 
les soient. Ceci ne peut être vrai que lorsque les fonctions à intégrer du premier et 
du second membre de cette dernière expression sont égales, c’est-à-dire lorsque 


Ôt ” 
Nous avons déjà dit que les lignes du courant sont des lignes fermées. On peut 
traduire mathématiquement le fait que les lignes du courant total sont fermés. À cette 
fin prenons la divergence de deux membres de l’équation (16.1). Nous avons déjà 


indiqué que la divergence d'un rotationnel est identiquement nuile (voir $ 448). 
Par conséquent, 


+ + 
rot H=—ô+ 


divrot H= div (8+e%) = (, 
D'où 
PS 4 Ô0E 

div (8+e27)=0. 


Ainsi il n’existe pas en un point quelconque du champ ni disparition, ni création 
de lignes du courant total. 

L’équation div (34 8 Æ = 0est l'équation de continuité (14.5), examinée 
au $ 425, écrite en forme différente. En effet, il résulte de l'équation 


; —- 
div (84.5 )-0 que div © div D. Mais divD=py;t. Par consé- 
quent, div à — Bu. , 


__ $ 461. Deuxième équation de Maxwell. La deuxième équation de 
Maxwell s'écrit de la manière suivante 


tes. (16.2) 
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Voici le sens physique de cette équation : chaque variation du champ 


magnétique en fonction du temps (5), en un point quelconque du 


champ, amorce un tourbillon ou un rotationnel du champ électrique 
au même point de ce champ, autrement dit, provoque un champ électri- 
que rotationnel. 

La deuxième équation de Maxwell n'est autre chose que la forme 
différentielle de la loi de l’induction électromagnétique. 


Le raisonnement suivant - nous le démontre. Considérons mentalement un 
certain contour fermé, situé dans un 7. électromagnétique variable. La chute 


de tension dans ce circuit est égale à Éd, cette chute devant être égale à la 
F.E.M. induite par le flux variable est 


+ > 
e=® Ê di. 


0D 


Mais la F.E.M. rt 
Ainsi, | 
bEä- TT. 
À soi tour 


Par conséquent, 


l'aire s étant limitée par { contour. | | . 
Conformément au théorème de Stockes * = | rot Ë ds et, par von- 


S 
séquent, 


\ rot Eds — — \ À ; Se 
S | 8 
__ Cette dernière égalité doit être satisfaite quelles que soient les aires s; ceci 
fe peut avoir lieu que lorsque les fonctions à intégrer des deux membres’ sont éga- 
les. Par. conséquent, 


>  ÔB 
Le signe —, figurant devant le second membre de la deuxième équation de Max- 
well (de même que dans |” expression € = — Se)” s "explique par la règle du tire- 


bouchon. Si on visse le tire- bouchon de manière que Île sens positif du‘vecteur de 


l'induction magnétique B, en un certain point de l'espace ét lorsque Î° induétiôri 
en ce point augmente, coïncide avec le sens . de déplacement de la pointe du tire- 


bouchon, le sens positif pour le vecteur: intensité du champ électrique E coïncide 
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— 
avec le sens de rotation du tire-bouchon, la circulation du vecteur E étant écrite 
le long d’un contour fermé infiniment petit, embrassant ce point et situé dans 

+ 


un plan perpendiculaire au vecteur B. 
Le signe — est placé devant le second membre de (16.2) pour faire coïncider 


L je É .4. « Lé . 
le sens réel de Æ, dans les conditions susmentionnées, avec le sens pris comme 
+ e 
positif pour E. 


Des dérivées partielles (et non totales) en fonction du temps figurent 
dans la première comme dans la deuxième équation de Maxwell. Ceci 
provient de ce que les équations de Maxwell sont écrites pour des corps 
et des circuits fermés, émmobiles par rapport au système de coordonnées 
choisi. 

Il y a lieu de remarquer que dans un champ électrique variable, 
en plus des lignes de force du champ électrique « commençant » et se 
terminant aux charges électriques (de même que dans un champ électros- 
tatique), peuvent également exister des lignes de force du champ électri- 
que, fermées sur elles-mêmes, embrassant les lignes de force du champ 
magnétique, également fermées sur elles-mêmes (voir par exemple 
fig. 483). 

- $S 462. Equation de Maxwell écrite sous forme complexe. Les équa- 
tions (16.1) et (16.2) sont écrites pour des valeurs instantanées. Lorsque 
H et E varient dans le temps suivant une loi sinusoïdale, on peut éyale- 
ment utiliser la méthode symbolique et écrire les équations (16.1} et 
(16.2) sous une forme différente. Soit : 


H=Hnsin(ot+w) et EE, sin (of +3). 


On peut écrire H — Im Heï®t (Im —« partie imaginaire ») ou, par con- 
vention, H — Heiet où l'amplitude complexe est 


À son tour E —+ E,eitt (— étant le signe de correspondance). 

Du fait que les intensités ÆE et H varient non seulement en fonction 
du temps suivant une loi sinusoïdale, mais sont également des fonctions 
vectorielles, c’est-à-dire qu’elles sont des vecteurs orientés d’une façon 
déterminée dans l'espace, nous allons placer au-dessus de ces symboles 
une flèche et un point 


_. 


Em et Hm: 

La flèche montre qu’il s’agit ici d’un vecteur dans l’espace et le 
point signifie que la projection de ce vecteur sur un axe quelconque de 
coordonnées varie dans le temps suivant une loi sinusoïdale. Alors à 
peut être remplacée par yÆeiot, 


dE FO 
E——; par jwEeEei® (57 Eneio == JoEme® } 
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el 
rot H — rot (4 *ejot) = ejûi rot h 


(eiwt, étant une grandeur constante, indépendante des coordonnées, 
peut être mis en facteur devant le signe du rotationnel). Dans ces condi- 
tions la première équation de Maxwell s’écrit comme suit : 


eiot rot H — (YE+ jewË) ejet, 


Après simplification par ef®t nous avons 


rot H—yE + josE. (16.3) 


De même la deuxième équation de Maxwell peut être écrite ainsi 
sous forme complexe : 


rot Ê— — jou. (16.4) 


$S 463. Théorème d’Oumov — Poynting pour les grandeurs instan- 
tanées. En plus des équations de Maxweli, un grand rôle est joué dans la 
théorie du champ électromagnétique par le théorème d’Oumov —- Poyn- 
ting. Ce théorème permet de se rendre compte des rapports énergétiques 
existant dans un champ. 

Il existe deux formes d'écriture du théorème d’Oumov — Poynting. 
La premiére est utilisée pour les grandeurs instantanées, et la deuxième, 
la forme complexe, pour les grandeurs variant suivant utie loi sinu- 
soïdale. | 

Il a été indiqué au $ 421 que l'énergie par unité de volume d’un 

£&E2 


champ électrique est égale à —-. L'énergie du champ magnétique par 


unité de volume est — 7 . L'énergie contenu dans le volume dV est 
cE? LH? 
(SE) av. 


Pour établir l’expression donnant l'énergie totale du volume dV, 
multiplions (16.1} Æ dV et (16.2) par H dV. Nous obtenons ainsi 


E rot H dV — (vÉË+ NES dv = (ve ++ _ )dV, (16.5) 


É 2 
Hrot EdV=(—uñi 5) av = (#7 #5) dV. (16.6) 
Soustrayons (16.6) de (16.5) : 
Œrot H— H rot E) dV | vE+ (+ HE) ] av. (16.7) 
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Puisque div (Ë X H) _ H rot E —'E rot H*, le premier membre de 
(16.7 est — div (E x H}) dV. 
Par conséquent, 


— div (E x À) dV = [VE ++ (+ E) | dv. 


Pour simplifier l'écriture désignons le produit vectoriel Ë x H 
par $, c'est-à-dire posons S — (E X H) ; S est vecteur qu’on appelle 
habituellement vecteur de Poynting ; ses dimensions sont celles du 
produit des dimensions de Æ par les dimensions de H 


1S1= (E1 141 = À = V Am. 


m m 


Ainsi, le vecteur de Poynting a les dimensions d’une puissance (ou 
d’une énergie par unité de temps), rapportée à une unité de surface et son 
sens (fig. 461) coïncide avec celui du déplacement de la pointe du tire- 


bouchon, lorsque l'angle de rotation de É à H est le plus petit. Ainsi : 


— div S av = [yet+ (SE) ] a. (16.8) 


Etendons (16.8) à un certain volume de dimensions finies. À cette 
fin intégrons (16.8) dans le volume VY : 


"] div S dV = \ vE? d+$ \ (+) dV. (16.8) 


De même que l'intégrale de surface peut être transformée conformément. 
au théorème de Stokes, en intégrale de ligne, comme nous l'avons indiqué 
au chapitre précédent ($ 450) | 


+ — R = — 
rot À ds = © À di, 
\ $ 
l'intégrale de volume peut être à son tour transformée en une intégrale 
de surface. Cette transformation se fait à l’aide du théorème d’Ostro- 
graüski — Gauss 
| divS dv = & S ds. 


* Rappelons la déduction de cette relation. Utilisons les indices a et b, 
désignant la variable (a ou b), par rapport à laquelle on effectue la dérivation et 
rappelons qu’on peut faire une permutation circulaire des facteurs. Nous aurons 
alors 


div (4 X B)=v (4 x B)= Va (À X B)+ Vy (À X B)—B (Va X À)+ 
LA (BE X Ve) = B (Va X À)— À (Vy X B)—B rot A— À rot B. 
En substituant Ë à À et H à B on obtient précisément la relation cherchée : 
div (E x H)=H rot F2: rot H. 
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Expliquons cette transformation au point de vue qualitatif. Divisons le volu- 


me V (fig. 462) en un grand nombre de volumes élémentaires À V, substituons US 

el. Sas . 

à div S (rigoureusement parlant il aurait fallu prendre lim Av }: où Às 
AV-—0 


est un élément de surface du volume AV et où le signe > désigne la sommation 
suivant toutes les surfaces du volume AV. On a alors 


div SaV= SD . AV= DY'SAs. 


Surface Surface 
intérieure" périphérique” 


S=[ER] 
Fig. 461 Fig. 462 


Le premier signe de > désigne la sommation suivant les surfaces d’un volume élé- 
mentaire et le deuxième signe correspond à la sommation suivant les divers vo- 

lumes. 

mé ns ñ Lé Le 
La somme D S As peut être décomposée en deux sommes : la somme des 
+ 

expressions S As, suivant toutes les surfaces, séparant un volume du volume voisin 
+ —+ 
(suivant les surfaces « intérieures ») et la somme S As, 


Surface Lex volumes Suivant les surfaces « périphériques ». La première somme 
nintérieare" contigus est nulle, puisque pour deux volumes continus les 
| fi normales, extérieures à leurs surfaces communes, sont 

453 dirigées en opposition. On peut le voir sur la fig. 463; 


mn est la face commune de deux volumes. Pour le volume 
supérieur la normale à cette face est dirigée vers le bas 


(As) et pour le volume inférieur, la normale à sa surface 

4ÿ, est dirigée vers le haut (As): le vecteur S, étant multi- 
— — |  — 

plié par (As + As) s'annule. La somme SAs, suivant 


Fig. 463 | BE 
toutes les surfaces périphériques, donne précisément Sd 


Ainsi, le théorème d'Oumov — Poynting pour les valeurs instan- 
fanées s’écrit de la manière suivante : 


— Sas ( vE? dV + | (+ =) dv. (16.9) 
s Ÿ V 


Le premier membre (16.9) est le flux du vecteur de Poynting (dirigé 
vers l’intérieur du volume) à travers une surface fermée quelconque 5, 
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délimitant un certain volume V*. Conformément à l'équation de Joule — 
Lenz, écrite en forme différentielle, yE? est l'énergie dégagée sous forme 
de chaleur par unité de volume dans l’unité de temps. 


Par conséquent, \ y E? dV est l'énergie dégagée sous forme de chaleur 


V 
par unité de temps dans le volume V ; 
Ô fer? 
Of (+ 
électromagnétique par unité de volume. 

Mais la vitesse de variation d'énergie électromagnétique n’est autre 
chose que la puissance. Par conséquent, le flux du vecteur de Poynting, 
à travers une surface fermée quelconque délimitant le volume V, est 
égal à la puissance dégagée dans ledit volume V sous forme de chaleur, 
et à la puissance utilisée pour accroître l’énergie du champ magnétique. 

Le théorème d'Oumov — Poynting peut être interprété comme équa- 
tion du bilan énergétique ; le premier membre de (16.9) est la puissance 
ou l'énergie apportée par unité de temps sous forme du vecteur du flux 
de Poynting à l’intérieur d’un certain volume ; le second membre de 
(16.9) est l'énergie dépensée par unité de temps à l’intérieur de ce volume. 

La relation (16.9) a été établie dans l’hypothèse que le milieu à l’in- 
térieur du volume V soit homogène et isotrope, ainsi qu’en supposant 
qu’il n’existe pas d'onde réfléchie, ni de sources de force électromotrice 
à l’intérieur du volume V. 

Si le champ ne varie pas dans le temps, on a 


Ô ( + A) 2 0 


H? : es , »< . 
+) est la vitesse de variation de la réserve de l'énergie 


dt \ 2 2 
et _ 
—{ S mL 


L'énergie électromagnétique est transmise de l'endroit où elle est 
engendrée à celui de son utilisation suivant un diélectrique (tandis que 
les conducteurs jouent un rôle double : ce sont des canaux le long desquels 
circule Île courant et en même temps des organisateurs de la structure 
du champ dans le diélectrique). 

_Démontrons le bien-fondé de cette affirmation à l’aide de l’exemple 
le plus simple. Supposons que l'énergie du courant continu soit transpor- 
tée le long d’un câble coaxial (fig. 464). Le rayon du conducteur ést r1, 
le rayon intérieur de la gaine est r:. Supposons que la conductivité du 


* Expliquons le sens du signe — figurant devant le premier membre de 


l'expression (16.9). L'élément de surface ds en un point quelconque de cette sur- 
face est dirigé dans le sens de la normale extérieure par rapport au volume consi- 


déré. Le vecteur de Poynting S est dirigé à l’intérieur de ce volume. Du fait que 
l'angle entre S et ds est plus grand que 90°, le produit scalaire S ds << 0 et 
— S ds = 0. Ainsi, grâce à la présence du signe —, le premier membre de l’expres- 
Sion (16.9) est une quantité positive. | 
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matériel du brin et celle de la gaine soient tellernent grandes (théorique- 
ment infiniment grandes), que l'intensité du champ E — Ÿ dans le brin 


et dans la gaine tendent vers zéro. L'espace entre le brin et la gaine est 
rempli de diélectrique. | 
Assurons-nous que l'énergie transmise au récepteur par unité de 
temps et égale à UJ est effectivement canalisée suivant le diélectrique. 
À cette fin calculons le flux du vecteur de Poynting à travers la sec- 
tion transversale du diélectrique ayant dans le cas considéré la forme 


Déélectrique 


MéElieu 
conducteur 
Fig. 464 Fig. .465 


d’un anneau de rayon intérieur r,; et de rayon extérieur r:. Conformé- 
ment à la loi du courant total l'intensité du champ magnétique dans 
le diélectrique est 

_—. 

ar 


H 


Le champ électrique dans le diélectrique pour le courant continu est 
calculé comme en électrostatique : 


 Qnerl fo 
rin <= 
"4 
Ici Q — charge totale du conducteur sur la longueur !, U — tension 


entre le brin et la gaine. Par conséquent, en un certain point du diélectri- 
que, situé à la distance r de l'axe (r, < r < r),ona 


UT 


: 
Orr?2 in —2- 
r{ 


SL 


(É et H sont respectivement perpendiculaires. Voir fig. 465). Le flux du 
vecteur de Poynting à travers un anneau à rayons r; et r, est : 


| Sd À Sanr dr = 2 —U LAS 1 à 
2 + 


r 


G40 


Ainsi, toute l’énergie fournie au récepteur est effectivement transmise 
le fong du diélectrique. Aucune énergie n’est transmise au récepteur 
le long du brin ou de la gaine. En outre, si l’on tient compte que y a une 
valeur finie et que l’intensité du champ électrique dans le brin et dans 
la gaine est dirigée dans le même sens que le courant et n’est pas nulle, 
il est facile de se rendre compte qu’il existe un flux du vecteur de Poynting 
à travers la surface latérale du conducteur‘vers l’intérieur de ce conduc- 
teur, c.-à-d. que les conducteurs consomment eux-mêmes de l’énergie, 
prélevée du diélectrique, afin de compenser les pertes thermiques. 

Exemple 213. Calculer la tangente de l’angle entre le champ 
électrique et la normale à la surface du brin en un point appartenant 
à la surface du brin d’un câble coaxial (fig. 464), ainsi que la valeur du 
flux du vecteur de Poynting à travers la surface latérale du conducteur, 
sur la longueur d’un mêtre et comparer la valeur du flux du vecteur de 
Poynting, ainsi trouvé, avec les pertes d'énergie dans les conducteurs, 
pour la même longueur de 1 #. Rayon du brin en cuivre r; — 0,3 cm. 
Rayon intérieur de la gaine r; — 1 cm. Courant continu circulant dans 
le câble / — 50 À. Tension U entre le conducteur et la gaine 10 kV. 

Solution. La composante de l'intensité du champ électrique 
normale à la surface du brin 


E; 1 UN 105 V/m. 
ri lens 0,005: Ina 
La composante de l'intensité du champ électrique, tangente à la sur- 
face du brin, conformément à la loi d'Ohm, vaut 
1 50 | : 
E; — T2 Y Fn n-0,003%.5,8.107 — 3,05. 10 £ Vim. 
Le vecteur de l’intensité du champ électrique E forme avec la normale 
à la surface du conducteur un angle «& (fig. 465), dont la tangente est 


iga= nt 1,110. 
L'intensité du champ magnétique à la surface du brin, conformément 
à la loi du courant total, est 


H=-— == 2650 A/M. 


Pour calculer la valeur du flux du vecteur de Poynting, pénétrant 
à l’intérieur du brin, pour une longueur de 1 m, il faut multiplier la com- 
posante du vecteur de Poynting EH, pénétrant à l’intérieur du brin, 
par la valeur de la surface latérale du conducteur sur une longueur de 1 m 


E,H-2nr;-1—3,05-10"2.2650 210,003. 1 — 1,523 W. 


Cette valeur est exactement égale aux pertes d’énergie dans le conducteur 
du câble sur une longueur de 1 m : 


l Il | 
PRE PS 60 a orx-0-008 — 11523 W. 
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Exemple 214. La fig. 466 représente la coupe transversale d’un noyau 
de transformateur. Ce noyau est entouré d’une spire. Deux voltmètres électrody- 
namiques identiques Vi et V2 sont branchés aux extrémités ouvertes a et b de cette 
spire. La disposition des conducteurs entre les voltmètres et les points a et b est 
représentée sur la fig. 466. Les différents points de la spire et des conducteurs 
sont désignés par des.lettres. 

Le flux ® circulant dans le noyau du transformateur est dirigé Le long de ce 
noyau (perpendiculairement à la figure) et varie comme suit en fonction du temps 


D—= 0,001 cos 500 { Wb. 


Calculer les indications des voltmètres, en supposant qu’il n’y a pas de flux 
magnétiques en dehors du noyau et que la résistance Ry de chaque voltmètre est 
beaucoup plus grande que la résistance R,, de a 

{ spire elle-même, autrement dit que 


Rep 
Rvy 
Solution. Désignons par à Île courant 
dans le voltmètre Vi, par i celui dans le voltmètre 
Ve, par à le courant dans [a spire. Les sens positifs 
pour ces courants sont indiqués par des flèches 
sur Ja fig. 466. 
Conformément à la première loi de Kirchhoîf 


lg kio =. (a) 

Ecrivons deux équations suivant la deuxième 

loi de Kirchhoîff. L'une d’entre elles est établie 

pour le circuit constitué par le voltmètre V{ et la spire, c.à-d. pour le circuit 

fermé acdebVia. En écrivant ces équations n'oublions pas que le circuit embrasse 
le noyau et, par conséquent, qu'il est traversé par le flux | 


Noyau 
Fig. 466 


: d® 
ARv +ikRep tr 0. [#) 


Ecrivons la deuxième équation pour le circuit constitué par le voltmètre V2 et 
la spire (circuit agV2 fbedca). Ce circuit n’embrasse pas le noyau et, par conséquent, 
n'est pas traversé par le flux magnétique 


i9R y +iRep —0. (c) 
En partant de l'équation (c) trouvons i — — is ns et substituons dans (à) 
sp 
la valeur ainsi trouvée. Nous obtenons alors à = — is (Co +1) . Du fait que 
sp 
Ry . Ry 
— D 1, ne —-is ——. 
Rap Î à Rep 
dd . Rsp TE 
Substituons iris Où io — Hp dans l'équation (b). Nous aurons alors 


Rsp f[Rsp\? dD 
ae [ire] 1e sr 2 
d® . 
— 57 = 0,5 sin 500 


L'indication du voltmètre VA est égale à la valeur eïficace de la grandeur 
hRvy, c'est-à-dire à CPS — 0,355 V. 
y2 


648 


Les indications du voltmètre V2 sont égales à la valeur efficace de la grandeur 
ioRy EU 0. 


L’exemple considéré montre nettement que lors des mesures dans un champ 
électromagnétique variable, les indications du voltmètre dépendent de la position des 
conducteurs entre ce voltmètre et l'installation à mesurer. 


$ 464. Théorème d’Oumov — Poynting écrit sous forme complexe. 
Avant d'examiner l'écriture du théorème d’Oumov — Poynting en sa 
forme complexe, parlons de la puissance totale dans un circuit à courant 
alternatif. La puissance totale est 


S—ÜI—P+;jQ. 


Soit un circuit à courant alternatif comprenant une résistance active 
R, une inductance L et une capacité €, couplées en série. Pour ce cir- 
cuit la puissance réactive est 


Q=PX=P(oL—-—)=o0[ PL-R (ER) C]-20(wn—0w.). 


Ici 
LI 
2 


U? 
et w, — Ce ! 


Um —: 


U,; — tension aux armatures du condensateur. 
Ainsi la puissance réactive Q est égale à la différence entre les éner- 
gies magnétique w,, et électrique w., multipliée par 2w. De même que dans 


un circuit à courant alternatif, pour calculer la puissance totale S$, il 

faut multiplier la valeur complexe de la tension U par la valeur complexe 
# | 

conjuguée du courant 7, on fait appel ici au vecteur complexe de Poynting 


S. Il est égal à 


Nous aurons ainsi au lieu de — S ds 


re __—- . 5 de d 
un Ce CUS À rot E) dV. 


Conformément à (16.3) et (16.4) 
rot H — vE+ jweË 
et 


rot E— — jouH : 
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.* # + 
Par conséquent, rot H—VYE—jweE et 


2e ES Le ie . f uA2 > E2 
É rot — H rot Ê = yÉÉ— jweËE + jouHA —YE+2jo (<<). 
Et de ce fait 168 
—$ Sas= (ve av +20 | (EE) av. (6.10) 
V V 


Le premier terme du second membre représente la puissance active, et 
le deuxième terme est la puissance réactive. Ainsi le théorème d'Oumov — 
Poynting peut être écrit de la manière suivante : 


—@ Sds=P+j0. 


Il est souvent utilisé sous cette forme pour calculer Îa résistance active 
et la réactance intérieure des conducteurs en courant alternatif (voir 
pour les détails le $ 472). 


$ 465. Quelques observations complémentaires. Avant de terminer le chapi- 
tre XVI il y a lieu de faire les quatre remarques suivantes: 

Première remarque. Les équations de Maxwell comprennent les 
paramètres (e,y,u), caractérisant les moyennes des propriétés de la substance dans 
l’espace et dans le temps. En basses fréquences, ces paramètres sont des nombres 
réels (non complexes) et c’est ainsi que nous les considérerons dans ce cours. 

En haute fréquence la viscosité diélectrique, les phénomènes de relaxation 
et autres commencent à jouer un rôle important dans les diélectriques. Dans les 
substances ferromagnétiques ce sont les phénomènes d'hystérésis, de viscosité 
‘magnétique et certains autres encore qui se manifestent nettement dans ces con- 
ditions. Pour ces raisons &, y et u deviennent des fonctions de la fréquence et sont 
des quantités complexes. 

Deuxième remarque. Au $ 460 nous avons examiné la première 
équation de Maxwell (16.1). Deux densités du courant, celle du courant de conduc- 

— 


tion 8 et celle du courant de déplacement électrique € ei figurent dans le deuxième 


membre de cette équation. Mais il existe en réalité en plus du courant de conduction 
et du courant de déplacement électrique, un courant de troisième espèce, à savoir 
le courant de transfert. Le courant de transfert est une notion collective. 

On appelle courant de transfert, un courant dont la nature diffère de celle du 
courant de conduction, ainsi que de celle du courant de déplacement. L'exemple 
le plus typique du courant de transiert est le courant circulant dans un tube élec- 
tronique du fait du phénomène d'émission thermo-électronique. 

La densité du courant de transfert est égale à la densité volumique des charges 


transportées p, multipliée par la vitesse de leur transfert v. Si le courant de trans- 
—+ 
fert est créé par un mouvement à vitesse v,, les particules à charge positive ayant 


la densité volumique p et se déplaçant à la vitesse v_ et des particules à charge 
négative de densité volumique p_, la densité du courant de transfert est égale à 
—+ 


P+04 PDU.  . a 
Si on tient compte du courant de transiert, on doit écrire la première équation 
de Maxwell sous la forme suivante: 
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rot A++ po. 


Pour les problèmes considérés dans la troisième partie de ce cours, le courant de 
transfert.n’existe pas et, par conséquent, la première équation de Maxwell sera 
prise dans sa forme (16.1). 

Troisième remarque. Pour des fréquences très élevées, lorsque 
la longueur de l’onde électromagnétique devient commensurable avec les dimen- 
sions linéaires caractérisant la structure moléculaire de la substance elle-même, 
celle-ci ne peut plus être considérée comme un continuum. Dans ce cas les équations 
de Maxwell doivent être remplacées par des équations tenant compte de la struc- 
ture moléculaire de la substance. 

Quatrième remarque. Nous avons indiqué au & 459 que le champ 
électromagnétique possède non seulement une énergie, mais également une masse 
et une quantité de mouvement. La masse par unité de volume du champ électro- 
magnétique est calculée comme quotient de l'énergie du champ, localisée dans 
l'unité de volume, par le carré de Ia vitesse de propagation de l’onde électromagné- 
tique dans le vide | 

eE2  uH2 
, De 

La quantité de mouvement du champ électromagnétique G, réduite à l’unité 
de volume, est égale au produit de la masse du champ dans l'unité de volume par 
la vitesse de propagation de l’onde électromagnétique dans le vide 


G=My. 


Lorsqu'on parle de la propagation d'un champ électromagnétique, il ne faut 
pas oublier qu'on a affaire au mouvement du flux de la masse du champ et du 
flux de la quantité du mouvement du champ, en même temps qu’au mouvement 
du flux d'énergie électromagnétique. 

La masse d'un champ électromagnétique, contenue dans l’unité de volume, 
est infiniment petite par rapport à la masse (à la densité) de toutes les substances 
connues. Même pour les valeurs maximales, réalisables à l’heure actuelle, des 
intensités des champs électrique et magnétique, la masse du champ électromagné- 
tique par unité de volume ne dépasse pas de 10720 à 10715 g/cm. 

Mais malgré ceci l'existence d’une masse dans un champ électromagnétique 
joue un rôle de principe: elle se manifeste par une certaine inertie des phénomè- 
nes se déroulant dans un champ électromagnétique. 

Quoique la présence de la masse et de la quantité de mouvement dans un 
champ électromagnétique ait une valeur de principe, ces notions ne sont pas uti- 
lisées dans le cours présent où l’attention a été concentrée sur les relations éner- 
gétiques. 


CHAPITRE XVII 


CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE VARIABLE DANS 
UN MILIEU CONDUCTEUR HOMOGÈNE ET ISOTROPE 


$S 466. Equations de Maxwell pour un milieu conducteur. Examinons 
la propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu conducteur 
à conductivité y et perméabilité u. La propagation d’une onde électro- 
magnétique dans un milieu conducteur comporte certaines particula- 
rités, qui seront étudiées au présent chapitre. 

Considérons la première et la seconde équations de Maxwell, écrites 
sous forme complexe, lorsque E et H varient en fonction du temps suivant 
une loi sinusoïdale 


rot H = YVÉ+ joeE 
et 


rot E — —_jouH. . 


Dans un milieu conducteur, même à de très hautes fréquences, le pro- 
duit we est nettement inférieur à la conductivité y. Par conséquent, 


et avec une précision très suffisante on peut négliger le terme jw eE dans 
la première équation de Maxwell. 


À l'heure actuelle, la science ne possède pas de données précises sur la valeur 
numérique du facteur de permittivité €. pour les métaux. Les données dont on 
dispose indiquent seulement que l’ordre de grandeur de £&; pour les métaux est 
le même que pour la majorité des diélectriques {c.-ä-d. qu'il varie entre plusieurs 
unités et plusieurs dizaines). Prenons à titre d'exemple €, pour le cuivre, égal à 
10 et calculons de combien de fois le courant de conduction dans le cuivre est plus 
grand que le courant de déplacement pour @ — 10% et pour & — 108$ rad/s. Pour 
@ — 10 

V2 5,607 aa jp 
QE 105-10-8,86- 10-18 098 re 
Et pour w — 108 


TV 26,33.109. 
OE 


Autrement dit dans l'exemple numérique considéré, même pour @ — 108, le courant 
de conduction s'avère être 6,33-109% plus grand que le courant de déplacement. 


Ainsi, la première et la deuxième équations de Maxwell pour un 
milieu conducteur acquièrent l’aspect suivant 


rot H—YE (17.1) 
et 


rot E = — jou. (17.2) 
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Ce sont deux équations à deux inconnus É et H. Résolvons-les en 
commun. À cette fin prenons le rotationnel de l’équation (17.1) 


rot rot H — grad div H—V°H — y rot E. 


Du fait que div 4 = 0 on a grad div H=0. 
Substituons — jouH à rot Ë, conformément à (17.2). Nous obtenons 
V24 — joyul. (17.3) 
L'équation (17.3) est une équation différentielle par rapport à H. 


Dans le cas général, lorsque Æ dépend de l’ensemble des trois coordon- 
nées où même de deux d’entre elles seulement, la résolution de (17.3) 
n’est pas un problème simple. Par conséquent, bornons-nous à examiner 
la résolution de l’équation (17.3) pour un cas particulier, celui d’une 
onde électromagnétique plane. 

$ 467. Onde électromagnétique plane. On appelle par convention 
onde électromagnétique plane, une onde pour laquelle en fous les points 
d’un plan (du plan xoy, par exemple), perpendiculaire à la direction 
de la propagation de l’onde (à l’axe des 2), 
l'intensité du champ électrique Æ à l'instant 
considéré est la même (en grandeur et en 
direction) et est située dans le plan xoy ; en 
outre, l'intensité du champ magnétique en 
tous les points du plan xoy est aussi la même 
et se trouve également dans ce plan. La fig. 467 
sert à illustrer graphiquement Ia définition 
donnée de l’onde électromagnétique plane. 
Cette figure représente, au même instant, les 


vecteurs E et H, dans deux plans parallèles, 
verpendiculaires à l’axe des z du système de 
coordonnées cartésien. En tous les points du 
premier plan, l’intensité du champ électrique 
(magnétique) est la même en valeur et en direction. En tous les points 
du deuxième plan, l'intensité du champ électrique (magnétique) est 
aussi la même en grandeur et en direction, mais elle n'est pas égale 
à l'intensité du champ dans le premier plan. 
En vertu de la définition même de l’onde plane 


ÉCLERE à LEE %Œ et JE _p, 
Ox 0y 


+ 
Dans une onde plane E et H sont des fonctions d’une seule coordonnée, 
de la coordonnée z dans le cas considéré. 
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Tournons les axes de coordonnées de manière que l’axe des y coïncide 


avec l'intensité du champ magnétique Æ. Dans ce cas 


—> 


H=—;jE. 
Ici j est vecteur unitaire de l’axe des y du système de coordonnées 


cartésien. Substituons À — jH dans l’équation (17.3) et développons V2. 


d2 22 d2 \ >: , a 
(+ +5) 4 = iovuif (17.4) 
Vu que 
02H 02H 
a = 0 et 7 fi 0. 
Nous aurons 
®H 
= = joyuH. (17.5) 


Dans cette dernière équation nous avons fait figurer une dérivée simple 
à la place d'une dérivée partielle. Le passage d’une dérivée partielle 
à une dérivée simple pour une onde plane est parfaitement admissible, 


puisque H n'est fonction que de la variable z. 
L'équation (17.5) est une équation différentielle linéaire de second 
ordre. Sa solution s'écrit de la manière suivante 


H = Cyev + Cae* ; (17.6) 


C1 et C2 sont ici les constantes d’intégration ; ce sont des complexes, 
calculées à partir des conditions aux limites et sont différentes pour 
chaque problème concret. 

À son tour le coefficient 


p= V jovu. (17.7) 
Si y est exprime en unités Q-l:m°, u en H/m, p est mesuré en 1/". 
Puisque Vj — V'ei0°— ei5° — DL p peut être également écrit 


key 9. (17.9) 


L'intensité du champ électrique peut être trouvée à l’aide des équa- 
tions (17.1) et (17.6). Il résulte de (17.1) que 


comme suit : 


où 


G54 


Trouvons rot H. Conformément à (15.6) on a dans le cas le plus général 


Î Ï k 
Ô Ô Ô 
rotH=|S “y à 
H, H, À 


Pour le problème considéré 
ÔH oH 


Par conséquent, l'expression rot H peut être nettement simplifiée 


l ji k 
ô _ : 
rtf 0 0-|-5( 24). (17.10) 
0 A 0 
De ce fait 
É—i (—-$) | (17.10) 
La dérivée 
= p [Ce — Core ?2]. (17. | 1) 


L'expression (17.10’) montre que l’intensité du champ électrique dans 
une onde plane et pour la disposition choïsie des coordonnées est orientée 
le long de l’axe des x, ce qui est confirmé par la présence du vecteur 


unitaire de l’axe des x (du vecteur unitaire 5). Ainsi dans une onde électro- 
magnétique plane il existe entre E et H un décalage dans l’espace de 90° 


(Ë est dirigé suivant l'axe des x et H suivant l'axe des y). 
Le quotient de p par y, appelé impédance caractéristique, est désigné 


par Ze : EE 
_ P 77 Oh ja. 
Ze? = %# ei45 (17.12) 

L’impédance caractéristique est mesurée en ohms. Elle dépend des 
propriétés du milieu (de y et u) et de la fréquence angulaire ©. Confor- 


mément à (17.10°) et (17.11) la projection de E sur l'axe des x est 


| E = Eine + Er, ; 
ou 
Eine = ZoCoe 7 et Er = —ZoCie?. 


La projection de H sur l'axe des y, conformément à (17.6), est 


H = fine + Hs 
où : À 
in = Ce et He = Cie’. 


Les composantes de l’onde incidente Eine et Hire donnent le vecteur 


de Poynting Since (fig. 468, a). Ce vecteur est dirigé suivant le sens posi- 
tif de l’axe des z. Par consé- 
quent, l’onde réfléchie trans- 
porte une énergie et la direction 
du mouvement de cette énergie 
coïncide avec le sens positif de 
l’axe des z. 

Les composantes de l'onde 


réfléchie £,4 et H,: donnent 


b) le vecteur de Poynting S;,s 
(voir fig. 468, b). Ce dernier 
est dirigé dans le sens négatif 

| de l’axe des z. Ceci indique que 

l’onde réfléchie porte une énergie et que cette énergie se déplace dans 

le sens négatif de l’axe des z. 

L’impédance caractéristique Z+ peut être interprétée comme le rap- 


Fig. 468 


port Eine”. Du fait que l’impédance caractéristique est un nombre 
inc 
complexe (voir 17.12), le décalage dans le temps entre E;,4 et E,a au 
même point du champ est égal à 45°. 
$S 468. Propagation d’une onde électromagnétique plane dans un 
demi-espace homogène et conducteur. Examinons le problème de la 
propagation d’une onde électromagnétique plane dans un milieu homo- 
gène conducteur, s'étendant théoriquement dans l'infini (fig. 469). 
Une onde électromagnétique en passant du diélectrique dans un 
milieu conducteur se propage dans ce dernier. Du fait que ce milieu 
s'étend théoriquement à l’infini et que l'onde incidente ne rencontre 
à l’intérieur du milieu conducteur aucun obstacle qui aurait pu perturber 
sa propagation, il n'existe pas d'onde réfléchie dans le cas examiné. 
En présence de l'onde incidente seule on a 


H = Cie? et E — ZeCae re. 


La constante d'intégration C: est trouvée à partir des conditions aux 


limites. Si on désigne par H, — He?” l'intensité du champ magnétique 
à la surface du milieu conducteur, on a pour z — 0 
Go. 


* Le rapport Eréj à — Hréf est de même égal à Z.. 
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Par conséquent, et en tenant compte de (17.8) 
H = He e te. (17.13) 
À son tour 
E — H,e*? y # e”Î kr Vous, (17.14) 
On peut écrire maintenant les expressions pour les valeurs instan- 


tanées de H et de Æ. A cette fin il faut multiplier les deuxièmes membres 
de (17.13) et. (17.14) par efcf et prendre 


les parties imaginaires des produits ainsi zù 
obtenus. Diétectrique É  Mileu 
Nous avons *É conducteur 
H=Hie*?sin(of—kz+ÿe) (17.15) sd 
et 
E=H; VE e"*? sin (œof — kz + 4, + 45°). 
(17.16) 
_ Analysons les expressions obtenues. Fig. 469 


L'amplitude H est égale à H,e-*?. L'ampli- 
tude E est égale à H, Ver Au fur et à mesure que z croît, 


le facteur e-*: diminue suivant une loi exponentielle. Par conséquent, 
au fur et à mesure de la pénétration de l’onde électromagnétique dans 
un milieu conducteur, les amplitudes 
-- de ÆË et de H diminuent suivant une 
loi exponentielle. On voit sur la fig. 470 
\ les enveloppes des amplitudes A, cons- 
Se He" truites conformément à l'équation 
D H,e-*z, La valeur instantanée de H et 
de Æ est déterminée par l’argument du 
sinus. L’argument du sinus dans l'ex- 
pression (17.15), par exemple, dépend 
de z et de æf. Si on prend œf — const 
et si on part de la courbe des valeurs 
instantanées de Æ en fonction de z, on 
obtient la courbe 7 de la fig. 470 pour 
Fig. 470 of — ÿ, — 0 et la courbe 2 pour 

of = Ÿ = 90°, 

Afin de caractériser la vitesse avec laquelle décroît l’amplitude d’une 
onde incidente au fur et à mesure de la pénétration de cette onde dans 
un milieu conducteur, on fait appel à la notion de la profondeur de 
pénétration. : 

$ 469. Profondeur de pénétration et longueur d’onde. On appelle 
profondeur de pénétration A Ta distance le long de la direction de la pro- 
pagation de l’onde (le long de l’axe des 2), pour laquelle l'amplitude de 


42 JI. A. Beccono 657 


l’onde incidente Æ (H) diminue de e — 2,7183 fois. L'équation pour 
le calcul de la profondeur de pénétration s'écrit comme suit 
eh = gl. 


Il en découle que £A = 1 ou 
I 
A=—. (17.17) 


La profondeur de pénétration dépend des propriétés du milieu con- 
ducteur (de y et de u) et de la fréquence w. Aïnsi, si l’onde électromagné- 
tique a une fréquence / — 5 000 Fz et pénètre dans un milieu conducteur 
pour lequel y — 107Q-1.m-l et , = 10° *, on a 


ovu 25-5000 105.1 ,256: 106. 107 
k=7/ 7 7 5000. 10 mes LOL 4100 1/m. 


La profondeur de pénétration étant À = . & 7-10-° m, autrement 


dit même sur une distance très petite, égale à 0,007 cm seulement, les 
amplitudes Æ et Æ ont diminué de 2,7183 fois. | 

On entend par /ongueur d'onde À dans un milieu conducteur la dis- 
tance suivant la direction de la propagation de cette onde (le long de 
l’axe des 2), pour laquelle la phase des oscillations varie de 2x. La lon- 
gueur d’onde est calculée à partir de l'équation À k = 2n, donc 


+. (17.18) 


Pour l’exemple numérique examiné pius haut 


2T ; 
à = © 0,000445 m. 


On utilise quelquefois la notion de Ia vitesse de phase de Ïa propagation 
d'une onde électromagnétique dans un milieu conducteur. On appelle 
vitesse de phase la vitesse avec laquelle il faudrait se déplacer le long 
de l’axe des z pour que l’oscillation conserve toujours la même phase. 
La phase de l’oscillation est déterminée par l'expression 


(wf —kz + Ÿa) | 


La dérivée d’une grandeur constante étant nulle, on a 


d 
AL (of — kz + Va) = (0. 
Ou 


dz dz wo 
©—kT= 0; it — Vrhase) Uphase = + . (17.19) 
Pour l'exemple numérique considéré 


2x + 5000 
Uphase — 14100 2:20 mis. 


* Nous supposons que un, est indépendante de FH. 
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$ 470. Effet magnétique pelliculaire. À titre de deuxième exemple 
de propagation des oñdes élecitromagnétiques planes dans un milieu 
conducteur, examinons le champ existant dans ure tôle d’acier, du fait 


du passage le long de cette tôle d’un flux magnétique variable D». 
La tôle (fig. 471) a une épaisseur 2a, une hauteur h (h 5 2a) et une très 
grande longueur dans le sens perpendiculaire à 
la figure. La densité moyenne du flux magnétique 
suivant la coupe de la tôle est 

Dm 

2ah | | 

. Le problème consiste à rechercher les lois de 


variation de H et de Ë dans la coupe de la tôle. 
En vertu de la symétrie les intensités du champ 
magnétique sont les mêmes sur les surfaces gauche 


Bmoy — 


et droite de la tôle. Désignons-les par H, et sup- 
posons qu'elles soient connues (nous les expri- 


Fig. 471 


merons par la suite en fonction de Ba). 

L'épaisseur de la tôle 2a étant nettement inférieure à sa hauteur k, 
on peut négliger, en première approximation, l'effet  perturbateur des 
bords de la tôle et supposer qu’une onde électromagnétique plane pénêtre 
des deux côtés dans cette tôle. 

Disposons les coordonnées du système cartésien conformément à la 
fig. 471. Posons comme auparavant H = jH. La solution générale pour 
H s'écrit comme suit : 

H — Cie? + Coert, 
Trouvons les constantes d'intégration à partir des conditions aux limi- 
tes. Pour 2 — — a, c’est-à-dire pour les points se trouvant sur le côté 
gauche de la tôle nous avons 
H,= Cie ra + Ces : (17.20) 
pour z2= +a 
Ha = Cuers + Ce? (17.21) 


. résolution en commun de (17.20) et (17.21) par rapport à C, et CG 
onne : 


. + …: a _ Ha 
Ci—Co 7 ePaLe-pG 2ch pa à 


Par conséquent, en un point arbitraire 


H Be on 3 Ch 
He (4e) Ho — (17.22) 
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L'intensité du champ électrique 


E-i(-24)- F(ra he). LE 


y dz Y ch pa 
Ici 
“  shpz: 
= © Ha : (17.23) 


Pour z = + a, E est dirigé vers le naut (le long de l'axe des — y). Pour 


Zz—= — a, E est dirigé vers le bas (le long de l’axe des + x, fig. 471). 
Le vecteur de Poynting est dirigé vers le plan médian de la tôle (vers 
l'intérieur de la tôle). 

_ Nous avons indiqué dans la deuxième partie de ce cours que les cou- 
rants engendrés du fait de passage dans une tôle d'un flux magnétique 
variable sont appelés courants de Foucault. 


Le vecteur de la densité du courant de Foucault 8 — vÉ en un point 
quelconque de la tôle est colinéaire au vecteur E au même point. 
Induction magnétique B en un point arbitraire quelconque est 
> D = Me ch pe 
B=pi = HSE. (17.24) 
Valeur moyenne de l'induction magnétique dans fa tôle 


(s à . . 
u \ Rs Var Pe (te pe. (17.95) 


Boy — a ap ch pa ap 


e . % - La % D « e 
Si on considère B»,, connue et égale à re , on peut trouver à partir 


de (17.25) l’intensité du champ H, existant à la surface de la tôle. 


aPBmoy 
the © (17.26) 
Remarquons que l’argument pa = ka + jka est une quantité comple- 
xe et que th pa est la tangente hyperbolique de cet argument complexe : 
par conséquent, elle est également complexe 


th pa = th (ka + jka) = ae) SUE (17.27) 


Le rapport de la valeur moyenne de l'induction magnétique B,,,, suivant 
la coupe de la tôle, à l’intensité du champ FH, à la surface de cette tôle 
est appelé perméabilité complexe et est désigné par pu 


—  pthpar _ — 
p=-—5 5 —(h= Hobr). 
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Eile dépend de u,, de la fréquence © et de l’épaisseur de la tôle. Pour 
de grandes valeurs de l’argument 2ka sh 2 ka Æ ch 2 ka et ces fonctions 
ont une valeur nettement plus grande que 1. Par conséquent, pour de 
grandes valeurs de 2ka 

sh2ka | 


thpar sr & 1. 


Et la perméabilité complexe u. devient 


Ainsi, par exemple, pour une épaisseur de la tôle 2a = 0,015 cm, 


ur — 20 000, 
y=1,8-108@1.m1 et f—50000 Hz; 


h=}/ 284200; p—84200 V Ze ; ka—6,81;: 


|  sh12,6 | 
2ka — 12,62 E th pa = chi2,& ]. 
Par conséquent, 
ge = Be = OT 2950665, 


L’intensité du champ dans le plan médian de la tôle pour (2 = 0) 
est égale à À, = Ha . Le rapport de l’intensité du champ au bord 
; pa 
de la tôle (pour z = a) à l’intensité du champ dans le plan médian de 
cette tôle est 


Ha ch pa. (17.28) 
20 | 


Des quantités complexes figurent dans les premier et second membres 
de (17.28). Le module de ch pa montre de combien de fois le module 


de A, est plus grand que le module de HS. Trouvons le module de 
ch pa. À cette fin écrivons les quantités complexes conjuguées 


ch (ka+ j ka) = ch ka cos ka + j sh ka sin ka ; 
ch (ka — j ka) = ch ka cos ka — j sh ka sin ka. 


Le produit des quantités complexes conjuguées est égal au carré du modu- 
le. Par conséquent, 


[ch pa [2 = ch (ka + j ka) ch (ka— j ka) = Ich 2ka + cos 2kaJ*. 


X+-y 


* Du fait que chx+chy=2ch 5 


X—y 
ch 5: 
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Ainsi 
| ch bij j} CRUE" (17.29) 


Examinons un exemple numérique. Soit u, — 100; f— 500 Hz; 
y = 107 Q-1-m-1. Dans ces conditions k — 1410 1/m. 

Trouvons le rapport de l'intensité du champ dans le plan médian 
à l'intensité du champ à la surface de la tôle, lorsque l'épaisseur de cette 
derniére 


2a = 1 mm; 2 mm; 4 mm; 
2ka= 1,41; 2,82; 5,64: 


À: 
Tohral 0,52; 0,1 

Ainsi, l’intensité du champ dans le plan médian de la tôle peut être 
nettement inférieure à l’intensité du champ à la surface de cette dernière. 

Le phénomène de distribution inégale du champ suivant la coupe 
d'un corps conducteur, dû à l’affaiblissement de l’onde électroma- 
gnétique, est appelé effet pelliculaire. Si c’est 
un flux magnétique qui est dirigé le long de la. 
tôle, on appelle souvent cet effet pelliculaire ma- 
gnétique et s’il s’agit d’un courant alternatif, 
dirigé le long d’une barre plate, l'effet pelliculaire 
se manifestant dans ces conditions est habituel- 
lement appelé effet pelliculaire électrique. 

La nature de ces deux effets est identique. Et 
l'adjectif complémentaire utilisé (magnétique ou 
électrique) n'indique que la nature du phénomène 
(flux ou courant) dont il s’agit. 

Fig. 472 Deux courbes ont été construites sur Ja 

fig. 472. La première d’entre elles donne l’ailure 

de* variation du module de l'intensité du champ magnétique, en 
fonction de 2. Dans le plan médian de la tôle 4 ne s’annule 
pas, puisque ch 0-£ 0. La courbe F (2) est construite conformément 
à l'équation (17.22). La deuxième courbe de la fig. 472 donne Îe caractère 
de variation du module de l'intensité du champ électrique en fonction 
de z. Cette courbe est construite d’après (17.23) ; sh pz = 0 et, par con- 
séquent, la courbe passe par zéro pour z — 0. La courbe de la densité 


des courants de Foucault 8 — ÿE reproduit qualitativement la courbe 


E en fonction de z (elle n’en diffère que par son échelle). 

$S 47H. Passage d’un courant alternatif dans une barre plate (effet 
électrique pelliculaire). Examinons un problème similaire au précédent. 
Supposons que c'est un courant alternatif et non un flux magnétique 
alternatif qui circule le long de la barre. 

Le sens positif choisi par le courant et la disposition des axes du 
système des coordonnées cartésien sont indiqués sur la fig. 473. 


662 


Conformément à la loi du courant total, trouvons l'intensité du 
champ magnétique sur la surface de la barre. Dans le problème considéré, 
de même que dans le problème précédent, h > 2a; on peut donc, en 
calculant d H di, négliger en première approxi- 


mation la composante de l'intégrale, orientée le 
long des côtés horizontaux de largeur 2a. 
On a alors, en désignant l’intensité du champ 


sur la surface de la barre par H, 


H,2h s I. 
D'où 
I 
Ha= sr | 
En écrivant les équations de calcul des cons- Fig. 473 


tantes d'intégration, n'oublions pas qu’à gauche 

de la barre l'intensité est orientée suivant le sens positif de l’axe des y 

et qu’à sa droite elle est dirigée dans le sens négatif du même axe. 
Solution générale pour l'onde plane est 


H = Cie + Cie. 
Constantes d'intégration: pour Z2= —a 
H, — Cie + Ce’, 
et pour z=4a 
— Ha = Ces + Ce re. 
La résolution en commun de ces dernières équations donne 
e L] _H 
nb 2sh pa ‘ 


Substituons C, et Co dans la solution générale. Nous aurons 


H=—H, sh pz J shpz 


— 
te ps 


sh pa 2h shpa 


L’intensité du champ électrique E est dirigée suivant l’axe des x, con- 
formément à ce qui a été établi précédemment elle est 


ou 


LP. 1 chpz 
E= y 2h shpa ” 
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La densité du courant en un point quelconque de, ja barre est 


Î ch pz 
Ô=vE— PS % sh pa * 


La densité du courant aura sa valeur minimale dans le plan médian de 
la barre, pour z2— 0. Ce minimum est 


SE 
20 PT, shpa ‘ 


La courbe de variation du module Æ en fonction de z est tracée sur 
la fig. 474. Une deuxième courbe, donnant la valeur du module de la 
densité du courant en fonction de z, figure sur la même 
figure. Si on compare les deux courbes de la fig. 474 
avec celles de la fig. 472 on peut constater que les cour- 
bes de variation de E et de FH lors de l’effet pelliculaire 
électrique et de l'effet pelliculaire magnétique ont pour 
ainsi dire changé de place. 

L'effet pelliculaire est d'autant plus prononcé, c’est- 
à-dire que la répartition de la densité du courant sui- 
vant la coupe de la barre est d'autant plus irrégulière, 
que l'épaisseur de la barre est grande et que les 
Valeurs de +, u et @ sont élevées. Et lorsque la 
fréquence angulaire © est très haute, il peut arriver 


Fig. 474 
que le courant ne circule que dans la couche superficielle, très fine, 
de la barre. 

Pour des barres peu épaisses et des fréquences relativement basses, 
l’effet pelliculaire ne se manifeste que très faiblement. 

Examinons un exemple numérique. Soit une barre en cuivre d’une 
hauteur h — 2 cm et d’une épaisseur 2a = 0,1 cm; pour cette barre 


v=5,6-107 Q1.m1; p=1. 


Elle est parcourue par un courant alternatif ? = 10 À, dont la fréquence 
angulaire est © — 10° radis. 

On demande de calculer de combien de fois la densité du courant sur 
la surface de la bärre est plus grande, que la densité du courant en cas 
d’une répartition uniforme du courant (en l’absence de l'effet pelliculaire). 

Calculons 


k=V TT = 1870 1/m; ka = 1870-0,0005 = 0,935 ; 2ka — 1,87. 


La densité du courant sur la surface de la barre 


id dd 
0% th pa ? 
__ sh2ka+jsin2ka _ 3,167+-j0,956 16025 
th pa — ch 2ka-kcos 2ka  : 3,32-—0,292 = 1,09e ° 


Par conséquent, 


ba = 1870 D eit5°. 0 


esse = 60,6: 10tei2"35" 4/m?. 
*U,Uz- 1 ,UyS.€ 


Densité du courant en cas de répartition uniforme est 
= — ———— = 50:10 A/m?. 


Ainsi, dans l’exemple considéré la densité du courant sur la surface 
de la barre n'est que de 20% Ée Æ 1,2) plus grande que la densité 
du courant en cas de répartition uniforme. 

.. $ 472. Application du théorème d’Oumov — Poynting au calcul de 
la résistance active et de réactance inductive interne des conducteurs 
en courant alternatif. Le calcul de la résistance active et de la réactance 
inductive interne des conducteurs en courant alternatif se fait souvent 
a l’aide du théorème d'Oumov — Poynting, écrite sous sa forme comple- 
xe. À cette fin on calcule le flux du vecteur de Poynting à travers la 
surface latérale d’un conducteur sur une longueur de l m, on divise le 
résultat obtenu par le carré du courant circulant dans le conducteur 
et on obtient ainsi la valeur complexe de la résistance du conducteur 
par unité de longueur (pour 1 m). 


En effet 
° % 
— (Ex H)45=P+jQ=PR+ EX = PZ 
et 
Car 
— DE x ya 
Z=R+iX = 


À titre d'exemple, calculons la résistance active et la réactance 
‘inductive interne d’une barre rectangulaire de 1 m de longueur. L'énergie 
pénètre dans la barre de deux côtés. La surface des deux côtés de la barre 
pour une longueur de 1 m, est égale à 2h:1. 


7 He 
=. cv _ EHe2h1 \2h7} y thpa 4 pp = 
Z=R+jX = 72 Te 12 2h = pe 
où 
4 45° 
g BOT 95.104 j5,16.10-4 Om. 


7 5,6-107.0,04: 1,09e516°20” 


Par conséquent, la résistance active de conducteur, par mètre de 
longueur de la barre, est égale à 9,5-1074@. | 

À titre de comparaison rappelons que la résistance ohmique par unité 
de longueur d’une barre plate, c.-à-d. sa résistance en courant continu, 
est égale à 8,92-10-4 Q. Aïnsi, en vertu de l'effet pelliculaire, la résis- 
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tance active est passée de 8,92-10-4 à 9,5-10-4 Q, c’est-à-dire qu'elle 
a augmenté de 6%. Du fait que la barre est relativement mince et que 
la fréquence est comparativement basse, la résistance active de la barre, 
dans l’exemple numérique considéré, n’est que légèrement supérieure 
à sa résistance ohmique. Dans d’autres cas, cette augmentation peut 
être nettement plus grande. 

& 473. Effet de proximité. Jusqu'ici nous avons examiné la cir- 
culation d’un courant alternatif dans un conducteur isolé (seul). Si 
à proximité d'un conducteur, dont on étudie le champ intérieur, il existe 
un autre conducteur parcouru par 
un courant, ce deuxième conduc- 
teur influence, naturellement, 
l'image du champ dans le premier 
conducteur. Du fait de cette in- 
fluence, la résistance active d’un 
tel conducteur augmente en géné- 
ral par rapport à la résistance 
active d’un conducteur isolé. 
L'influence des conducteurs, se 
trouvant à proximité et parcourus 
par un courant, sur la résistance 
| complexe du conducteur examiné 

Fig. 475 est appelée effet de proximité. 

Examinons l'effet de proximité 

pour le cas concret de deux barres plates, situées à proximité l’une de 

l’autre (fig. 475). L'une de ces barres sert de conducteur d’aller et la 
deuxième est le conducteur de retour. 

Si la distance 2b entre ces barres est du même ordre que l'épaisseur 
des barres (2a) tout en étant nettement inférieure à la hauteur k#, on peut 
démontrer avec une précision suffisante que l’intensité du champ magné- 
tique dans l'espace entre les barres est deux fois plus grande que l’inten- 
sité du champ magnétique, dû à une seule barre, à proximité immédiate 
de cette dernière. À l’extérieur des barres, par contre, l’intensité du 
champ magnétique est nulle. 

Pour s’en assurer, ayons recours au principe de superposition. 

Les flèches en traits pleins de la fig. 475 représentent l'intensité du 
champ, dû à la barre gauche, et les flèches en pointillé celle du champ 
de la barre droite. Dans l’espace entre les barres les intensités s’ajoutent 
et à l’extérieur de ces dernières ces intensités se déduisent. Il en résulte 
que l'intensité du champ dans l’espace entre les barres est H = 2 = | 
et qu’à l'extérieur des barres l’intensité du champ magnétique est nulle. 


Trouvons les constantes d'intégration dans l'expression H — Cierz + 
+ Coe”Pe, 
Pour z=—a 0 — Cie-re + Coera. 


Pour 2=a— = Cuers + Cue-ra. 
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_ jepa ° n e-pa 
GR oshoe €+ Go han: 
Par conséquent, 
D = —i Pa+pz -pa-Dz\ __ —i sh p (a+ 2) 
HE posh ape 6 76) sh 90e 


et l'intensité du champ électrique, 
P I ch p (a+2) 


RTE TT TRS 
Si on confère à z des valeurs allant de —- à à a, on peut en partant 
des expressions données ci-dessus, construire les courbes de variation 


des modules de Æ et de H en fonction de z. Ces courbes sont représentées 
qualitativement sur la fig. 476. Les courbes 
pour la barre de droite sont construites en 
tenant compte de la symétrie du champ. 
Si on néglige l'effet perturbateur des extré- 
mités, l’onde électromagnétique pénétre 
dans chacune des barres uniquement par 
leurs surfaces orientées l'une vers l’autre. 
L’onde n'entre pas par les surfaces exté- 
rieures, puisque pour elles Æ — ©. 

Résistance complexe d’une barre par unité 
de longueur _ Fig. 476 

7 __EHh1 p 
dans une barre 72 ” vhth9pa th2pa ‘ 


Examinons un exemple numérique. Soit un courant de 10 À circulant 
le long des deux barres identiques à celle auxquelles nous avons eu affai- 
re au paragraphe précédent (k = 2 cm, 2a = 0,1 cm). L’une des barres 
est le conducteur d’aller, et le deuxième, le conducteur de retour. Cal- 
culons l’impédance complexe d’une des barres par unité de longueur, en 
tenant compte de l'effet de proximité, et comparons-la à l’impédance 
d'une barre seule (lorsqu'il n'existe pas d’effet de proximité) : 


__sh3,74+jsin214 ee 
th2pa = 3 cos 214 — 10487780. 


Par conséquent, 168 


1870. 1/2: e/45° | 
Pi nn OR VAE = 6 jp 4600. 
inter ÿhth2pa  5,6.107-0,02.1,04.e 130 


R=15,7-104Q/m; Xinter = 16,34-1074Q/m. 


Aïnsi, l’influence de la deuxième barre sur le champ existant dans 
la première barre a donné lieu à un accroissement de la résistance active 
de la barre de 9,5:10-4 à 15,7.-10-4 Q/m. 
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Pour calculer l’impédance complexe d'une unité de longueur d’une 
boucle formée par deux barres, il faut ajouter à la résistance propre des 
barres elles-mêmes la réactance inductive, due au flux magnétique 
traversant l’espace entre les barres. 

Cette dernière est 


D œuoH -2b:1 ©2b 
X exter — OLexter —— D — er — a = Por > 


_ La valeur complexe de l’impédance totale par unité de longueur de 
la boucle est 


Ziot > 2Rinter AR j (2X inter + X exter)- 


À titre d'exemple, trouvons la valeur complexe de l’impédance totale 
par mêtre de longueur d’une ligne, constituée par les deux barres du 
problème précédent, lorsque 2b — 0,4 cm: 


1.256.10-6.105. 
Ko = TOO D 2,51 .10-2 Qm. 


Ztoi = 3,14: 107% + 128,4 . 107$ Q/m. 


CHAPITRE XVIII 


PROPAGATION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
DANS UN DIÉLECTRIQUE HOMOGÈNE ET ISOTROPE 


$ 474. Propagation des ondes électromagnétiques dans un diélectrique 
homogène et isotrope. La conductivité d’un diélectrique parfait est 
nulle. Par conséquent, dans la première équation de Maxwell (16.1), 


le premier terme du deuxième membre (ô — yE) s’annule et l'équation 
de Maxwell pour un diélectrique prend la forme suivante : 


rot À — jwsE, (18.1) 
rot E — — jou. (18.2) 
div B=0 et div ÉD , 
Puisque nous allons examiner des diélectriques homogènes et isotro- 
pes, u — const et la condition div WA — 0 est équivalente à la condition 
div H = 0. 


Procédons à la résolution en commun des équations (18.1) et (18.2). 
À cette fin prenons le rotationnel de l'équation (18.1). Nous obtenons 


rot rot H — grad div = v2A — joe rot E. 


Puisque div H=0ona grad div À = 0. À son tour rot Æ en vertu 
de la deuxième équation de Maxwell est égal à — jouH . Par conséquent, 


MALE joe (— jouH) 
où 


V2H = eut. (18.3/) 


Le produit eu est mesuré en s?/m° : 


A-s.V' 
el] = gs = st/m?, 


c.-à-d. eu a les dimensions inverses aux dimensions du carré de la vitesse 
Fr Le L.] (| L 1 [2 ° 
et, par conséquent, on peut écrire eu =. Après substitution de cette 
U 
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désignation dans l'équation ge 3") celle-ci prend la forme suivante: 
PP = (Aya (18.3) 


Examinons maintenant la propagation d'une onde électromagnétique 
plane. Pour une onde plane se propageant dans la direction de l’axe 
des z, on peut admettre conformément à ce qui a été dit précédemment, 
que l'intensité du champ magnétique soit dirigée le long de l’axe des y, 
autrement dit que 


H= 1H. (18.4) 
En d’autres termes, pour une onde plane H dépend seulement de la 
coordonnée z et ne dépend pas des coordonnées x et y et, par conséquent, 


l'équation ; | _. 
(St gate) 1 H = ) j A 


prend la forme suivante : 


EH © \2 ; 
= (+) A. (18.5) 
L’équation caractéristique correspondante est p? — — (&)": les 
racines de cette équation étant p1 — j _ et Do — —j _ . Solution générale 
de l’équation (18.5) est 
- . 50 A 
H Ce +0 °v”; (18.6) 


Ci et C2 sont des coefficients complexes, dépendant des conditions aux 
limites. Comme tout nombre complexe ils peuvent être mis sous forme 
exponentielle 


Ê = Cie’ Vrét et CoeVine, 
. © 
Le terme Ce ‘ ”” représente une onde incidente se déplaçant dans 


ne ; | 

le sens positif de l’axe des z et le terme Ce’ v est l’onde réfléchie 
se propageant dans le sens négatif de l’axe des z. 

L’intensité du champ électrique Ë peut être trouvée à l’aide de 
l’équation (18.1) 

E ee rot À. 
joe 

Conformément à ce qui précède (voir expression 17.10) on a pour une 
onde plane 
JA 


Ë + 
rot H =: (—+ 
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Par conséquent, 
Et fu ((—i2)(ée de 5t)]}. 


On désigne la grandeur PAR v’# par Ze et on l'appelle 


EU 
impédance caractéristique d’un diélectrique : 


VS. 


Cette impédance caractéristique est un nombre réel, mesuré en ohms 
Vy#- Mobr 1,256-10764/m'Ur _ 377 VE Oo 
Er 


EpËr 8,86-10-12F/m.e, 


Elle ne dépend pas de la fréquence angulaire des oscillations w. Pour 
le vide &, — 1 et, par conséquent, Z; = 377 Q. Donc: 


PSE (18.7) 
où 


@ . © 
 —}—2 , 1—2Z 
E=ZeCse ? —ZoCie ? . 


La présence du vecteur unitaire de l’axe des x (du vecteur unitaire à} 
dans l’équation (18.7) indique que le vecteur de l’intensité du champ 
électrique est dirigé suivant l’axe des x. Aïnsi, pour une onde électroma- 
gnétique plane se propageant dans un diélectrique, de même que pour 


& 
un milieu conducteur, Æ et À sont respectivement perpendiculaires 


et — H'est dirigé suivant l’axe des y, E étant dirigé suivant l’axe des x. 
Ecrivons les expressions pour les valeurs instantanées de H et de E 
d’une onde incidente. 
Pour obtenir la valeur instantanée d’une onde incidente Æ il faut 


- 0 
+ + L 6 LS 3 — Z 
multiplier la valeur complexe H = Coeidine e °Ÿ par eict et 
prendre la partie imaginaire du produit ainsi obtenu. Nous aurons 


H=C,sin (of + pire — © z) (18.8) 

de même 
E=CZesin (or+ pin?) (18.9) 
Au fur et à mesure du déplacement de l’onde incidente le long de 
l'axe des 2, l'amplitude E et l'amplitude H restent invariables; en 
d’autres termes l'onde n’est pas amortie. Et ceci est parfaitement naturel 


puisqu'il n'existe pas dans un diélectrique de courants de conduction, 
ni de dégagement d'énergie sous forme de chaleur. 
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On voit sur la fig. 477 les courbes spatiales, donnant Îles valeurs 
instantanées de À et de Æ. Ces courbes ont été construites suivant Îles 
équations (18.8) et (18.9) pour l'instant : 

OÙ + Yine = 0. 

Pour. un. instant postérieur, pour œf + 4, — 90°, par exemple, 

les courbes analogues sont représentées sur la fig. 478. 


Enveloppe E(2) 


Enveloppe E{Z) ÿ Enveloppe A() 
Fig. 477 Fig. 478 


Comme on peut le voir sur les fig. 477 et 478, le vecteur É au cours 
de ses variations dans l’onde plane reste dirigé le long de l’axe des x 


et le vecteur À le long de l’axe des y et il n’existe pas de déphasage entre 
H et E: | | | 

Assurons-nous que la courbe E — f (2) de la fig. 477 a été construite 
correctement. Les courbes de la fig. 477 ont été construites pour œ@f — 
= Vince — 0 et, par conséquent, l’équation de la courbe E — f (2). de 
la fig. 477 est l'expression suivante (conformément à 18.9): 


5 @: 
Epourotivinc=0 —= Cole sin ( — + 2) : 


Pour z2=0, E = 0. Dans l'intervalle entre Z = 0 et m2 Ft 
E est négative. Pour TZ = n£ = 0, etc. 
Le vecteur de Poynting d’une onde incidente est dirigé le long de 
l'axe des 2. Le module S varie comme suit. 
S= CiZesint (ot—%.2+ ne) 
Puisque 
ho ie | 


on a 
S CT 1 — cos (20 2+ ire) he 


c.-à-d. que le vecteur de Poynting varie en fonction du temps à une fré- 
; < | | CS Zc 
quence angulaire double et possède une composante constante 
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La vitesse de phase de l’onde électromagnétique dans un diélectrique 
est 


l | 
Aa 2 Le : (18.10) 


Si l’onde se propage dans le vide, c.-à-d., si e = €o et u = et lorsque 
la vitesse de phase est égale à la vitesse de la lumière vu — 300 000 km/s: 


l 
VEN ru” 300 000 km/s. 

Ainsi, la vitesse de phase d'une onde électromagnétique se propageant 
dans un diélectrique est três grande, incommensurablement plus grande 
que la vitesse de phase d'une onde électromagnétique plane dans un 
milieu conducteur. 

La lonqueur de l'onde À est la distance, comptée le long de l'axe 


des 2, pour laquelle la phase de oscillation varie de 2x. Elle peut être 
trouvée à partir de la relation 


2 = 9n. 
| Ù 
D'où A=+. (18.11) 


11 découle de (18.11), que la longueur de l’onde dans un diélectrique 
est inversement proportionnelle à la fréquence f. Ainsi pour f — 106 Hz: 


__ 300 000 km/s 
= — Sos — 17 — 300 m. 


Examinons un exémple numérique. 

Exemple 215. Dans le plan z = O0, l'intensité du champ élec- 
trique d’une onde plane varie suivant la loi: E— —Ehn Sin (@f + Vinc); 
Où Em—=0,2 Vim, w—10% s-t et px — 30°; le diélectrique est constitué 
par l'air. 

On demande d'écrire les expressions pour la valeur instantanée de 


l'intensité du champ magnétique et du vecteur de Poynting dans le plan 
z= 0,5 km. 


Solution. 


H=7 sin (o+ Pine — +72) ; 


2. Te ans 10"44/m ; 


o 106.0,5 Cof\’: 
2 7e DS D 1,665 rad + 95°20°. 


Par conséquent, 


H = 5,315-10"4sin(1094— 65°20’) A/m. 
Valeur instantanée du vecteur de Poynting pour z = 0,5 km 


S = Emtm | Î — cos (act + Mine — +) = 
— 5,31: 10-51 — cos (2: 1054— 130°40/)] W/m2. 
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CHAPITRE XIX 


POTENTIELS RETARDÉS DANS UN CHAMP 
ÉLECTROMAGNÉTIQUE 

VARIABLE ET RAYONNEMENT D'ÉNERGIE 
ÉLECTROMAGNÉTIQUE 


$S 475. Etablissement des équations pour À et @ dans un champ élec- 
tromagnétique variable et solution de ces équations. Un champ électro- 
magnétique variable est créé par des courants et des charges dépendant 
non seulement des coordonnées, maïs également du temps. Recherchons 


les équations qui régissent le potentiel vecteur À et le potentiel scalaire 
@ dans un champ électromagnétique variable. À cette fin écrivons le 
système d'équations de Maxwell 


rot A8 +e >, (19.1) 
Mine (19.2) 
div B=0; (19.3) 
div E=-PHb", (19.4) 
Complétons ce système par l'équation de continuité 
div ô— — 4 (19.5) 


dt 
et par l'expression de l’induction magnétique en fonction du potentiel 
vecteur 

B = rot À. (19.6) 
Pour pouvoir écrire l’équation du potentiel vecteur, il faut effec- 
tuer un certain nombre d'opérations préalables. Multiplions (19.1) par u ; 

il vient : 
rot B—pô+pe €. 


= ë : 1 . 
Dans cette dernière équation substituons -; à pe: 


rot B= pô + RUE (19.7) 


v3 Of 
* Par ta suite pour simplifier les écritures nous supprimerons l'indice « lib ». 
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Substituons ensuite. dans (19.7) rot À à B 


rot rot A=uô+T. 
Ou 
“+ Qi +) DOÉ 
grad div A—VA=pô+ 5er: (19.8) 


Après ceci substituons 2 rot À = rot 24 à Ÿ dans (19.2) (l’opération 


rotationnel et celle de dérivation par rapport au temps sont des opéra- 
tions indépendantes l’une de l’autre et par conséquent commutatifs, 
L’équation (19.2) prend ainsi la forme suivante: 


rot É— — rot. (19.9) 


Si les rotationnels de deux fonctions | de E et de — ) sont égaux, 


les fonctions elles-mêmes sont égales, au gradient d’une certaine fonc- 
tion scalaire près. Cette dernière réserve doit être faite puisque le rota- 
tionnel du gradient d’une fonction scalaire est identiquernent nul 


(rot gradp = O). 
Ainsi 


E= —T grad. (19.10) 


Dans (19.10) nous avons pris le grad @ comme gradient de la fonction 
scalaire. Ceci a été fait pour que l’équation (19.10) soit satisfaite même 
pour un champ statique. Et puisque dans un champ statique 22 = 0, 
l'équation qui découle de (19.10) pour un champ statique doit corres- 
pondre à l'expression d'électrostatique bien connue 

E — — grad p. 
On peut dire conformément à (19.10) que dans un champ magnétique 
variable, l'intensité du champ électrique a deux composantes. L'une 
d’elles ( —5) est due au champ magnétique variable et l’autre (—grad q) 
est due aux charges fixes *. Pour s’en assurer, il suffit de prendre la 
circulation du vecteur Æ le long d’un circuit fermé quelconque 


@ Édi= — 7 $ Adi grad q dl. 


* On peut appeler la première d'entre elles composante rotationnelle, et la 
deuxième, composante potentielle ou coulombienne. 
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La circulation du gradient de q est identiquement nulle et DA di, 


conformément à l'équation (15.26), est le flux magnétique ® traversant 
le contour choisi. Ainsi | 


Ed=-%. 

La dérivée _ figure dans l'équation (19.8). Calculons-la à partir de 
(19.10) 

ÔË 02À 610) 

om 880 3 
et substituons-la dans (19.8) 

. + esù À? 1 424 1 Ô 
grad div A—VA=pô—-; — grade : 


Cette dernière équation peut être récrite de la manière suivante: 


grad (div A+ )—VrA+ Te =. (19.11) 


v2 Of? 
Le potentiel vecteur est une fonction artificiellement introduite, 
dont le rotationnel est égal à B. En examinant le problème du potentiel 


— 
vecteur À dans la section traitant du champ magnétique nous avons 
indiqué que le potentiel vecteur doit satisfaire à une certaine condition, 


ES 
à savoir que dans un champ magnétique permanent div À = 0; autre- 


ment dit les lignes du vecteur À sont des lignes fermées sur elles-mêmes. 
Dans un champ électromagnétique variable la condition à laquelle 
doit satisfaire le potentiel vecteur s'écrit comme suit : 
1 09 


div Â= — + . (19.12) 


Il est facile de constater que pour un champ invariable dans le temps, 


la condition (19.12) dégénère en condition div À = 0. Nous montrerons 
par la suite que la condition (19.12) n’est autre chose que l’équation de 
la continuité (19.5), écrite sous une forme différente. 

En outre, l'équation (19.12) indique qu'il existe dans un champ ma- 


gnétique variable une certaine relation entre le potentiel vecteur À et 
le potentiel scalaire @ et que les fonctions À et g sont des fonctions dépen- 
dantes l’une de l’autre. 

En tenant compte de (19.12), l'équation (19.11) prend la forme sui- 
vante * 


VAR = — 6. (19.13) 


* L'équation (19.13) est habituellement appelée équation d’Alembert. 
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Si À n’est pas fonction de é, on a = ( et l'équation (19.13) se 


transforme en l'équation de Poisson, déjà examinée dans la section 
traitant le champ magnétique. 

L° équation (19.13) est une équation d’onde vectorielle avec second 
membre. On lécrit souvent sous une forme différente 


OA = _ y. (19.137) 
L'opérateur []?=— V? +5 est appelé opérateur laplacien qua- 


dridimensionnel (la « quatrième dimension » étant le temps #). Recher- 
chons l’équation qui régit le potentiel @ dans un champ électromagnéti- 


que variable. À cette fin, substituons dans l'équation (19.4) à É, son 
équivalent tiré de (19.10) 


Ô0À __P 
div —T—grade) = 
ou 
— À div Â— div grad = £ 
ÔË E 
Mais 
l dp 
| div À = — Ed 
et, par conséquent, 
0 4... x _ 1 92 
—xdivVA= sx 


À son tour div grad @ = V?. Par conséquent, l’équation (19.4) prend 
la forme suivante : 


Vip 0. (19.14) 


Ainsi, dans un champ électromagnétique variable le potentiel scalaire 
œ satisfait à une équation caractéristique non homogène (19. ne Si le 


champ est statique et si le potentiel n’est pas fonction du temps, + =0, 
l'équation (19.14) se réduit à l’équation de Poisson Vip — —À, exami- 


née dans la section consacrée à l’électrostatique. 

Pour s’assurer que l'équation (19.12) correspond à l'équation de 
continuité (19.5), effectuons les opérations suivantes. 

Appliquons l'opérateur [j° aux deux membres de l’équation (19.12) 


L op 
08 dé 


Introduisons l'opérateur [j° sous le signe divergence et sous le signe de 
dérivation par rapport au temps. Nous obtenons ainsi 


D divÂ= —(— 


div CP À =— 46 0°y. (19.15) 
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Conformément à (19.13”) substituons dans (19.15) — uô à D°A et subs- 
tituons —£ à Co. Nous aurons alors 
à + _ 1 Ô p ' 


Mettons u en facteur devant la divergence et & devant le signe de déri- 
Vation par rapport au temps, changeons les signes et divisons les deux 
membres de l’équation par nu: 


divô = —_1_9°P (19.16) 


7 ven 06 * 
Du fait que = 1, l'équation (19.16) n’est autre chose que l’équa- 
tion de continuité (19.5). Ainsi on peut considérer comme démontré que 


l'équation div À — + correspond à l’équation de continuité div 
SL 
_ Of 


Discutons la manière de résoudre l'équation (19.14). Procédons pour 
cela de la manière suivante : écrivons la solution de cette équation pour 
les deux cas particuliers suivants; pour celui où = 0, mais Lx 0 
et ensuite pour = 0, mais TE 0. Ensuite et en partant de con- 
sidérations physiques, écrivons la solution de l’équation (19.14) sous 
sa forme générale, de manière qu'elle comprenne les solutions déjà 
connues pour les deux cas particuliers ci-dessus. 

Si TE 0 l’équation (19.14) se réduit à l’équation de Poisson, 
dont la solution générale a été donnée dans la section traitant d’électros- 
tatique (voir $ 397): 

4 p dV 

Pme | R : 

La composante du potentiel w, due à la charge élémentaire p dV, est 
1 pdV 
ne R 

Pour p = 0 l'équation (19.14) prend la forme suivante : 
1 02 
Vp=-s 5e (19.17) 


Dans le cas particulier de l’onde plane, q ne dépend que de la coor- 
donnée spatiale z: 
Op 1 d2p 
022 vi ott ‘ 


La solution de (19.17) est donnée par l'expression 
FA Z 
P = fs (:—<) + fa (4+2) . 


(19.17) 
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Il y a lieu de remarquer que les fonctions /, et f; peuvent être quelcon- 
ques, pourvu qu'elles soient deux fois dérivables en # et en z. La nature 
de la fonction sera déterminée par les conditions aux limites. 

Assurons-nous que la fonction fi ( t — +) satisfait à l'équation (19.17). En 
effet 


sf (re) 


022 


À son tour 
2 z 
nm hs )o(e-s) 1e 
— = ———————…———————…— “———"——…— ————— — 1 — 
ot 3 1-2) Of 
Le) 
et 
02  ,, Z 
dE — AL 
; 02 02p . 3 ; 
Substituons 322 et TE dans l'équation (19.17’). Nous obtenons 


RS Z l25 Z 
Anles)an (es) 


t.-à-d. que nous avons une identité indépendamment de la nature de la fonction 
f. Par conséquent, on peut dire qu'une fonction quelconque f; (4 — 2) , Satisfait 
à l'équation (19.17'), si elle est deux fois dérivable par rapport à z et é. Il n’est 
pas difficile de s’assurer d’une manière analogue que la fonction (4 + 2) sa- 


tisfait également à l'équation (19.17'). 

Rappelons que nous avons déjà rencontré l'équation caractéristique (19.17) 
au chapitre XII dans l'étude du problème des phénomènes transitoires dans les 
lignes à paramètres distribués. 


fi (:— ) représente l'onde incidente se propageant dans la direction 


de l’axe des “+ z *, et la fonction fa(t++) est l'onde réfléchie, se 


* Pour déterminer la direction dans laquelle se déplace l’onde }; (4-5) k 
il faut savoir comment z varie lorsque le temps f croît afin que l’argument 
de Ja fonction ñ; (4 —+) reste constant, égal à zéro par exemple. Si on prend 


Ë — . — 0, on a z = vi, autrement dit, z croît lorsque { augmente. Il en découle 


que l’onde se propage dans Île sens positif de l’axe des z. 
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déplaçant dans le sens de l’axe des —2. Démontrons que l’équation (19.17) 


Es 
. . ° ge . U 
est satisfaite en coordonnées sphériques par la fonction on 


R — coordonnée du système sphérique, v — vitesse de propagation de 
l’onde. En effet nous avons dans le système de coordonnées sphérique 


pe 2 (Rs0P) 1 0 (no) 1 2% 
VAR (R 8) + REsin 0 00 (sin 0%) T REsin70 da? 
Puisque, en vertu de la symétrie sphérique, w n’est fonction que de R, 


0 _ 0p & 
5 = 0et- = 0. Par conséquent, 


(2) 


R dans Vèo, il s’avère que 


Si on substitue 


1» KR \. 
es est de même égal à Ra (e —*+) | 
Lt 
à nn PANE p a 
Aïnsi la fonction D satisfait à l'équation (19.17) dans un 
système de coordonnées sphérique. 
Pour un champ invariable dans le temps (voir $ 397) @ — LT et 


la solution pour œ, dans un espace ne comportant pas de charges, ont 
la forme suivante 
R 
Alrs 


P — R 
En comparant ces deux expressions nous trouvons 
RY\ 
(2 22)9 
vu J ATE ‘ 


Ainsi la composante du potentiel de la charge p (?) dV, variant en fonc- 
tion du temps, est 


(19.18) 
L'expression p (:—<) doit être interprétée comme suit: la charge 
volumique p est une fonction de l’argument (4 —<) . La valeur résul- 
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tante du potentiel est obtenue en sommant les composantes du poten- 
tiel dues aux charges réparties dans le volume V 


: gets) av 


P ne R (19.19 
V 


Examinons la solution de l’équation (19.13). Dans le cas le plus général, 
l'équation (19.13) peut être décomposée en trois équations pour les 
trois projections du potentiel vecteur. Chacune de ces équations pour 
les projections sera écrite par rapport à une grandeur scalaire (la pro- 
jection d'un vecteur est une grandeur scalaire). La solution générale 
pour chacune des projections est obtenue, comme a été obtenue la solu- 
tion pour la grandeur scalaire @, avec la seule différence qu’au lieu 
de la charge volumique on y aura affaire à la projection appropriée de 


la densité du courant et qu'au lieu de — on aura pu. 


Après multiplication des solutions ainsi obtenues par les vecteurs. 
unitaires respectives et leur addition, nous trouverons que la composante 


du potentiel vecteur de l’élément de courant 6 dV én un certain point. 
de l’espace, se trouvant à la distance À de l’élément du courant, est: 


. ô(e-£)ar 
dA=——R_— ; (19.20} 
Pour obtenir la valeur résultante de À, il faut faire la somme géomé- 
trique des composantes de tous les éléments du courant 


_. S (+ À)av 
Le ue (19.21) 


$ 476. Potentiels retardés d’un champ électromagnétique variable. 
Examinons le sens physique des expressions (19.18) et (19.20). L’onide 
électromagnétique se propage à la vitesse v. Elle couvre la distance R 


dans l'intervalle de temps —-. Par conséquent, la valeur de la composante 


du potentiel @ dans un champ électromagnétique variable en un certain 
point, se trouvant à la distance R de la charge à l’instant #, dépend de 


la valeur de la charge à l'instant (—<) | 
Il faut interpréter de même l'expression 


Du fait que la vitesse de propagation d’une onde électromagnétique 
est finie, la valeur du potentiel vecteur de l’élément de courant 8 dV 
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en un point, se trouvant à la distance R de cet élément de courant, varie 
avec un retard dans le temps, la valeur de ce retard étant & ; 


Grâce à la présence de ce retard, les potentiels du champ électro- 
magnétique variable sont appelés potentiels retardés. Du fait que la 
vitesse de propagation d’une onde électromagnétique dans un diélec- 
trique est très grande (0 — 300 000 km/s), le retard ne se manifeste 
d’une manière appréciable, que pour des valeurs très grandes de R; 
pour des R peu importants le retard est tellement insignifiant qu’on 
peut le négliger dans la pratique. 

La notion des potentiels retardés est utilisée le plus souvent en radio- 
technique dans l’étude des problèmes liés au rayonnement de l'énergie 
électromagnétique. 

$ 477. Potentiel vecteur retardé sous Îorme complexe. Nous avons 
indiqué au chapitre « Champ magnétique de courant continu» (voir 
équation 15.27), que la composante du potentiel vecteur de l'élément 

— 
du courant linéaire idf est égale à dÂ = À. 

Dans un champ électromagnétique variable on a, compte tenu du 

phénomène du retard, 


Hire 


AR R 


Le courant £ peut varier en fonction du temps suivant une loi quelcon- 
que. Âu point de vue pratique, c'est la loi sinusoïdale de variation du 
courant dans le temps qui présente le maximum d'intérêt. Soit 


= În Sin (of +1). 


Le courant peut être mis sous la forme exponentielle 7,eitt, où 


1. — /heîŸ (rigoureusement parlant, il aurait fallu écrire aussi le 
symbole de la partie imaginaire, mais on l’omet habituellement). 


Le courant i (4 —<)=1nsin © ( — À) + ÿ) | ou, sous forme 


U U 
in 
exponentielle, 1° v). | 
Par conséquent, la valeur complexe du potentiel vecteur de l’élé- 
ment du courant dll sin E (: — à) + Ÿ | s'écrit comme suit 


20 (19.22) 


De même, si les charges électriques créant le champ varient en fonc- 
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tion du temps suivant une loi sinusoïdale, la composante du potentiel 
complexe q de la charge volumique 


est 


Ph (2) dv 
pu 0m. 2,07 
P=T R ; (19.23) 


Exemple 216. Trouver la loi de variation du potentiel vecteur 
du courant 100 sin (1054 + 30°) À, circulant dans un élément conduc- 
teur de longueur d£ = 30 cm, en un point se trouvant à la distance R — 
— 100 km de l'élément du courant. 

Solution. 


Um Sin E (-<)+ | di 
D ee — 
100 : 
—6, 5 D Pise O 
1,256. 10-6.0,3-100sin | 10 (:- 500 000 ) +30 | 


— 


4rc- 100: 105 _ 2: 
= 3- 107% sin (10$/— 80°) V-s/m. 
(33,3 rad & 110° ; — 110° + 30° — — 80°). 


$S 478. Rayonnement de l'énergie électromagnétique. Examinons la 
question du rayonnement de l'énergie électromagnétique par un élé- 
ment de courant. Supposons que le courant 
1h Sin of circule dans un tronçon du conduc- 
teur, de longueur d{ (fig. 479). Par la suite 
nous allons utiliser les systèmes cylindrique 
et parfois sphérique de coordonnées. Orientons 
l’axe des z du système cylindrique le long 
du conducteur. Supposons que Île sens positif 
du courant dans le conducteur correspond au 
sens positif de l'axe des z. 

Trouvons la valeur du potentiel-vecteur 
en un point arbitraire quelconque se 
trouvant à la distance R de l'élément de 
courant. Conformément à (19.22) Fig. 479 


e e j NE 
7__ W {me é 
GA = À TE _— (19.22) 


ou, si on supprime le facteur ef®t 


La direction de d À * coïncide avec la direction du vecteur d/ (le long 
de l’axe des 2). 
Trouvons l’induction magnétique en un point arbitraire du champ 
B = rot À. 
Développons le rotationnel en coordonnées cylindriques : 


+ 4,7 404, dAa\  of04, 8À,\  fô(rÂa) À, 
ES CS ES Ce Sd nee | 


Puisque À n’a qu'une composante unique À : qu'elle ne dépend que 
de R et qu'en vertu de la symétrie du champ, ce dernier ne dépend pas 
de a, on a 

ft 04 
B=a( Te). (19.24) 


Cette dernière expression signifie que l'induction magnétique est 
toujours dirigée suivant l’angle alpha. 
Pour trouver la valeur complexe de l'induction magnétique, il faut 


calculer — À À, sous sa forme explicite dépend de R et non pas de r. 
Par conséquent, 


âr —= ” 6R Ôr : (19.25) 


La relation suivante découlant du théorème de Pythagore est vraie 
naturellement pour n'importe quel point de l’espace 


22+r= R?, (19.26) 
Dérivons (19.26) par rapport à r; nous obtenons 
OR 
2r =2R 2 ä 
Par conséquent, | 
Re =sin. (19.27) 


La composante À, est constituée par le produit de deux fonctions de R: 
. | 


. — j0 — : 1 x 
la fonction e  * et la fonction —. Par conséquent, 


R 
L ‘À, OR Um dl. L io @  —jù — 
Bee tn sn0{-ge jme | 
ou 
« ui disin 0 . ? jo —jo La 
LL: 


= == 
* Par la suite et pour simplifier les écritures nous écrirons À au lieu de dA. 
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L'expression (19.28) peut être récrite sous une autre forme encore en 
passant aux Valeurs instantanées 


_0R 
B = snarane | 2 (0e o) 0 006 fur — æ) | (19.28) 


On peut déduire de cette dernière expression qu'en un point quelconque 
de l'espace l'induction magnétique, due à un élément de courant alter- 
natif, a deux composantes dont l’une décroît en raison inverse du carré 
du rayon et varie suivant le sinus du temps, tandis que l’autre décroit 
en raison directe de la première puissance du rayon et varie dans le 
temps suivant le cosinus du temps. 

Cherchons la loi de variation du champ électrique. Conformément 
à la première équation de Maxwell : 


E= rot Ë. (19.29) 

Mais comme h-Ë, 
1m di sin 8 ie te | 
fa our dé à mur mil VER: 00) 


Il est commode de passer ensuite en coordonnées sphériques. Les pro- 


+ : 
jections de rot dans un gs sphérique s’écrivent comme suit: 


__ 046 
rOtRH — Fsin0 ls (sin OH 1 
oh CR. D 0 (RH) ; 


Puisque He=0, Hn=0, on a 


rotrH — RTE û (sin 6H) : (19.31) 
He — 38 (RH) : (19.32) 
rot, Ë = 0. 
Trouvons la projection de rot H sur la direction R : 
». Îmdicosü sin ne Po 
Fr Im dlcosdsin6 fe. * | jwe d 
rotr H = 278 sin 8 R2 Lo uR 
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ou après réduction de sin6 


+ _ Îm di cos 6 ee Îm di cos 6j Mu 
LJ cos de m dl cos Ü jwe 
LOU 2n RS 2nRE0 


(19.33) 
A son tour, la projection de rot À sur la direction 6 s'écrit comme suit : 


.…. R 
. —J0 — 
1 0 /Imdlsin 6e 7 


e —5 — - — (0) — 
PR CTCUE ee Ve UT Rn 
an An kR3 


e. : R e — 0 — 
Im disin@je —i0 - In di sin 0w?e 


io AnkR?v < 4nkRv? (19.54) 


Pour obtenir les projections de É sur les directions R et 6, il faut divi- 


ser les projections appropriées du rot H par joe (voir équation 19.29). 
Nous aurons alors 


R .. R 
: $ —J0 — e —30 — 
. — —imdlsine je 2 4 Îm di sin 86 7 Ÿ jm di sin Que U— 7. 
87 4nR3oE 4neR?v 4rRvu?e (12.55) 
et 
À . 
; fn di cos bee œ Im di cos D o 
_ 7 lim 01 COS VE; Îm di COS VE 
Er— 2rR3we + 2AR?ve (00) 


Ainsi l'intensité d’un champ électrique a deux composantes : l’une 
d’elles est dirigée suivant 8 et l’autre, suivant R ; la composante suivant 
8 comporte trois termes (voir équation 19.35), variant en raison inverse 
des troisième, second et premier degrés de la distance r respectivement ; 
ER comprend deux termes, variant en raïson directe de À* et R°. Le 
quotient 


— — . 
tr À ——— 


Le rapport du module du premier terme (de 19.33) au module du 
e , À 
second terme est égal à SRE 
Si R > on peut négliger le premier terme par rapport au deu- 
xième ; si R < _ le deuxième terme est tout au contraire beaucoup 


plus petit que he premier. 
Des relations analogues existent entre les modules des termes de 
(19.34). 


686 


L'ensemble du champ est habituellement réparti en zones proche, 
moyenne et il Pour la zone proche R < 5.- Pour la zone éloi- 


gnée R D à . Dans la zone moyenne À est commensurable à J_. Con- 
formément à ceci on a pour la zone proche 

FA mo Îm dl sin 0 jo À À 

" A4nkRè 
R 
- Îm di sin dr 
der, 
= qRæe (HIER 


. | — 10 
Ê __—jlm dl cos Ge 
LS Ar Re 


e|® 
Nc me v 


De même pour la zone Lo 


Le sil di sin 8 Pr = 
2RX 


Fr 2 [ (19.38) 


À ji di ce 
TT 2RÀ 
Ecrivons les valeurs instantanées de H et de Æ pour la zone éloignée : 


H, = ARR cos (ot—<) 


CET Le 
E OR 
EL TT 2RR COS (or) 


Ainsi, dans la zone éloignée, c.-à-d. dans la zone où R © _ , l’inten- 


sité du champ magnétique ne possède que la composante en alpha et 
l’intensité du champ électrique n’a qu’une composante en théta (voir 
équation 19.38). Si on trace une sphère de rayon À, en tous les points 
de cette sphère H aura la même phase des oscillations à un instant concret 
quelconque (la phase des oscillations est déterminée par l’argument du 
cosinus). L’amplitude H pour tous les points de la sphère à R = const 
est différente et dépend de l’angle 8; aux pôles pour 8 — 0 et pour 
8 — 180°, l'amplitude des oscillations à un instant quelconque est 
nulle puisque 
sin 6 — sin 180° = 0. 

L'amplitude des oscillations est maximale à l’« équateur » pour 0 — 
— 90°. H et E ont la même phase (voir équation 19.39). Le module de 


E est de yVi= Ze fois plus grand que le module de F7, c.-à-d. 
E = HZ. 
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Le diagramme polaire, donnant la valeur du module de Æ ou de H 
en fonction de l’angle 8, dans la zone éloignée, est habituellement appelé 
diagramme de directivité. Dans le cas considéré il est représenté par 


deux circonférences tangentes 
; | (fig. 480, a). 
ne j: » Ecrivons l'expression du 
| - / vecteur de Poynting pour la 
e { zone éloignée : 
|. | 
\ 
be | 4 
Seb r Le produit de deux vecteurs, 
a) b dont l’un est dirigé suivant 6 
et l’autre suivant &, donne un 
Fig. 480 vecteur dirigé suivant le rayon 
(fig. 480, b). 
Puisque H et E dans la zone éloignée sont en phase, lorsque Îa direc- 
tion de H s'inverse (4 varie suivant le cosinus du temps), la direction 


du vecteur E S’inverse en même temps. Mais le vecteur S ne change pas 
de direction, étant tout le temps orienté le long du rayon. 

Trouvons ja valeur du module du vecteur de Poynting. A cette fin, 
multiplions le module de Æ par le module de H 


D 


Zco(dlÿ 1}, sin28 cos? © ( t— à) 
D ap à (19.40) 
La valeur moyenne du module du vecteur de Poynting pendant la période 
T est 
s __Ze(dl}läsin?6. 
moy par PÊT. — — 8R2h2 79 


[AL À cost (ur 2) = 1]. 
0 


Calculons le flux du vecteur de Poynting à travers la surface sphérique 
de rayon R. L'élément ds de la surface sphérique de rayon R est dirigé 
suivant le rayon. Le vecteur de Poynting S est également dirigé suivant 
le rayon. L'angle entre le vecteur et le rayon est donc nul (fig. 481). 
L'élément d’une surface sphérique peut être considéré comme un rec- 
tangle curviligne et son aire (fig. 481) est : 


ds — R dOR sin 6 da = R° sin 0 d6 da ; 


T —1 _1 
| sin 6 d8— — | sin?8 dcos0— | (cos? 0— 1) dcos8=+ ; 
0: 1 1 

2T 

\ da = 2n. 

Ô 
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Substituons ensuite 2 7? à 12, (1 étant la valeur efficace du courant). 
Il en résulte que le flux du vecteur de Poynting à travers la surface 
sphérique de rayon R, ce flux étant la puissance P, rayonné par l’élé- 
ment de courant, ne dépend pas du rayon R et est 


ÉSds=P. RP, (19.41) 
où 


__2 n2c (dy? 
7 3 ?2 ° 


R. est appelé résistance de rayonnement. La puissance obtenue pour le 
même courant 7 est d'autant plus grande que la valeur de R, est élevée. 
La résistance de rayonnement est directement 
proportionnelle au carré de la longueur du 
radiateur et, ce qui est particulièrement 
important, inversement proportionnelle au carré 
de la longueur d'onde À. 


Puisque la longueur d'onde À — —, la puis- 


sance rayonnée est directement proportionnelle 
au carré de la fréquence. Si [a fréquence est 
basse, par exemple égale à 50 Hz seulement, 
il n’y a pratiquement pas de rayonnement. 
Mais pour les fréquences radio-électriques le Fig. 481 
rayonnement est très important. Ainsi, par 

exemple, à la fréquence de 50-10$ Hz, le rayonnement est de 10%? fois 
plus grand qu’à la fréquence de 50 Hz. 

Exemple 217. Un courant alternatif ? = 0,2 À circule dans un 
tronçon de conducteur linéaire de longueur A! = 3 cm. La fréquence du 
courant f — 10° H2. Trouver la résistance de rayonnement et la puissan- 
ce de ce dernier. | 

Solution. Longueur d'onde À — 30 cm. Conformément à l’ex- 
pression (19.42) 


Rs (19.42) 


2 3717-32 
Rs= TN: 302 — 7,8 Q. 


Suivant l'expression (19.41) 
Ps=Rl?—7,8.0,2? — 0,312 W. 


$S 479. Notion de dipôle rayonnant. Pour établir les expressions 
figurant au $ 479, nous avons pris comme radiateur d'énergie électro- 
magnétique un petit tronçon de conducteur, parcouru par un courant 
sinusoïdal. Mais on aurait obtenu exactement les mêmes expressions, 
si au lieu d'un élément du courant, on avait pris un dipôle (doublet) 
rayonnant. On appelle dipôle rayonnant un tronçon de conducteur 
linéaire, ayant des capacités concentrées à ses extrémités sous forme de 
sphères (fig. 482, a). 
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On suppose que la longueur ! du dipôle soit nettement inférieur à la 
longueur d’onde À et que la section du conducteur soit négligeable. Dans 
ces conditions on peut négliger en première approximation la capacité 
distribuée du conducteur lui-même et ne tenir compte que de la capacité 
des sphères. | 

On voit sur la fig. 482, b un schéma dans lequel un générateur de 
tension sinusoïdale à haute fréquence est raccordé par un câble coaxial 

à deux petits conducteurs, 

Dinôl Courant disposés verticalement et 

(pOle - de déplacement représentés en gros traits sur 

Générateur #7 Q Ja fig. 482, b, ces conducteurs 

[ k NE CN sont raccordés à leur tour 

ON À aux deux sphères (boules), 
K // ; constituant le dipôle. 


Câble Fo Sous l’effet de la tension 
coaxial du générateur, les sphères 
ë) du dipôle se chargent et se 

déchargent périodiquement. 

Fig. 482 Supposons que la charge 


g de la sphère supérieure 
varie suivant la loi — Q,, cos wf et que la charge — q de la sphère 
inférieure le fait suivant la loi Q,, cos œf. Alors les petits conducteurs 
verticaux, raccordés aux sphères seront parcourus par un courant de 
conduction lors des changements périodiques du signe de Ja charge des 
boules 


= —= = O0, sin @f. 


Ce courant sé ferme à travers le diélectrique sous forme de courant de 
déplacement, comme ceci est représenté par des lignes en pointillé sur 
la fig. 482, 6. 

Il y a lieu de rappeler que les deux petits conducteurs verticaux, de 


| [ : 
longueur = Chacun, sont parcourus par le courant de conduction & pen- 


dant chaque changement périodique de signe de la charge. En d’autres 
termes les deux conducteurs verticaux de longueur + (ou $) à courant 


i, raccordant les deux sphères du dipôle, constituent un élément dé 


courant if (ou idh, dont il était. question au $ 479. Le fait qu'il existe 
une rupture au milieu de l’élément du courant de la fig. 482, b et que 
l'élément de courant de la fig. 479 n’en comportait pas, n’a pas de grande 
importance, puisque cette rupture peut être très petite par rapport à 
la longueur { (d}). | 

Ainsi, toutes les conclusions du $ 479 concernant un radiateur, cons- 
titué par un élément de courant id/, sont applicables également à un 
radiateur ayant la forme d’un dipôle, autrement dit à un radiateur 
constitué par deux sphères, se déchargeant et se rechargeant périodi- 
quement et raccordés par un conducteur fin. 
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$ 480. Analyse complémentaire d’un champ rayonné. Comme nous 
l'avons déjà signalé au $ 479, dans la zone rapprochée du radiateur, le 
plus grand rôle est joué par les composantes F4 et E; de l’intensité du 
champ électrique, inversement proportionnelles au cube de Ia distance 
entre le point considéré et le radiateur. 

Ces composantes sont en retard de 90° sur le courant circulant dans 
le conducteur ou, en d’autres termes, sont en phase avec la charge de 
l’une des sphères du dipôle rayonnant. 

II découle de ce qui précède [voir expressions (13.74 — 13.75)] que 
l'intensité du champ électrique, créée par un dipôle dont les charges 
sont invariables dans le temps, est égalernent inversement proportion- 
nelle au cube de la distance entre le point considéré et le centre du dipôle. 

Par conséquent, pour calculer la valeur instantanée de l'intensité 
du champ électrique rayonnée par le dipôle dans la zone proche, on peut 
utiliser dans la pratique les expressions découlant de la loi de Coulomb. 
À son tour, l’intensité du champ magnétique dans la zone proche au 
radiateur [voir expression (19.37)] est inversement proportionnelle au 
carré de la distance entre le point considéré et l’élément de courant et est 
en phase avec ce dernier. . 

Conformément à la loi de Biot — Savart — Laplace {voir expression 
(15.36)1, intensité du champ magnétique créée par un élément de courant 
continu est également inversement proportionnelle au carré de la dis- 
tance entre le point considéré et l’élément de courant. 

En partant de ces considérations, on peut arriver à la conclusion, 
que dans la zone proche (pour R < À) on peut, pour calculer Ja valeur 
instantanée de l'intensité du champ magnétique, utiliser dans la prati- 
que la formule de Biot — Savart — Laplace. La possibilité d’utiliser 
dans la zone proche (pour R < À) les expressions décrivant les champs 
statiques pour le calcul des valeurs instantanées de E et de 7 des champs 
variables s’explique par le fait qu’on peut négliger le retard dans cette 
zone. 

Les limites de la zone proche dépendent de la fréquence. Aïnsi, par 
exemple, pour f = 50 Hz, À = 6-105 m. Pour ÿ = 10 Hz, À = 3 cm. 
Par conséquent, pour la fréquence de 50 Hz on peut utiliser les lois de 
Coulomb et de Biot — Savart — Laplace pratiquement pour une dis- 
tance quelconque entre le point considéré et l’élément de courant ou le 
dipôle. Pour la fréquence de 101? Hz la situation est entièrement diffé- 
rente. Dans ce cas les limites de la zone proche sont éloignées du radiateur 
seulement à des fractions de centimètre et, pratiquement, tout l’espace 
autour du radiateur peut être considéré comme zone éloignée. Dans la 
zone éloignée la composante coulombienne de l’intensité du champ élec- 
irique est infiniment petite par rapport à la composante ondulatoire 
E et la composante de Biot — Savart de l'intensité du champ magné- 
tique et infiniment petite par rapport à sa composante ondulatoire FH. 

Dans la zone proche le flux du vecteur de Poynting a deux compo- 
santes. La première d’entre elles varie dans le temps comme sin 2wf 
ou COS 2@. La deuxième composante varie dans le temps comme sin? of 
où cos of. 
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En calculant le flux du vecteur de Poynting à travers une surface 
sphérique de rayon R se trouvant dans la zone proche, pour une période 
de courant alternatif, on trouve que le flux de la première composante 
est nul, puisque la valeur moyenne de la fonction sin 2œf ou cos 2œf 
pendant une période est nulle. Le flux du vecteur de Poynting, dû à la 
deuxième composante, ne sera pas nul. Au point de vue physique cela 
signifie que deux phénomènes, différant qualitativement au point de 
vue énergétique, se déroulent dans la zone proche. Le premier phénomène 
est celui des échanges périodiques d'énergie entre la source d'énergie, 
branchée au radiateur, et la zone proche. 

L'énergie est tantôt prélevée de la source et accumulée dans le champ 
électromagnétique de la zone proche, tantôt restituée à la source. Ce 
phénomène est typique pour les champs coulombiens et de Biot — Savart 
de la zone proche. 


Fig. 483 


Le deuxième phénomène est celui de rayonnement d'énergie. II 
caractérise le phénomène ondulatoire dans la zone proche. 

L'énergie rayonnée n’a qu'une valeur relativement faible par rapport 
à l’énergie accumulée périodiquement dans le champ électromagnétique 
de la zone proche et restituée ensuite à [a source d’alimentation. 

À partir du radiateur les ondes électromagnétiques se propagent 
dans l’espace. Ces ondes sont représentées schématiquement sur la 
fig. 483, a, pour un certain instant déterminé. Sur cette figure les li- 
gnes Æ forment des figures fermées, situées dans des plans méridiens. Les 
lignes E sont embrassées par les lignes H. Ces dernières sont des circon- 
férences, dont le centre est situé sur l’axe de f’élément de courant. 

Afin de ne pas encombrer la figure 483, a, nous avons représenté sur 
ce dernier seulement deux lignes Ë et deux lignes H. 

On voit sur la fig. 483, b le caractère du champ électrique dans le 
plan méridien pour la zone ondulatoire du radiateur aux instants diffé- 
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rents. On y voit également la courbe de variation en fonction du temps 
de la charge d’un dipôle rayonnant. Le nombre de lignes E commençant 
ou se terminant respectivement sur les sphères du dipôle est d'autant 
plus grand que les charges de ces sphères ont une valeur absolue plus 
élevée. 

Au fur et à mesure que l’onde électromagnétique se propage dans 
l’espace environnant, la forme des lignes Ë varie continuellement. 
Lorsque les charges du dipôle commencent à diminuer en valeur absolue, 
le nombre des lignes E partant de ces charges diminue également. Dans 
ces conditions les lignes Æ se ferment sur elles-mêmes. Le train des li- 
gnes E, fermées sur elles-mêmes, est couplé avec les lignes H, qui les trans- 
percent (fig. 483, a). Dans l'alternance suivante, lorsque les charges des 
sphères changent de signe, il se forme un train identique de lignes E, 
fermées sur elles-mêmes, différant du précédent seulement par le sens du 
rotationnel E. 

$ 481. Calcul du champ des radiateurs réels. Dans la pratique on 
utilise des antennes comme radiateurs d'énergie électromagnétique. 
L’antenne la plus simple est constituée par un tronçon de conducteur de 


HE 


— 
E 
sai 
= 
— 
GER 
—} 
F 
# 


Fig. 484 


longueur /{, placé verticalement par rapport à la surface de [a terre 
(fig. 484, a). Un générateur à haute fréquence est intercalé entre l’antenne 
et la terre. Grâce à la présence des capacités réparties dans l’antenne et 
des courants de déplacement circulant dans ces capacités, l’amplitude 
et la phase du courant varient en fonction de la hauteur de l’antenne 
(voir l’épure de variation des amplitudes sur la fig. 484, a). L’antenne 
a un pouvoir émetteur élevé du fait que le champ électrique et le champ 
magnétique, créés par elle, sont répartis dans la même région de l’espace 
environnant cette antenne (fig. 484, a). 

On tient compte de l’influence de la terre sur le champ, en introdui- 
sant dans le calcul l’image symétrique de l’antenne (et en supposant que 
Ja terre soit un conducteur parfait). Dans ces conditions la longueur de 
l’antenne s'avère égale à 2{ et l’épure du courant doit être complétée 
par sa seconde moitié (fig. 484, b). Pour calculer un champ créé par une 
antenne, on remplace cette dernière par un ensemble de petits tronçons 
de longueur d{, en supposant que le courant dans chacun de ces tronçons 
ait une amplitude et une phase constantes. Alors l'intensité du champ en 
un point quelconque de l’espace peut être trouvée comme la somme géo- 
métrique des intensités créées par l’ensemble de ces petits éléments de 
l'antenne. 
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Pour augmenter la capacité de l’antenne et, par conséquent, l’inten- 
sité du courant qui y circule pour la même tension du générateur, l’an- 
tenne est souvent complétée par un tronçon horizontal (fig. 484, c). 

$ 482. Passage d’une onde électromagnétique plane d’un milieu 
dans un autre. Examinons les conditions de passage d’une onde électro- 
magnétique plane, variant suivant une loi sinusoïdale, d’un premier 
milieu à impédance caractéristique Z44 dans un second à impédance Zo. 
Supposons que l'onde arrive perpendiculairement à la surface de sépa- 
ration des deux milieux (fig. 485). L’onde passe partiellement dans le 

second milieu et en est partiellement réfléchie. 

Premier milieu Convenons que l'indice 1 correspond au premier 

Z milieu et l'indice 2 au second. L'indice inc 

Fe  Goinél Correspond à l'onde incidente et l’indice réf à 

À, milieu l’onde réfléchie. Des ondes incidente et réfléchie 

Si: existent dans le premier milieu, mais une onde 

* incidente seulement (ne comportant pas par 

conséquent d'indice inc) existe dans Île second. 

PA L'onde incidente, existant dans le second milieu, 
est appelée également, onde réfractée. 

Pour faciliter la compréhension de la fig. 485, 

Fig. 485 les vecteurs caractérisant l’onde incidente et 

réfléchie dans le premier milieu sont décalés 

suivant la verticale et éloignés quelque peu de la surface de séparation 

des deux milieux. Les composantes tangentielles de l’intensité du champ 

électriques, ainsi que les composantes tangentielles du champ magné- 

tique à la surface de séparation des deux milieux doivent être respecti- 
vement égales ; 


Ë; be ét — E ; (19.43) 


Haine + Ha rés = Ho. (19.44) 


Les. équations (19.43) et (19.44) sont entièrement identiques aux équa- 
tions donnant la relation entre les tensions et les courants des ondes inci- 
dente, réfléchie et réfractée, lors du passage de l’onde d’une ligne à para- 
mètres distribués sur une autre ligne (voir $ 351 de la seconde partie). 


“La valeur complexe de l'intensité du champ électrique Eine est 


égale. à la valeur complexe de l’intensité du champ magnétique Hire, 
multipliée par Zoe 


Es inc — Hiine Zoi- 


Pour l’onde réfléchie, du fait de l’inversion du sens de déplacement de 
l'énergie, on a 

E: réf — — H, réf Zoi- 
Pour l'onde réfractée 
.. Ex = oZoz. 
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En partant des équations (19.43) et (19.44) et en tenant compte des expres- 
sions précédentes, on obtient 


Zc>—Zai »: 
Eire = 7 ze Erinei (19.45) 
| Zu | 

He geze Mine: (19.46) 
| 27 

Ha rès = 7 (19.47) 


Zo+Zo 17e 


Analysons Île résultat obtenu. Les valeurs de Es, Hires et Er, Ho 
dépendent de la relation entre les impédances caractéristiques des deux 
milieux. Au point de vue pratique, c’est le cas où l’onde se propageant 
dans l’air atteint une surface métallique qui présente le plus d'intérêt, 
Dans ce cas le premier milieu est constitué par l’air et le second par le 
métal. Puisque l’impédance caractéristique d’un milieu conducteur 
dépend non seulement de sa conductivité et de sa perméabilité, mais 
également de la fréquence (voir expression 17.12), supposons que dans 
le cas considéré le milieu conducteur soit constitué par du cuivre et que 
fa fréquence ÿ — 108$ Hz. Comparons les valeurs des impédances caracté- 
ristiques pour le diélectrique et pour le métal (voir les expressions de 
Ze aux pp. 655 et 671. Pour l'air Ze: = 377 Q. Pour le cuivre (y —5,6: 
+107 Q-temh; f— 108 Hz, Zoo — 0,00857 ei 45° Q. Si on substitue ces 
valeurs de Z,, et Zo2 dans l’expression (19.45) on obtient 


Eire — Eine; Hi réf © Hi ines 


autrement dit, l'onde électromagnétique est presque totalement réflé- 
chie par Îla surface du métal, et le signe de l'intensité de son champ 
électrique s’inverse. La partie de l’onde qui pénètre quand même. dans. 
le métal y est atténuée très rapidement. Si la conductivité y du milieu 
conducteur tendait vers l'infini, ce milieu jouerait le rôle d’un HHPOIE 
parfait pour une onde électromagnétique. 

Le phénomène . de réflexion des ondes électromagnétiques par Fe 
milieux conducteurs est à la base de la détection radio-électrique (du 
radar). 

$ 483. Blindage dans un champ électromagnétique variable. Le phé- 
noméne d’atténuation de l’onde électromagnétique dans la couche super- 
ficielle du métal est employé pour réaliser le blindage danñs un champ 
électromagnétique variable. 

Les blindages électromagnétiques sont constitués par des enveloppes 
creuses, cylindriques, sphériques ou rectangulaires, à l’intérieur des 
quelles on place le dispositif à blinder (par exemple une bobine d induc- 
tance, un appareil de mesure, etc.) 

Le blindage assume deux fonctions. La première d’entre elles est 
de protéger le dispositif placé à l’intérieur du blindage de l'effet d'un 
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champ électromagnétique qui lui est extérieur. La deuxième est de 
protéger l’espace extérieur au blindage contre le champ électromagné- 
tique, créé par le dispositif placé à l’intérieur. 

Du fait que l’onde électromagnétique est atténuée presque en tota- 
lité dans le métal à une distance égale à sa longueur, il faut, pour assurer 
un blindage efficace, que l’épaisseur de la paroi du blindage soit appro- 
ximativement égale à la longueur de l’onde dans le métal. Dans {a pra- 
tique il faut tenir compte d’autres facteurs également (résistance méca- 
nique du blindage, son prix de revient, etc.). 

$ 484. Comparaison des principes de blindage dans les champs élec- 
trostatique, magnétique et électromagnétique. Le blindage électrostatique 
repose sur la compensation du champ extérieur par le champ des charges, 
apparues sur les parois du blindage du fait de l’induction électrostatique 
($ 399). L'épaisseur des parois lors du blindage électrostatique, contrai- 
rement à ce qui a lieu pour le blindage dans des champs magnétique et 
électromagnétique, peut être aussi faible que possible. Le blindage dans 
un champ magnétique du courant continu ($ 457) repose en première 
approximation sur le passage préférentiel des lignes de force d’un champ 
magnétique le long des parcours à réluctance moindre (le long des parois 
du blindage). 

Lé blindage dans un champ électromagnétique variable repose sur 
l’atténuation très rapide de l’onde électromagnétique, pénétrant dans 
les parois du blindage par suite de la dépense de son énergie pour com- 
penser les pertes dues aux courants de Foucault dans les parois. | 

. $ 485. Chauffage à haute fréquence des pièces métalliques et des 
diélectriques imparfaits. Trempe superficielle des pièces en acier. Le 
chauffage des pièces métalliques avant leur forgeage ou leur estampage, 
le séchage du bois, le rechargement et la restauration des outils sont 
réalisés souvent en plaçant ces pièces dans un champ électromagnétique 
à fréquence relativement peu élevée (de 1 à 20 kHz). Les pièces en aicer 
(ar exemple, les arbres, les pignons) sont souvent soumises à une trempe 
superficielle par l’action du champ électromagnétique à fréquence plus 
élèvée (de l’ordre de 10 à 500 kHz). 

_ Nous avons indiqué précédemment (au $ 468), que l’onde électro- 
tnagnétique, en pénétrant dans l'épaisseur du métal, y est atténuée très 
rapidement. Par conséquent, la chaleur est dégagée essentiellement dans 
la couche superficielle, relativement fine, de la pièce en acier. 

Sous l'effet de la chaleur dégagée dans la couche superficielle, cette 
dernière s’échauffe rapidement jusqu’à la température nécessaire pour 
la trempe superficielle. Une bande des fréquences encore plus élevées 
(de 1 à 30 MHz) est utilisée pour le chauffage à haute fréquence des 
matières plastiques avant leur moulage, pour le traitement thermique 
des produits alimentaires, la vulcanisation du caoutchouc et à d’autres 
ins encore. 

$ 486. Notions sur les guides d’ondes. La canalisation d'énergie 
à hyperfréquences le long des lignes de transport habituelles à deux 
nducteurs s’avêre pratiquement impossible. En effet 1) les con- 
ducteurs de la ligne jouent le rôle d’antennes et, au lieu de transmettre 
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l'énergie à l'utilisateur, la rayonnent dans l'espace, et 2) la résistance 
active des conducteurs de la ligne pour de très hautes fréquences, s'avère 
tellement grande par suite de l'effet pelliculaire très prononcé, 


qu'une partie notable de l’énergie est dépensée au chauffage des con- 
ducteurs. 


Fig. 486 


L'utilisation d’un câble coaxial (d’une ligne coaxiale) de la fig. 464 
pour canaliser l’énergie à très haute fréquence n’est pas avantageuse non 
plus. Quoique dans ce cas l'énergie ne 


soit pas rayonnée dans l’espace environ- LyT(T) 
nant (puisque la gaine du câble sert en ÿ Hz=f(2) 
même temps de blindage), les pertes En 


d'énergie dans le conducteur et les ron- 
delles diélectriques, utilisées pour centrer 
ce conducteur et fixées à l’intérieur de 
la gaine, s'avérent très élevées. 

De ce fait pour des fréquences supé- 
rieures à 10° Fz, l'énergie est transmise 
par des guides d’ondes. Un guide d'ondes 
est constitué par un tube creux, de sec- 
tion rectangulaire où ronde. 

Un guide d’onde rectangulaire est 
représenté sur la fig. 486, a. Les cotes 
a et b doivent être choisies dans un 
rapport déterminé avec la longueur de 
l’onde *. Ainsi, par exemple, pour une 
Jongueur d’onde À — 10 cm on prend 
b = 3,54 cm et a = 7,2 cm. 

L'énergie est amenée à l’intérieur du 
guide d'ondes à l’aide d’une petite che- 
ville placée dans ce dernier et d’un câble 
coaxial branché au générateur à haute 
fréquence (fig. 486, a), ou à l’aide d’une 
boucle traversée par le courant, égale- 
ment placée à l’intérieur du guide d'ondes et d'un câble coaxial raccordé 
au générateur à haute fréquence (fig. 486, b). 
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* Les cotes a et b sont inscrites sur la fig. 487, a. 
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Le prélèvement de l’énergie à l’autre extrémité du guide d’ondes 
se fait également à l'aide d’une cheville où d’une boucle. 

L'énergie se propage le long du guide d’ondes en se reflétant sur ses 
parois (fig. 486, c). Les parois du guide d'ondes jouent pour ainsi dire 
le rôle de rails pour le flux d'énergie. Une faible partie de l'énergie 
pénêtre dans les parois du guide d’ondes et y est dégagée sous forme de 
chaleur. Pour réduire la perte d'énergie dans les parois du guide d’ondes, 
la surface interne des tubes est d’abord polie, puis recouverte d’une 
couche de métal bon conducteur, de l’argent, par exemple. Les élé- 
ments fondamentaux de la théorie des guides d'ondes sont examinés dans 
l’appendice B. 


APPENDICES À LA Ille PARTIE DU COURS 
APPENDICE A 


PROPRIÈTÉS DE CERTAINS MATERIAUX CONDUCTEURS 
ET DE CERTAINS DIÉLECTRIQUES 


Valeurs de la conductivité y en S/m, à 20° C, de divers matériaux conducteurs 
Aluminium de 3,47 à 3,8-107 Acier de 0,73 à 0,97-10? 


Bronze de 1,92 à 4,76-107 Argent de 6,17 à 6,25.10?7 

Laiton de 1,26 à 3,23.107 Fonte de 2 à 2,5-10f 

Cuivre de 5,5 à 5,72-107 Constantan de 1,9 à 2,22.10$ 
Nickel de 1,26 à 1,32-107 Nickelchrome de 0,735 à 0,48-10$ 


Propriétés fondamentales de certains diélectriques 


Dans le tableau ci-dessous nous donnons les valeurs de la permittivité rela- 
tive &, à la fréquence de 100 Hz, de la tangente de l’angle de perte tg Ô à la fré- 
quence de 1 000 Hz et de la rigidité diélectrique (kV.;#/cm) dans un champ uniforme 
à la fréquence de 50 Hz. 


Matériau 


KO 4 O0 1 © 


Ro 1 On 
RC 


Huile de transiormateur . . 
Porcelaine 


Là 


4 
3 
3 
3 
3; 
2 
5 
2 
7 
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APPENDICE B 
BASES DE LA THÉORIE DES GUIDES D'ONDES 


Examinons le phénomène de propagation des ondes électromagnétiques à 
l’intérieur d'un guide d’ondes rectangulaire, en SUR pores que les parois de ce 
guide d ondes soient en matériau superconducteur (Ô = oo). Dans ces conditions 
le champ électrique est nulle dans les parois du guide d’ondes (a densité du courant 
dans les parois du guide d’ondes Ô = yE étant une grandeur finie, on a pour y — 
E — 0). 

L'intérieur du guide d'ondes est rempli d’un diélectrique, dont la permittivité 
est & et dont la perméabilité est u. Orientons les axes des coordonnées conformé- 
ment à la fig. 487, a. Appelons a la cote de l'intérieur du guide d'ondes le long 
de l’axe des x et désignons par b la cote orientée dans le sens de l’axe des y. La 
longueur du guide d'ondes dans le sens de l’axe des z n'est pas limitée. Le champ 
électromagnétique dans le guide d'ondes est décrit par l'équation (18.3'): 


V2H + oeuf] —0 
ou par l'équation analogue 


V2E + @teuE =(. 


Les ondes électromagnétiques qui se propagent à l’intérieur d'un guide d'ondes 
sont des ondes progressives le long de l’axe de ce guide d'ondes (le long de l’axe 
des z) et ce sont des ondes stationnaires dans les deux autres directions. Les ondes 
stationnaires dans les directions x et y se forment par suite des réflexions multiples 
des ondes par les parois du guide d'ondes. 

Le fait que les ondes soient progressives le long de l’axe des z, est exprimé, 
au point de vue mathématique formel, par le fait que chacune des composantes 
de ces ondes, de même que les ondes progressives dans une ligne à paramètres 


distribués, comporte le facteur e D où =? est le coefficient de propagation. 

Les ondes se propageant dans les guides d’ondes peuvent être de deux types. 
Les ondes de ces deux types sont appelées respectivement ondes H et ondes Ë. 
| La structure de l’onde FH est telle que sa composante le long de l’axe du guide 
d'ondes ne comporte que l'intensité du champ magnétique, tandis que l’inten- 
sité du champ électrique est disposée dans des plans, perpendiculaires à l’axe du 
guide d'ondes. En d’autres termes, pour une onde H 


e 
ES 


H= Hs) Hy Ra; 


É= Ext j gr (A) 
Un tableau tout différent est observé pour l'onde E. 
Sa composante le long de l’axe du guide d'ondes ne comporte que l'intensité 
du champ électrique, tandis que les vecteurs de l'intensité du champ magnétique 


sont disposés dans les plans perpendiculaires à l'axe du guide d’ondes, c.-à-d. 
que pour une onde Æ on peut écrire 


cl 
= i Hi Hy 
Le type des ondes se propageant dans le guide d'ondes dépend des conditions 


d'excitation de ce dernier. Si l'excitation est faite à l’aide de la chevelle de la 
fig. 486, a, les ondes E sont engendrées dans le guide d’ondes. 
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Lorsque l’excitation se fait à l’aide d’une boucle, parcourue par le courant, 
et disposée auprès de la paroi étroite du guide d'ondes, conformément à la fig. 
486, b, des ondes H ont engendrées dans ce dernier. 

Les opérations ci-dessous sont effectuées pour l'onde H, mais elles sont presque 
les mêmes pour l'onde E. Si on substitue (A.ÏI) dans l'équation (18.3’}), cette der- 
nière peut être décomposée en trois équations suivant les trois projections. Pour 
la projection sur l’axe des z nous aurons l'équation suivante: 


d2 . 02 d2\ : ou 
(stats) H,+o?eu,=0. (A.2) 
Utilisons la méthode de la séparation des variables de Fourier Bernoulli, dont 
le principe a été examiné au $ 416. A cette fin posons 


H,=XYe-hpt, (A.3) 


où X n’est fonction que de x, Ÿ n'est fonction que de y. Le facteur 2 indique 
né l'onde progressive se déplace le long de l’axe des 2. Substituons (A.3) dans 
(A.2): 


2 2 | 
Yep? TR Xe ns ST EXYe #0? LoeuXYe PT 0, (A.2') 


Désignons 

k5-+oeu —R? (A.4) 
et divisions (A.2’) par XYe ". 
Nous aurons alors 


1 0o2X 1 dY 
XoEtTY dre 0. (A.5) 


L dés deux fonctions CE hit t fonction d 

a somme des x fonc X D FO ” ont l’une est fonction de x 
seulement et l’autre n’est fonction que de y, ne peut être égale au nombre constant 
— k3 que si chacune de ces fonctions est un nombre constant. Passons des dérivées 
partielles aux dérivées ordinaires et désignons 


1 d2X 
Xdar- (A.5a) 
1 dy 
52 dyè y — q2. (A.5b} 


Ici p et g sont des nombres constants. La solution des équations (A.5a et b) est 
donnée par les fonctions 
X=C;sin (px +) 


Y = Ca sin (99 +). 


Ici C4, C2, @ et Ÿ sont des constantes d'intégration qui seront trouvées à partir 
des conditions aux limites. Ainsi, conformément à (A.3) 


Hz= Hm Sin (px + @) sin (gy +1) eT#P£, (A.6) 
Jci l’amplitude complexe 


He CyCoe 


Pour calculer les valeurs de p, g, @ et % rapportons-nous à la première et à 
la deuxième équations de Maxwell, écrites en utilisant les projections des champs 
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sur les axes des coordonnées 


0H, 0H . dE, ÔE ee 
on me — jo8Ex, (A.7) D 2 = — jOp x; (A.10) 
8Hx OH, : 8Ëx 0E . 
D ET _— jweE!, (A.8) SA TS — —jonH, (A.11) 
ôË, 0H A . dE, dËx - e. 
Du fait que pour l’onde HË, — 0 et puisque ces ondes sont des ondes pro- 
; : 0Ey e 0Éx : La 
gressives se propageant le long de l’axe des z, on a SE —RkpE,; Er ——k}Ex 


et il découle des équations (A.10 et A.11) que 


#pËy= moi 4 (A. 13) 
RLEx=jouH,  J 

Comme nous l'avons déjà indiqué, le champ électrique est nul sur les surfaces 
intérieures des parois du guide d'ondes. Par conséquent, Ex, = 0 pour y — 0 et 


y = b,et Ë, = 0 pour x = 0 et x — a. Si l’on en tient compte, l'équation (A.13) 
prend la forme 


Hy=Hy=0 et Hr=Hx=0. 


y—=0 y—=b x=0 x=a 
| ÔH, 0H ; : 
Du fait que 5 — —kpHy, A = —k,H, et que H,, est nul pour y—0 et 
y — b, et Hz = 0 pour x = 0 et x = a, on trouve en partant de (A.7) et (A.8) 
0H, n. 2H . 
Ôy ==: ( dy Jus? Sa 
OH,\ _n. fôH,\ 
Pres (Be) ne 19 


Les équations (A.14 et A.15) sont utilisées pour calculer les valeurs de p, 
g, q et 


Substituant (A.6) dans (A.14), on trouve Ÿ — _. et g=— —. 
En partant de (A.15) calculons P=+- et p = , où m et n sont des nom- 


bres entiers; m est égal au nombre des demi-ondes de l’onde électromagnétique, 
qui peuvent être disposées suivant la largeur du guide d'ondes. Le nombre n indi- 
que combien de demi-ondes peuvent se loger suivant la hauteur du guide d'ondes. 
Ainsi, 


Ë= Em cos = cos + er hp? (A.16) 


Trouvons maintenant H,, H, et E,, E. Pour calculer E; procédons de la maniè- 


k_E. OH 
PE 3 4, Nous 
jou Oz 
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re suivante: dans l’équation (A.7) substituons — &H,— —k} 


aurons alors 


0H,  KpEx : 
—©°+ ———= josE 
dy jou 
D'où 
L _ion 0, _ pong PRE nl ohne | 
Ex = Pie cor Him COS —— sin — + Fa (A.17) 
k2 = ki, + w?ep. 
De même 
u k E k 
Bye Ep Um © cos sine e e*kpz. (A.18) 
: jou ôH, HU mnx Anny e—hpz. 
Eye = —) 7 Hm Sin —— cos — (A.19) 
. Rp ko mn max os TU -Rpe * 
He —, Êy= ce pre ms sin COS + D (A.20) 


Analysons les résultats ainsi obtenus. Le coefficient k, joue le rôle de cons- 
tante de propagation de l'onde électromagnétique le long de l’axe des z. 

Si kÿ est un nombre réel, l’onde est atténuée au cours de son déplacement le 
long du guide d'ondes. [1 n’y aura pas d'atténuation si À, est un nombre imaginaire. 

Afin d'établir le lien entre k,, les cotes géométriques a et b du guide d’ondes 


2 
et les nombres m et #, substituons (A.16) dans (A.2), nous obtenons k?— (=) + 


2 
+ (+) . Mais k? = k£ + wep. Par conséquent, 


2 2 
(=) +(7) = k3+oeu ; kp—0 pour 


a 
= (2)+(7: (A.21) 


k, est un nombre imaginaire pour & => @o. 

Ainsi dans un guide d'ondes aux cotes a et b données, les ondes électromagné- 
tiques peuvent se propager si leur fréquence est supérieure à 0. Les cotes a et 
b des guides d'ondes sont normalisées. 

Les nombres m et n peuvent prendre des valeurs quelconques, mais ne peu- 
vent être nuls simultanément, puisque alors toutes les composantes de E et toutes 
les composantes de H seraient nulles. 

Le plus grand rôle est joué dans la pratique par l’onde fondamentale, pour 
laquelle m = 1 et r — 0. Pour cette onde une seule demi-onde peut être placée 
suivant la largeur du guide d’ondes, tandis que l’intensité de champ ne varie pas 
suivant la hauteur du guide d'ondes. 

Pour pouvoir évaluer l'ordre de grandeur de @ pour l’onde fondamentale, 
prenons la cote a = 7,2 cm et à l'aide de l'expression (A.21) trouvons 


O9 13, 1-109 rad/s. 


Ainsi, seule une énergie à hyperfréquence peut être transmise le long d’un 
guide d’ ondes. 

L'image du champ pour l'onde fondamentale , à un certain instant, est 
donnée sur la fig. 487, 8. 
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résistances non linéaires . . . . . . ..... . . . , . . . . .. 

. Couplage en série-parallèle des résistances non linéaires 


; Application de la méthode de deux nœuds au calcul de circuits 


à résistances non linéaires . . . 


. Remplacement de plusieurs branches couplées en parallèle et conte- 


nant des RN et des F.E.M. par une seule branche équivalente . . 


. Application de la méthode de marche à vide et de court- circuit au 


calcul des circuits à résistances non linéaires . . . D ARE ni de de 
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. Résistances statique et différentielle . . . . . . . . . . . . . 
. Remplacement d'une résistance non linéaire par une résistance 


linéaire équivalente et une F.E.M. . . . . . . . .. 


. Utilisation des résistances non linéaires pour obtenir le produit ‘de 


deux fonctions . . 


. Transducteurs logarithmiques à résistances non linéaires 
. Stabilisateur de courant RES : 

. Stabilisateur de tension . . 

. Amplificateur de tension. continue 


Chapitre III 
Circuits magnétiques 


Division de toutes les substances en deux groupes: substances ferro- 
magnétiques et non ferromagnétiques 


. Grandeurs essentielles caractérisant un champ magnétique ; 
. Eléments de la théorie du ferromagnétisme NET LT 

. Caractéristiques essentielles des matériaux ferromagnétiques 
. Matériaux magnétiques doux et durs | 

. Matériaux à boucle d'’hystérésis rectangulaire 

. Magnétodiélectriques et jerrites 5 Ps 

. Loi du courant total . . .... 

. Force magnétomotrice . . . 

. Circuit magnétique . . 

. Divers circuits magnétiques de 

. À quelle fin introduit-on des matériaux ferromagnétiques dans le 


circuit magnétique des machines électriques, des ARRSrEES électriques 
et d’autres dispositifs ? . . . . . . . is Er Pre en 


. Différence de potentiel magnétique 

. Caractéristiques flux-potentiel magnétique NS 
. Construction des caractéristiques flux-potentiel magnétique +. 
. Lois de Kirchhoîf, appliquées aux circuits magnétiques . . 

. Extension aux circuits magnétiques de toutes les méthodes valables 


pour le calcul des circuits électriques à résistances non linéaires . 


. Calcul de la F.M.M.d'un circuit magnétique non ramifié à partir 


d’un flux donné . . . .. . . .. . .. . . . . . . . 


. Calcul du flux dans un circuit magnétique non ramifié à partir 


d’une F.M.M. donnée. . . . . . ........ . . ., 


. Calcul d'un circuit magnétique ramifié par la méthode de deux 
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, Comment obtenir un aimant permanent ? se 

. Calcul du circuit magnétique d’un aimant permanent : 

. Droite de recul et coefficient de recul . . 

. Réluctance et perméance d’un tronçon de circuit magnétique. Loi 


d'Ohm pour un circuit magnétique . 


Chapitre IV 


Induction électromagnétique et forces mécaniques agissant dans un champ 


magnétique 
. Phénomène d’induction électromagnétique . . . . . . . . . . . . 
. Phénomène d'auto-induction et F.E.M. d auto-induction. 
Induelances: en 2 LS dis els SR RAT 4 dde a. 4 


. Phénomène d'induction mutuelle. F.E.M. d'induction mutuelle. 


Inductance mutuelle des circuits 


. Energie du champ magnétique d’une ‘bobine isolée 
, Densité de l'énergie du champ magnétique ; 
. Pertes hystérétiques par cycle d'aimantation . 
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. Diagramme vectoriel , . . . . . . 
. Puissance instantanée . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. Courant sinusoïdal dans une résistance active . . . . . 

. Inductance dans un circuit à courant sinusoïdal . . — 

. Condensateur branché à un circuit à courant sinusoï dal NE 

. Multiplication d'un vecteur par j et par —ÿf . . . . . . . . .. 
. Bases de la méthode symbolique du calcul des circuits à courant 


. Energie magnétique de deux circuits à couplage magnétique 

. Principe de réciprocité d’induction mutuelle . . . . . . . 

. Coeïficient de couplage SE er di rue Une 

. Energie magnétique d’un système de circuits parcourus par des 
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. Forces mécaniques agissant dans un champ magnétique . . . . . 
. Expression de la force mécanique sous forme de dérivée de l’énergie 


du champ magnétique par rapport à une coordonnée . . . . 


. Force portante d’un électro-aimant . . . . - . . . . . . . Fee 
. Loi d'inertie électromagnétique. Règle de Lenz . . . . . . .…. 


Chapitre V 
Circuits électriques à courant sinusoïdal monophasé 


. Courant sinusoïdal et grandeurs fondamentales qui le caractérisent 
. Valeurs moyenne et efficace d’une grandeur sinusoïdale . . . . 
. Coefficient d'amplitude et facteur de forme . . . . . . . . . . 
. Représentation des grandeurs sinusoïdales par des vecteurs du plan 


complexe. Amplitude complexe. Grandeur efficace complexe : 


. Addition et soustraction des fonctions RIRE du temps à l” aide 


d’un plan complexe 


2 + + ve ee ee 
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. Impédance complexe. Loi d'Ohm pour un circuit à courant sinusoïdal 
. Admittance. COMpDIEXE 5 + à 5 à 4 LU se À mis. RE ETS à 
. Triangle des impédances et triangle des admittances . . . . . . 
. Utilisation d’une règle à calcul pour passer de la forme algébrique 


d'écriture d’une valeur complexe à la forme exponentielle et vice 
VOLSA ne. Mio anis 10 nee ee 8 Ne eV ue 


. Les lois de Kirchhoïf écrites sous forme symbolique . . . . . . . 
. Application au calcul des circuits à courant SE Lao del de toutes les 


méthodes décrites dans le chapitre « Circuits électriques à courant 
continu» . . . . . . . . , . 


. Sur l'utilisation des diagrammes vectoriels pour les calculs des 


circuits électriques à courant sinusoïdal . . . . . . . . . . . . 


. Représentation d’une différence de potentiel dans le plan Sn one 


. Diagramme topographique . . . . . . … . Ds 

. Puissance active, réactive et apparente . . . . . 

. Expression de la puissance sous forme complexe . . 

. Mesure de la puissance au wattmêtre . . . . . . . . DURE 

. Dipôle branché dans un circuit à courant sinusoïdal . . . . . . 

. Fonctionnement d’un dipôle en régime de résonance RE 
Résonance des courants . . . . . . . . . . . . . . . . M 


. Compensation d’un déphasage . , . . . . . . M See oo 
. Résonance des tensions . . . . . . . . . . . DS 6 est 
. Etude du fonctionnement du schéma de la fig. 117, a en cas de 


variation de la fréquence où de la variation de l’inductance . . 

. Courbe de réponse en fréquence d’un dipôle RÉEL 
. Transport d'énergie d'un dipôle actif à une charge . . . . . . . 
. Chute et perte de tension dans une ligne de transport d'énergie . . 
. Calcul des circuits électriques comportant des bobines couplées 
magnétiquement entre elles . . . . .. . . . . . . . . . . . , . 
. Branchement en série de deux bobines couplées magnétiquement 


. Mesure de M par des essais . . . . . . .. RE 


. Transformateur. Impédance introduite . . . . . . .. D ee ve 
. Théorème du bilan des puissances actives et réactives . . . . . 


Chapitre VI 
Théorie des quadripôles et diagrammes circulaires 


. Quadripôle et ses équations fondamentales . . . . . . . . . . . 
. Détermination des constantes d’un quadripôle . . . de 
. Circuit équivalent d'un quadripôle passif . . . . . . . . . .. 
. Construction d’un arc de cercle en partant de sa corde et de l'angle 


ITSCRIL NS a RU Ce UN Ra lt it En à 


: Equation d'un arc de cercle écrite sous forme vectorielle . . . . . 
. Diagrammes circulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
. Diagramme circulaire de courant pour un couplage en série de deux 
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. Diagramme circulaire de tension pour deux impédances couplées en 
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. Diagramme circulaire pour un dipôle AaCHIT à à 2% de La 6 we 
. Diagramme circulaire d'un _quadripôle RE 
. Calcul. de f+, Us, Pi et Q à l’aide d’un C'ABRÉMINE circulaire d’un 
. AUAAPIDOIEL ES 050 see Gare em Cia 

. Diagrammes linéaires . . . . . . . ra 

- Equations d’un quadripôle actif. . . . . 


Chapitre VII 


Circuits triphasés, champ magnétique tournant et méthode des composantes 
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symétriques 


. Système triphasé de F.E.M. . . ... . . . . . . . . .. x 
. Circuit triphasé. Extension de la notion de phase . . . . . . . . 
. Schémas de couplage principaux des circuits triphasés, définition 


des grandeurs de lignes et de phases . . . . . . . . . . . . . 


« Relations entre les tensions et les courants de ligne et de phase . . 
. Avantages des systèmes triphasés . . . . . . 

. Calcul des circuits triphasés . . . . . . .. 

. Etoile — étoile à conducteur neutre . . . . . 

. Couplage en triangle de la charge . . . . ae 

. Opérateur a d’un système triphasé . . . . . . 

. Couplage étoile — étoile sans conducteur neutre 

. Circuits triphasés en présence d'induction mutuelle . . . . . . . 
. Puissances active, réactive et apparente d’un système triphasé Le 
. Mesure de la puissance active dans .un système triphasé . . . . 
. Mesure de la puissance réactive pour une charge symétrique des 
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. Diagrammes circulaires et linéaires des circuits triphasés . . : 
. Indicateur de l’ordre des phases . . , - . . . . . , . . . . . 
. Définition d'un champ magnétique circulaire tournant . . . .. 
. Champ magnétique d'une bobine parcourue par un courant sinusoi dal 
en Production d’un champ magnétique circulaire tournant . . . . . 


Principe de fonctionnement d’un moteur asynchrone . . . . . . 


Appendices à la 1"° partie du cours. 
Appendice A.I. Graphes directionnels (de transfert) et non direction- 


nels. 
SDL: Introduction: ; 5 ie sé à à à ss 4 164 à à à es , 

J. Graphes directionnels (de iransfert) . . . - . . . . . . . . se 
$ 152. Définitions fondamentales, concernant les graphes directionnels . . 
$ 153. Passage du système étudié au graphe directionnel . . . . . née 
$ 154. Règles utilisées pour simplifier les graphes directionnels . . . . . 
$ 155. Expression générale pour la transmittance d’un graphe . . . 
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$ 156. Etablissement de l’expression pour calculer les transmittances d’un 
| BFADNe eo ls Re M'A eue Here RU LU Ares 
ë Il. Graphes non directionnels . ....... se 
$ 157. Définitions et formule fondamentale ir 

158. Développement du déterminant suivant un nœud . 
159. Développement du déterminant suivant Îes parcours “entre deux 


nœuds choisis arbitrairement . . . . . . . 
160. Utilisation de Îa.formule fondamentale . . . . . . . .. 
161. Notions sur l'arbre et sur la grandeur de cet arbre . 
ppendice B. Circuits duaux. 
162. Définition des circuits électriques duaux 
163. Eléments duaux de deux circuits | 
164. Comment transformer un circuit en son circuit dual? . 
Appendice C. Utilisation des matrices en électrotechnique. 
$ 165. Propriétés principales des matrices out 
$ 166. Utilisation des matrices en électrotechnique E 
Appendice D. Etude des processus se déroulant dans les systèmes non 
électriques à l’aide des modèles analogiques électriques. 
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Chapitre VIII 


Courants périodiques non sinusoïdaux dans les 
circuits électriques linéaires 


$ 167. Définition des courants et des tensions périodiques non sinusoïdaux 
$ 168. Représentation des courants et des tensions non sinusoïdaux à l’aide 
des séries de Fourier . . te se 
$ 169. Certaines propriétés des courbes périodiques symétriques due 
$ 170. Sur le développernent en série de Fourier des courbes de forme géomé- 
trique régulière et des courbes de forme géométrique irrégulière . . 
$ 171. Détermination des harmoniques de la série de Fourier par la méthode 
graphique (grapho-analytique) . . . . . . . . . . . . . . . .. 
$ 172. Calcul des courants et des tensions pour des F.E.M. non sinusoïdales 
$ 173. Phénomènes de résonance pour les courants non sinusoïdaux . . 
$ 174. Valeur efficace d’un courant non sinusoïdal et valeur efficace d’ une 
tension non sinusoïdale . . 
$ 175. Valeur moyenne en module d'une fonction non sinusoïdale 
$ 176. Quelles sont les valeurs auxquelles réagissent les ampèremètres et 
les voltmètres des différents systèmes lorsque les courants qui les par- 
courent ne sont pas sinusoïidaux ? AD ne ee se 
$ 177. Puissances active et apparente d'un courant non sinusoïdal . . . 
$ 178. Substitution aux courants et tensions non sinusoïdaux par leurs 
équivalents sinusoïdaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
$ 179. Particularités du fonctionnement des systèmes triphasés du fait 
des harmoniques d'ordres multiples de 3 
$ 180. Battements . . SN D UE Rd ee 
$ 181. Oscillations modulées . « . . . . .. ........ 
$ 182. Calcul des circuits linéaires, soumis à l'effet des oscillations 
modulées . . : | 
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Chapitre IX 
Circuits électriques non linéaires à courant alternatif 


$ 183. Définition des circuits électriques non linéaire à courant alternatif 
$ 184. Répartition des résistances non linéaires en trois groupes principaux 
$ 185. Généralités sur les résistances actives non linéaires 


. Généralités sur Îles réactances inductives non linéaires . 
. Pertes par courants de Foucault dans les Dee des inductances non 


linéaires . . . . . . . . 


. Pertes hystérétiques . .n 
. Schéma équivalent d'une inductance non linéaire . . 
. Généralités sur les condensateurs non linéaires . . er ne 
. Résistances non linéaires comme générateurs d'harmoniques 


supérieurs de courant et de tension . . . . . . . . . . . . . . 


. Transformations et conversions principales pouvant ‘être réalisées 


à l’aide des circuits électriques non linéaires , . 


. Certains phénomènes physiques, observés seulement ‘dans les circuits 
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. Classification des résistances non linéaires d’ après ‘la nature de 


symétrie de leurs caractéristiques par rapport aux axes des coordonnées 


. Approximation des caratéristiques des résistances non linéaires . . 
| Approximation des caractéristiques RAS des valeurs instan- 


tanées à l'aide d’un sinus hyperbolique . 


. Notion sur les fonctions de Bessel 
. Développement d’un sinus hyperbolique et d'un cosinus peolaie 


à argument périodique en une série de Fourier dont les coefficients 
sont des fonctions de Bessel . . . . . . . . . . . . 


- Développement du sinus hyperbolique de composantes continue et 


sinusoidale en série de Fourier ..,, . . .. . ..... . . .… . 


. Certaines propriétés générales des résistances non linéaires Sy mé- 
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. Certaines propriétés communes des résistances non linéaires à caracté- 


ristiques dissymétriques . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 


. Types des caractéristiques des résistances non linéaires . 

. Caractéristiques pour les valeurs instantanées . . 

. Caractéristiques courant-tension suivant les premiers harmoniques 
. Caractéristiques courant-tension pour les valeurs efficaces . . . 
. Construction par la méthode analytique des caractéristiques généra- 


lisées suivant les premiers harmoniques pour des résistances non 
linéaires contrôlables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


. Inductance non linéaire contrôlable la plus ‘simple . 
. Caractéristiques courant-tension d’une inductance non linéaire 


contrôlable suivant les premiers harmoniques . . . . . . . . . 


. Caractéristiques courant-tension d’une capacité non linéaire 


contrôlable, suivant les premiers harmoniques . 


. Généralités sur les triodes à cristaux . . . . . . . . 

. Trois modes essentiels de branchement des transistors à un circuit 

. Principe de fonctionnement d’un transistor utilisé comme résistance 
contrôlable . . . . . . DR re D eee US 

. Transistors à jonction et à contact . DR 2 x 

. Caractéristiques courant-tension des transistors . . . Dur n 

. Transistor utilisé comme amplificateur de courant . si 

. Utilisation d’un transistor comme amplificateur en tension . 

. Utilisation d'un transistor comme amplificateur de puissance . 

. Relation entre les accroissements des grandeurs d'entrée et de sortie 
Pour HN TRANSISTON. Es ne US SANS IN SAS 

. Schéma équivalent d'un transistor pour de faibles accroissements 

. Généralités sur un tube à trois électrodes . . . . . . . . . . . . 

. Caractéristiques courant-tension d’un tube à trois électrodes, 


suivant les valeurs instantanées . . 


. Expression analytique de la caractéristique de grille d'un tube 
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. Lien entre Îles faibles accroissements des Valeurs d’ ébtrée et de sortie 


pour un tube électronique . . . . . . . . 


. Schéma équivalent d’un tube Ma ‘en cas de faibles 


accroissements -. . . .. . . . . . ns te en a Re : 


. Construction de la dépendance entrée-sortie d'un tube électronique 


pour des signaux importants . . . . . . . . . . . . . . . . . 


. Généralités sur les méthodes d’ analyse de calcul dés circuits électri- 


ques non linéaires à courant alternatif . . . . . . . . . . . . 


. Méthode graphique utilisant les caractéristiques des résistances non 


linéaires en valeurs instantanées . . . . . . . . . . . . . . 


$ 228. Calcul des circuits non linéaires par utilisation d'une approximation 
linéaire par morceaux de la caractéristique de la résistance non 
linéaire en valeurs instantanées . .. . . . . . . . . . . . . . 
$ 229. Méthode analytique (ou graphique) ‘de calcul suivant les premiers 
harmoniques des courants et des tensions . . . . . . . . . .. 
$ 230. Analyse des circuits non linéaires à courant alternatif par utilisa- 
tion des caractéristiques courant-tension en valeurs efficaces 
$ 231. Méthode analytique de calcul suivant le premier et un ou plusieurs 
harmoniques supérieurs ou inférieurs . . . . . . . . . . . . . 
$ 232. Calcul à l’aide des schémas équivalents linéaires . . . . . . . . 
$ 232a.Intervention des calculatrices . . . . . . . . PNA dE 
$ 233. Tripleur de fréquence le plus simple . . . . . . . . . .. 
$ 234. Transiormateur de pointes . . . . . . 
$ 235. Considérations sur le calcul des circuits électriques comprenant des 
à bobines d’inductance dont les noyaux ont une courbe d’aimanta- 
tion pratiquement rectangulaire . . D ne in mes Cd 
6 236. Redressement d’une tension alternative RTS TT 
$ 237. Modulation en amplitude . . . . . . . . . PR | 
S: 238: Detectiof: ::4 5. di 4 Be ue sé SNS De Et à 
$ 239. Générateur à lampes ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
$ 240. Construction d’une caractéristique courant-tension d’un circuit 
en série à ferrorésonance .... . . . + + « + + 
$ 241. Effet de basculement dans un circuit en série à ferrorésonance . . . 
$ 242. Ferrorésonance de tensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
$ 243. Caractéristique courant- tension d'un cou lage en parallèle d’un 
condensateur et d'une bobine à noyau de fer. Ferrorésonance de 
COUFANES" ES se NS Re NN Nu rare à de Bb 
$ 244. Effet de basculement dans un circuit en parallèle à ferrorésonance 
$ 245. Stabilisateur de tension à ferrorésonance le plus simple . . . . . 
$ 246. Amplificateur magnétique et bobine à saturation . . . . . . . . 
$ 247. Utilisation d’un amplificateur magnétique comme amplificateur 
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. Application de la méthode symbolique au calcul des circuits non 


linéaires et construction des diagrammes vectoriels pour ces circuits 


. Diagramme vectoriel d'une inductance non linéaire . . . . . 
. Calcul du courant magnétisant et de la valeur du courant de pertes 
. Relations essentielles pour les transformateurs à noyau d'acier . . 
. Diagramme vectoriel d’un transformateur à noyau d'acier . . 


Chapitre X 
Phénomènes transitoires dans les circuits électriques linéaires 
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. Un problème concernant un phénomène transitoire dans un circuit 


linéaire quelconque à paramètres localisés se ramène à la solution 
d'une équation différentielle linéaire à coefficients constants . . . 


. Composantes forcées et libres des courants et des tensions . . . . . 
. Le courant dans une inductance et la tension aux bornes d’une PAPE 

cité ne peuvent varier brusquement {par sauts) . . . . . sd. ne 
. Première loi de commutation . . . . . . .. .. . . . . . . . . . 


. Deuxième loi de commutation . 
. Que doit-on entendre par valeurs initiales de diverses ‘grandeurs ? 
. Valeurs initiales avant et après la commutation . . . . . . .. 


. Certaines particularités des phénomènes ‘transitoires 


. Introduction à la méthode opérationnelle 
. Transformation de Laplace 
. L'image d’une constante est égale à {a constante cle-mêe tue par P 
. Image de la fonction exponentielle ext . . . . . . .. 

. Image de la dérivée première 
. Image de la tension aux bornes d’une indiclance : 
. Image de la dérivée seconde . . . . , . . 

. Image d'une intégrale . . . . 
. Image d'une tension aux bornes d’un condensateur TT. 
. Loi d'Ohm sous forme opérationnelle. F.E.M. internes . . 
. Première loi de Kirchhoff sous sa forme opérationnelle 
“ Deuxième loi de Kirchhoff sous sa forme opérationnelle . . 

. Toutes les méthodes examinées dans la section traitant le courant 


. Du passage d’une image à une fonction du temps 
. Décomposition d’une fraction compliquée en actions simples . . 
. Formule de décomposition VE 

. Etablissement de fa formule de Dos oR À 

. Transmittance , . . . . . . . . ; 

. Notion de fonction transitoire en tension 

. Intégrale de Duhamel 


. Valeurs initiales indépendantes et dépendantes {après la commutation) 
. Conditions initiales nulles et non nulles 
, Etablissement des équations pour les courants et les tensions libres 
. Forme algébrique du système d'équations pour les courants libres 
. Etablissement de l'équation caractéristique du système 
. Etablissement d’une équation caractéristique à partir de l’expression 


5 4 +. + 9% + ee = + 
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pour l’impédance d’entrée d’un circuit en courant alternatif . . 


. Subdivision des valeurs initiales indépendantes en valeurs essentielles 


et non essentielles . 


. Comment déterminer le degré d’une équation caractéristique ? NE 
. Considérations sur les racines des équations caractéristiques . 
. Toutes les racines réelles des équations caractéristiques sont toujours 


négatives, tandis que les racines GE ont toujours leurs parties 
réelles négatives 
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. Nature du: phénomène transitoire libre lorsque l'équation caracté- 


ristique n'a qu’une seule racine . . . . |. . . . . . 


. Nature du phénomène transitoire libre pour une équation caracté- 

ristique à deux racines réelles différentes 
. Nature du phénomène transitoire libre pour deux racines égales , . 
. Nature du phénomène transitoire libre pour deux racines Re 


COnjuguées . . «+ . . . + + + + « + 
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. Phénomènes transitoires donnant lieu à l’amorçage d’un arc . . 
. Surtensions dangereuses dues à [a rupture des branches des circuits 


comprenant des inductances . 


4 0 + ee 2 0 9% 9 + ee ne  »e 
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